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Kapitel 1

Mengensysteme

In diesem Kapitel werden die mengentheoretischen Gruedldgr Wahrscheinlichkeitstheorie gelegt.
Semiringe, Algebreng-Algebren und Dynkin-Systeme von Teilmengen werden eiilyef erste Bei-
spiele dafiir angegeben, und es werden die Beziehungearmmisliesen Strukturen geklart.

Sei) eine Menge.

1.1 Definition (Semiring,N-stabil) S C P(Q) ist ein Semiringfalls

SR1)( € S,
SR2) A,BeS = AN B e S (n-Stabilita),
SR3) A,BeSundAC B = 3A,,..., A, € S paarweise disjunktmiB\ A = A; U---U Ay.

1.2 Beispiele (Semiringe)
a) S = {0} undS = P(Q) (triviale Extrembeispiele).
b) Q beliebig,Atq := {{w} : w € Q} (Atomg. Dann istdi, U {0} ein Semiring.

c) =R, S=7:={(a,b] : —00 < a <b< +oc0}.(a,b]\ (c,d] ist leer, ein Intervall oder disjunkte
Vereinigung von zwei Intervallen.

d) Q=R S=7F:={(a,b] : —00 < a <b < +o0} Mit (a,b] := {z € R¥ : a < z < b}. Dabei
seiz < yfurz,y € RF, fallsz; < y; firallei =1,...,kundes sei < y, fallsz < y undz # y.
Die weiteren Ordnungssymbole werden analog ben(itzb] \ (c, d] kann als disjunkte Vereinigung
von hdchstengk k-dimensionalen Intervallen geschrieben werdgbung).

e) ¥ endliche MengeQ2 = XN = {w = (w1, w2, w3, ...) : w, € X Vn € N}. Flray,...,ax € ¥ sei

[a1,...,an] ={w € Q:w, =an(n=1,...,N)}

der vonay, . .., ay bestimmtezZylinder. Sei
ZN = {[al,...,aN] tal,..., QN EE}
z:= ] 2Zvu{0}.
N=1

Dann istZ ein Semiring:

SR))eS O
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SRZ) A= [al,...,aM], B = [bl,...,b]v], 0.B.d.A.0 < M < N.

ANB = B, faIISaj:ijjzl,...,M
0  sonst

AuRerdemAN®) =0VA € Z.

SR3) Seied,B € Z.IstA=(,s0istB\ A= B € Z,istB =(,s0istB\ A= ( € Z. Seien
nunA = [a1,...,am],B = [b1,...,bn] # Bund A C B. DannistM > N unda; = b,
Vji=1,...,N.

> IstM = N, soistB = A, alsoB\ A = 0.
> IstM > N, soist

B\A={weQ:w;j=a;V¥j=1,...,N aber
HjE{N—I—l,...,M}ZWj#UJj}

= U [al7"'aaNacN+la---7cM]

(CN+1,...,CAJ)€EA47N
Jje{N+1,...,M}:c;#a;

1.3 Bemerkung Der Raunt2 = XN des letzten Beispiels wird mit folgender Metrik zu einem kuark-
ten metrischen Raum:

d(w,w') := Z Owntwr 27"
n=1

Die Eigenschaften einer Metrik weist man leicht nach. Eakmfeicht ist der Beweis, dass alle Zylin-
der zugleich offen und abgeschlossen sind. Statt der Kothpailkzeigen wir hier eine zunachst etwas
schwachere Eigenschaft, aus der die Kompaktheit abértlgifolgert werden kanrijpung!). Diese
Eigenschaft, auf die wir spater noch einmal zuriickgreiferden, lautet:

SindA, Ay € ZundistA C (J;, Ax, sogibtes einn € Nmit A C | J,"; Ay.

Seidazu€ := {B € Z: 3m € Ns.d.B C |J;, Ax}. Zu zeigen ist also, das$ € & ist. DaX
endlich ist, existiert fur jeden Zylinddb,...,b,] € Z\ € einb,41 € X, so dassb,...,b,11] €
Z\ €. Angenommen, der Zylindefl = [aq,...,an] € Z \ £. Dann folgt induktiv die Existenz von

an+1,an+2,- -+ € L derart,dasfu, . .., q;] € Z\Efurallej > N. Andererseitsista:, as,as,...) €
A =2, (Ax N A). Also gibt es einn € N, fir das(a1, az, as, ... ) € A, N A. AberA,, N A ist ein
Zylinder der Formay, . ..,an,an+1,...,an+e], und es folgfas, ..., an1¢] C A, C Ui, Ak, im

Widerspruch zday,...,an1¢] € Z\ €.
1.4 Definition ((0)-Algebra) A C P(Q) ist eine Algebrafalls

Al) Q€ A,
A2) Ac A = A°:=Q\Ac A,

A3) ABe A = AUBec A
A heiBBto-Algebra falls statt A3) gilt

A30) A, e A(neN) = |~ A, € A
Die MengenA € A heienA-messbafoder einfach messbar).
Das Paaffl, A) heif3t ein messbarer Raum

1.5 Bemerkungen
a) Falls A2) gilt, so ist A1) aquivalent zu

Al) e A
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und A3) ist aquivalent zu

A3) A Be A = ANnBe A
b) Aus A3),A3)folgt sofort:4;,..., A, e A— A1 U---UA, € A, A N---NA, €A
c) Aus A2) und A3’) folgt: B\ A € Afuralle A, B € A.
d) Insbesondere giltd Algebra—> A Semiring.

1.6 Lemma Ist (A;):c; eine Familie vor(c)-Algebren,I eine beliebige Indexmenge, so 3., A;
eine(c)-Algebra.

Beweis:
Al Viel: Qe A = Qe A
A30)

¥neN: A, € (A= Wnvi: A, € A 22 vi: | A, e 4
i€l n=1

n=1 i€l
A2), A3) ahnlich.

1.7 Definition (Erzeugtes-Algebra) SeiC C P(Q).

o(C) = ﬂ A
ADC
A o-Algebra

hei3t die vorC erzeugter-Algebra (Beachte, das®({?) einec-Algebra ist, so dass der Durchschnitt
immer liber eine nicht leere Familie verAlgebren genommen wird.)

1.8 Bemerkungen
a)C Co(C),

b) Cl - CQ — O'(Cl) - O'(CQ),
c) Ao-Algebra—> o(A) = A.
1.9 Beispiele §-Algebren) Die meisten interessantenAlgebren kdnnen nicht explizit angegeben

werden, sondern sind nur durch = ¢(S) bestimmt, woS ein Semiring oder ein anderes einfaches
Mengensystem ist. Tatsachlich ist jegtlgebra entweder endlich oder tiberabzahlbar.

a) Triviale Extrem-Beispiele sind = {0, Q} = o({0}) und A = P(Q) = o(P()).

b) o(Atg) = {A C Q : A oderAc hdchstens abzahlbgrdenn da die rechte Seite einediiAig)
enthaltener-Algebra ist, ist sie gleickh (Atg).

c) B := o(Z) heiRt dies-Algebra der Borelschen MengémR. Analog: B* := o(Z%).

d) SeiR :=RU{—o0,+oc}, B :={A, AU{~00}, AU{+oc}, AU {—00,+c} : A € B}. Dann ist
B eines-Algebra.

e) F := o(Z) ist die von den Zylindermengen erzeugtdlgebra auf = XN,
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1.10 Bemerkung FirC C P(Q2) bezeichn€* die Menge alletd C Q, fur die A € C, A° € C oderA
hochstens abzahlbare Vereinigung von Mengercags Definiere dann induktiv

Iy, =1, I,=1I, 41 (n>1)
Z, =ZU{0), Z.=Z, (n>1)

Keine der Mengef,,, Z,,,J,,~¢ Zn.U,,> Zn ist einec-Algebra. (FUrZ} steht das am Ende von Sek-
tion 2 in [Billingsley], und fur Z,, kann man ganz analog vorgehen.) Andererseit8isg P(R),

F # p(EN) undo(Atg) # P(Q) falls Q tberabzahlbar ist (ohne Beweis, siehe z[B. [Bauer-MT,
Satz 8.6]).

Fur einen flexiblen Umgang mit-Algebren bendtigen wir noch eine weitere Struktur:
1.11 Definition (Dynkin-System) D C P(Q) heif3t Dynkin-Systentalls
D1) QeD
D2) ABeD,ACB = B\AeD
D3) A, € D (n € N) paarweise disjunkt= ¢, A,, € D
(1) bezeichnet eine disjunkte Vereinigung.)

1.12 Bemerkungen
a) D1),D2)=— 0 e D

b) Jedesr-Algebra ist ein Dynkin-System.
c) Der Durchschnitt beliebig vieler Dynkin-Systeme ist Biynkin-System (analog Lemnial.6).

1.13 Definition (Erzeugtes Dynkin-System) FirC C P(Q) sei
D(C) := N D

D2C
‘D Dynkin-System

das vorC erzeugte Dynkin-SystenfEs gelten die BemerkungBnll.8 entsprechend.)

1.14 Lemma EinnN-stabiles Dynkin-Syster® ist einec-Algebra.
Beweis:

Al) D1 O

A2) QeD= A°=Q\AecDfurdeD.

A3) ABeD= AUB=AW(B\(ANB))eD.

A30) A, €D(n>1)22 B, =, A4 €D >0 =, A =, (By\Bu 1) €D
wegen D3.

O

1.15 Satz (Dynkin-System £-Algebra)
SeiC C P(Q) N-stabil. Dann ist-(C) = D(C).

Beweis:

“2" o(C) ist ein Dynkin-System und C ¢(C). Also D(C) C D(o(C)) = a(C).

“C" Dac(C) C o(D(C)), reicht es zu zeigen, dag¥(C) einec-Algebra ist, denn dannist(D(C)) =
D(C). Also ist zu zeigen, dasB(C) N-stabil ist (Lemm&L4): FUE' € D(C) sei

De:={AeD({C): ANC € D(C)} (Beachte:A € Do <= C € Dj)
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Wir zeigen zunachst, dag%- ein Dynkin-System ist:
D1) QNC =C € D(C), alsof? € D¢.
D2) A,BeDc,ACB= (B\A)NC=(BNC)\(ANC) e D(C),alsoB\ A € D¢.

D3) A, € D¢ (n > 1) paarweise disjunkt= (47, A,) N C = W~ (4, N C) € D(C), also
Lﬂzozl € De.

Die N-Stabilitat folgt nun aus folgenden drdberlegungen:
> IstG € C, s0istC € D¢ furalleC € C, alsoC C D¢ und damitD(C) C D(D¢) = Dg.

> SeiB € D(C) undG € C. DannistB € D¢ und damitG € Dg fur alle G € C. Es folgt:C C Dp,
alsoD(C) C Dp.

> Sind nunA, B € D(C), so folgtA € Dg, d.h.AN B € D(C).



Kapitel 2

Mengenfunktionen

In diesem Kapitel werden Mal3e eingefiihrt. Das sind Menggktfonen, die jeder Menge einer
Algebra eine Zahl zwischelund +oco zuordnen und gewisse Additivitatseigenschaften basitaéer-
den die Werte im IntervalD, 1] angenommen, so spricht man WafahrscheinlichkeitsmaRen

2.1 Definition (Pramale, Mae) SeiC C P(Q), 1 : C — [0, +o0] eineMengenfunktion

a) u heif3t endlich additiv aug, falls fiir alle paarweise disjunktety , . .., A, € C gilt:

UAiEC = H(U&') :ZM(Ai)-

b) 1 heiSto-additiv aufC, falls fir alle paarweise disjunktety, € C (n € N) gilt:

JAnec = N(U An> = pu(An) .
n=1 n=1 n=1
¢) w heif3t subadditivauf (auch: endlich subadditiv), falBir alle A, Ay, ..., A, € C (n € N) gilt:

AC _UAl- = p(A) < u(A).

=1

Ac A = p(A) <D ul4n)
n=1 n=1

e) IstA eine Algebra¢-Algebra) und isu : A — [0, +o00] mit u(0) = 0 o-additiv aufA, so hei3iu
ein Pramalf3 (Maf3)

f) Istu ein Mal3 auf des-AlgebraA, so heif3t das Tripéf), A, 1) ein MaBraumist au3erdem(Q) =
1, so hei3{Q, A, i) ein Wahrscheinlichkeitsrauomdy, ein Wahrscheinlichkeitsmaf3

Achtung:Billingsley nenntu auch dann ein Mal3, wen# nur eine Algebra ist.

2.2 Lemma SeiS ein Semiringy : S — [0, +o0] additiv. Dann gilt:
) A,BeS,ACB= u(A) < u(B) (Monotonig

i) p ist endlich subadditiv.
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Beachte, dass die Subadditivitat keine triviale Konseguder Additivitat ist, da bei der Subadditivitat
nicht die paarweise Disjunktheit d&; angenommen wird!

Beweis:
i) B\ A=J, A, fur paarweise disjunktel; € S. Daher:
w(B) =AY A1 8- W A,) = u(A) + (A1) + -+ + p(An) 2 u(A)
i) Betrachte zunachst den Fall= | J;_, A;. Fur jedes4, gibtesC}, ..., Cf € §,sodassA\ A4; =

Clw---wCf. SetzeC? := A;. Dannistd = i €7 (i=1,...,n). Setzel := {C{' N+~ N
Cin:0<j;<ki(i=1,...,n)}undC; :={S €C:S C A;}. Dannist

A=HS, A= SG=1,...n)
Sec SeC;

und

SecC i=1 5SeC; =1

Ist nun{l eine echte Teilmenge \{cml?:l A;, so setzed; = {1 N A;. Dann sind died; € S und
A=, Ai. Also: u(A) < 37 u(A;), und aus Teilli) folghu(A;) < u(A;) O
2.3 Beispiele (Mal3e, einfache)

a) ACPQ), ze€Q, u(Ad) =0,(A) :=14(x) (Punktmasse, Dirac-M3fR3
b) A={0,Q}, p(®) =0, u() =1

c) A = o(Atq), u(A) = card(A). (Dieses Beispiel ist dafur verantwortlich, dass wirtep&atze
Uber die Summation von Reihen mit beliebiger Indexmengeiafache Spezialfalle von Satzen der
Integrationstheorie auffassen kbnnen.)

d) Q@ =N, (pp)n>1 Mitp, >0, Z;’ilpn = 1, d.h.(p,)n>1 ist ein WahrscheinlichkeitsvektoBetze
w(A) =3 capnfurA e A=DP(N).

2.4 Beispiel (Lebesgue-Stielties-Mal} auR) SeiB = o(Z) die Borelo-Algebra aufR und sei
F : R — R monoton wachsend und rechtsseitig stétidn.lim, |, F'(¢) = F(z) fur alle z). Ziel: Ein
MaR g auf B mit Ar((a,b]) = F(b) — F(a), A\r(0) = 0. Hier zeigen wir:
Das so festgelegter ist additiv undo-subadditiv aufZ.

Spater folgt daraus die Fortsetzbarkeit zu einem MaRAukt F(x) = x, so erhalt man gerade
dasLebesgue-Maf@uf R, wahrend jeded” mit lim,_, o F(z) = 0 undlim,_. F(z) = 1 die
Verteilungsfunktioreines Wahrscheinlichkeitsmaf3es Rubeschreibt.

Additivitat: SeienA4; = (a;,b;) € Z (i = 1,...,n) mit A; N A; = 0 furi # j. O.B.d.A. sei
a1 < b <ag < by < - < a, <b, Daw?zlAi e 7, fOlgtbl = CLQ,...,bn,1 = a,, also
Ui, Ai = (a1,b,]. Daher

Ap <U Az‘) = F(bn) — F(a) = Z(F(bi) —- F(a;)) = Z)\F(Ai) :

Die endliche Subadditivitfolgt nun aus Lemmg2.2.
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o-Subadditivitat:Seien nun(a, b], (a,,b,] € Z (n > 1) und (a,b] € U7, (an,bs]. O.B.d.A.
a < b. Seie > 0. Da F rechtsseitig stetig ist, gibt €s4,, > 0 derart, das$'(a + §) < F(a) + e und
F(by + 6,) < F(by,) + 2™ furallen > 1. Es folgt

(@

[a+4,b] C (ny by + 0n)

n=1

=3m>0:[a+06,b C | J(an by +0,) (Kompaktheit)

—F(b) — F(a+06) = Ap((a+8,b) < i Ar((an, by + 6,]) = i(F(bn +6,) — Flan))

(endliche Subadditivitat)

=F(b)— F(a) —e < Y _(F(bn) — F(an)) + ¢

Dae > 0 beliebig war, folgth\z((a,b]) < >0, Ar((an, bn]).

2.5 Beispiel (Bernoulli-MaR auf ) Sei F = o(Z), siehe Beispiel_lt9e), und sgp;);cx ein
Wahrscheinlichkeitsvektor. Wir wollen ein WahrscheihkeitsmafR? auf F definieren, fur das

N
P(lay,...,an]) = [ [ pa. (a1,...,an € D),
=1

also insbesonderB([a]) = p, fur allea € . Wie im letzten Beispiel zeigen wir zunachst nur, dass
durch diese Festsetzung eine auédditive undr-subadditive Mengenfunktion gegeben ist.
Additivitat: Ubung!
o-SubadditivitatP additiv auf2 “*™2* p subadditiv aut2. Sei nunA C (J°°, A, A, A, € Z.
Da alle Zylindermengen offen und abgeschlossen sind unddeompakt ist (siehe BemerkuliglL.3),
gibt es einm > 0 derart, dasst C J;-, Ax. Aus der Subadditivitat und der Positivitat véhfolgt
nun:P(A) < 375, P(Ak) < 3207, P(Ak).

2.6 Bemerkung Seiu ein MalR auf4, A € A. Bezeichne
Aa={BCA:BeA}={CNA:CcA}.
> A, ist eines-Algebra.Ubung!

> Die durchB — p(B) definierte Mengenfunktion aud, 4 ist ein Mal3 — die Einschrankung ven

auf A 4. (Ubung!) Wir bezeichnen sie mit; 4, oder auch einfach wieder mjt. Ein wichtiges
Beispiel ist die Einschrankung des Lebesgue-MaRefalf.

Notation: SeienA, A, As, Az, --- C Q. Wir schreiben
Ay / Afalls Ay C Ay CA3C..ound | J A, =A
n=1

Ay N\ A falls Ay DAy D A3 D .. und [ 4, = A

n=1



Kapitel 2 Mengenfunktionen 11

2.7 Satz (Monotone Stetigkeit von (P&)malien)
Seip ein Pramal3 auf der Algebr& und seierd, A,, € A.

) A, /A= u(A,) / u(A) (Stetigkeit von unten)
i) A,y Aundu(A;) < oo = u(A,) \, u(A) (Stetigkeit von oben)
i) A CUpZy An = p(A) <3507, p(An)

Beweis:

i) Seidp := 0. Wegen LemmB212igt(Ag) < pu(A1) < pu(A42) <....AuBerdemist

o0

G - U A \A" 1) An\AnfléA,
n=1 n=1

so dass
k

=" p(An \ Apr) —supZuA \ An1) = sup u(A)
n=1

k>0 n—=1

i) A, \ A= (A1\ A,) / (41 \ A). Unter Beachtung vop(4;) < oo folgt nun aus Teilli):
(A1) — p(An) = p(Ar\ An) /" p(Ar\ A) = p(Ar) — p(4)

alsop(A,) \, u(A).
iii) SetzeB,, := AnlJ;_, Ax. DannistB,, € AundB,,  A. Aus Teilll) und Lemm&Z]2 folgt:

u(A) = sup p(By) < sup <U Ak) < supZu (Ar) = p(Ar) .
> n>0 k=1

n>0 E—1

2.8 Bemerkungen
a) Auf die Voraussetzung(A;) < oo in SatA2Fi) kann i.A. nicht verzichtet werden. (Beispiel

b) Die Aussagé i) von Safz2.7 ist sogar aquivalentaédditivitat, und istu(2) < oo, so ist auch
Aussagéli) aquivalent dazu.

2.9 Beispiel A([a, b)) = A (N, (a — L,
undA((a, b)) = A((a, b \ {b}) = A((a, b]

2.10 Definition (endliche unds-endliche MaRe)  SeiC C P(Q2) undu : C — [0, co] monoton.

b]) = limp o b—(a— 1) = b—a. Insbesonderg({b}) = 0
)—0=0b—a.

a) p ist endlich falls 2 € C undp(2) < oo.

b) p isto-endlich falls esCy, Cs,--- € C gibt mitC,, ,/* Q undu(C,,) < oo fir allen.

2.11 Beispielea) SeiF' : R — R, Ap wie in Beispie[ZH. D& '((—n,n]) = F(n) — F(—n) < oo flr
n € Nund(—n,n] / R, ist A\p aufZ o-endlich. Das gilt insbesondere fur das Lebesgue-Maf

b) Seip : P(R) — [0, +00], u(A4) = card(A) w ist nicht o-endlich, dau(C),) < co = C,, endlich
= U,~, C,, abzahlbar= R # |J,—, C,
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Bevor wir im nachsten Kapitel mit nicht ganz geringem AufWazeigen, dass sich jede additive und
o-subadditive Mengenfunktion auf einem Semiring zu einenfdMaf der von dem Semiring erzeugten
o-Algebra fortsetzen lasst, zeigen wir hier schon einmasgsdes in den meisten Fallen héchstens eine
solche Fortsetzung geben kann:

2.12 Satz (Eindeutigkeit der Maf3fortsetzung)
SeiC C P(Q) N-stabil und seiemu,, u2 MaBe aufo(C). Sind die Einschrédnkungen |c und ¢
o-endlich und stimmen sie Uberein, sojist= ..

Beweis: FurC € C mit u1(C) = p2(C) < oo setze
Do ={A€c(C): 1(ANC)=p2(ANC)}.
Dann istC C D¢ und D¢ ist ein Dynkin-System, denn:
D1) 1 (2NC) = p1(C) = p2(C)=p2(2NC) = Q € D¢.
D2) SeienA, B € Do, A C B.Dannistfuri = 1,2

ui(C:)<OO

m((B\A)NC) = m((BNC)\ (ANC)) wi(BNC) — m(ANC).
DaA, B € D¢, folgt: 11 ((B\ A)NC) = u2((B\ A) N C).
D3) SeienA,, € D¢ paarweise disjunkt. Dann ist filr= 1, 2

i ((@ An> mC) = <@(Anm(7)> =iui(AnmC)

n=1 n=1 gleich furi=1,2

Also stimmt der erste dieser Ausdriicke auchifér 1 undi = 2 Uiberein, sodagg, - ; A, € Dc.
Aus SatZ T.TI5 folgt nurs(C) = D(C) € D(D¢) = Do C o(C), d.h.
p1(ANC)=pu(ANnC) firalled e o(C),

und das gilt fir jede§’ € C. Seien nurCy, € C,Cy, /" Q, u;(Ci) < oo. Fur jedesA € o(C) folgt dann
aus Satg 217
pa(A) = sup m(ANCy) = sup p2(ANCy) = p2(A) .



Kapitel 3

AuRere MafRe und MaRe

Hauptziel dieses Abschnitts ist es zu zeigen, dass sicls € auf einer Algebra zu einem Malf3 auf
der erzeugten-Algebra fortsetzen lasst.

3.1 Definition (AuReres MaR) Die Mengenfunktion:* : V() — [0, 4oc] ist ein AuBeres Mal3
falls ji* o-subadditiv ung*(9) = 0 ist.

3.2 Bemerkung Ein auReres MafR ishonotondennistA C B, alsoA C BUPUPU..., so folgt
p*(A) < p(B).

3.3 Satz (Konstruktion auRerer Mal3e)
SeiC C P(Q), 0 € C, und seip : C — [0, +0] eine Mengenfunktion mjp(d) = 0. (Z.B. kannC ein
Semiring sein.) FUA C () setze

p*(A) == inf{Zp(Cn) tAC |G Cne CVn} :
n=1 n=1

(Falls keine abzahlbateUberdeckung von\ existiert, heit dag*(A) = +oc.)
Dann istp* ein auf3eres Maf.

Beispiel: 2 = RY, C = {B,(z) : * € R%,r > 0} die Familie aller offenen Kugeln iR?, p(B,.(z)) =
r® far eina > 0. Wir werden sehen, dagg|(,-) €in MaR ist, das sogenanritausdorff-Malder
Dimensiona. Fiira = d stimmt es bis auf einen Vorfaktor mit dem Lebesgue-MéRiberein.

Beweis: p*(0) = 0 ist klar. Wir zeigen dier-Subadditivitat vorp*: Seid C |J,~, A,. Istp*(4,) =
oo fir einn, so istp*(A) < co = >~ , p*(A,). Also kdnnen wir annehmen, dag§(A,,) < oo fr
allen.

Seie > 0. Zu jedemA,, gibt es eindjberdeckungéln - Uz‘;l C,’i mit C’,’j € Cund

S p(CF) < p*(An) + 27

Es folgt:
[j An C [j [j C) und
n=1 n=1 k=1
IR WATNERS
n=1k=1 n=1

d.h.p* (U2, An) <307 p*(Ay) + €. Lasse nur — 0 gehen. |
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3.4 Definition (u*-Messbarkeit) Seiu* ein &ulBeres Mal3 alif. A C ) heil3ty*-messbarfalls
W (ANE)+u* (A°NE)=u"(FE) firalleE C Q.

(Wegen der Subadditivitat vaui* ist das aquivalent zu
W(ANE)+ " (A°NE) <u*(E) firalleE CQ.)

Bezeichnung:
M(p*) ={ACQ: Apu*-messhdr

3.5 Satz
Istu* ein auBeres Mal3 atlf, so istM (u*) einec-Algebra, und die Einschrankung vph auf M (p*)
ist ein Mafs.

Der Satz ist eine sofortige Konsequenz der folgenden dmairhata:

3.6 Lemma Ist u* ein ul3eres Maf3, so 8 (u*) eine Algebra.

Beweis:

Al) Q@ € M(p*), dennp*(E) + p*(0) = p*(E) furalle E C Q.

A2) Ae M(p*) <= A°e M(p*) 0O

A3’) Wir zeigen, dass mid, B € M(u*) auchAN B € M(p*): SeiE C Q. Dann ist
“(ANB)NE)+p ((ANB)°NE)

“(ANBNE)+u* ((AANBNEYU(A°NB°NE)U(ANB°NE))
Subadditivita

A 2B E) + u*(B° N E)

w*(
=p"(
L*(Am(BmE))w*(ACm(BmE))w*(ACm(BCmE))+m(Am(BCmE))
i (

BeM(u* o

E)

3.7 Lemma Ein duf3eres Maf$* ist o-additiv aufM (u*).

Beweis: Einfache Additivitat SeienA, B € M(u*), AN B = (. Dann ist

P (AUB)=p" (AN (AUB)) + pu*(A°N(AUB)) dade M(u")
= p*(A) + p*(B)

Die endliche Additivitafolgt daraus durch Induktion, d&1(n*) eine Algebra ist (Lemm@a3.6).
o-Additivitat: Seiend, A4,, € M(p*), A=, A,. Furm > 0'ist

37 (A, MR (U An) enému*(A)

n=1 n=1

Es folgtp*(A) > >0, u*(A,), und die umgekehrte Ungleichung folgt aus deBubadditivitat des
aulReren Mal3es*. |
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3.8 Lemma Ist u* ein &ufleres Mal3, so 8l (u*) einec-Algebra.

Beweis: Da M(u*) eine Algebra und damin-stabil ist (Lemmd316), folgt aus Saiz_1.15 dass
DM (u*)) = o(M(u*)). Es reicht daher zu zeigen, das$(n*) ein Dynkin-System ist, denn dann
folgt M(u*) = D(M(p*)):

D1) und D2) folgen direkt aus der Algebra-Eigenschaft vl *).

Fur D3) seied,, € M(p*) paarweise disjunktd = | J.7 | A,.. Zu zeigen ist:

W(ANE) + p* (AN E) < p*(B) firalleEC Q. *)

Unter Ausnutzung von Lemnfia’B.7 zeigen wir zunachst durdaktion nachn:

/L* <Eﬂ GJ Ak> :iu*(EﬂAk)

=p* ( N+ Ag W (ENAngr)
k=1
n+1
=> p(ENA)
k=1

Daraus und aus der Monotonie vpi (Bemerkund312) folgt fur alle

u*(E):u*(Emf—lek>+u*<E\GjAk> zn: (ENAg)+p (EN A
k=1 k=1

k=1

Firn — oo folgt mit dero-Subadditivitat vor.*:
> (ENAR) +p (E\A) > p (ENA)+ p*(EN A9,
k=1

also (*) . ]
SatA3b folgt nun direkt aus den drei letzten Lemmata. EaeéstSchliissel zum Hauptergebnis dieses
Kapitels:

3.9 Satz (Fortsetzungssatz fir Mal3e, klassische Form)
Jedes Prémaf8 auf einer Algebrad lasst sich zu einem Mal3 atif A) fortsetzen. Ist o-endlich au
A, so ist diese Fortsetzung eindeutig.

Da jede Algebra insbesondere ein Semiring ist, ist dies&r &athalten in der folgenden, etwas
technischeren, aber flexibler anwendbaren Aussage:

3.10 Satz (Fortsetzungssatz fur Mal3e, flexible Form)
SeiS ein Semiringy : S — [0, +o0] sei additiv,o-subadditiv und erfiille,(®) = 0. Dann lasst sich
w zu einem Mal3 auf (S) fortsetzen. Ist, o-endlich auiS, so ist diese Fortsetzung eindeutig.
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Beweis: Die Eindeutigkeit wurde schon in Sdiz2.12 bewiesen. ZumeBgwer Existenz wird ein
auReres MaR* wie in Sat4 3B definiert:

pw(A) = inf{ZM(Sn) tAC | S, S € svn}
n=1 n=1

Ist A € S, so folgt aus dep-Subadditivitat vory aufS: p(A4) < > u(S,) wann immerA C
U, S, mit S, € S. Daheristu(A) < p*(A),unddad C AUQUOU...,istauchu*(A) < u(A).
Also: u*(A) = u(A) fur A € S.

Bleibt zu zeigen, das§ C M (u*). Denn dann ist auch(S) € M(p*), und nach Satz3.5 igt*
ein Maf aufM (p*).

Seien alsd € SundE C Q beliebig. Zu zeigen:

p (ENA) +p*(ENA°) < u*(F). (**)

Sei 0.B.d.Au*(FE) < oo. Dann gibt es zd > 0 MengenFE,, € S mit

EC UE" und Zu(En)<u*(E)—|—e.
n=1 n=1

DasS ein Semiring ist, gilt fur aller € N

B,=E,NAecS,

E,\A=E,\B,= |4 CF firgeeignete} ¢ S.
k=1
Also:
EnAc|JB., ENAC|JlCk
n=1 n=1k=1
E,=B,w|H CF,
k=1

so dass aus der Definition vari und aus der endlichen Additivitat vgnauf S folgt:

W (BN A) (B0 A <3 u(Ba) + 30 (Ch)
n=1 n=1k=1

o

H(En) < p*(E) +c.

3
Il
-

Mit ¢ — 0 folgt daraus (**). ]

3.11 Bemerkung In Zukunft werden die MaBﬁl*M(u*) U”dﬂra(S) wieder mity bezeichnet.

3.12 Beispiele (Fortsetzung voi 2.4 und3d.5) Ar : Z — [0,+oc] und P : Z — [0, +o0] erfullen
die Voraussetzungen von S&fz_3.10. Damit ist auch der |&zheitt zur Konstruktion vorl.ebesgue-
Stieltjes-MaRemuf R und vonBernoulli-MaRerauf SN getan.
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3.13 Satz (Approximationssatz fur MaRRe)
SeienS undy : S — [0, o] wie in Sat{ 310y o-endlich.

a) ZuA € M(p*) unde > 0 gibt es eine Folgé, S, --- € S paarweise disjunkter Mengen it
ACUrr Spundu(U;Z, Sn\4) <e

D

b) ZuA € M(u*) mit u(A) < oo unde > 0 gibt es eine endliche Folgs,, ..., S, € S paarweist
disjunkter Mengen mit. (AN J;_, Sk) < €.

c) ZuA e M(u*) gibtesA_, A, € o(S)mitA- C AC Ay undu(A; \ A_)=0.

Beweis: Seid € M(u*).

a) Seie > 0. Dap o-endlich aufS ist, gibt es Mengeit,, € S derart, das€”,, ,” Q undpu(C,) =
w*(Cy) < oo fur alle n. Nach Konstruktion vop* gibt es zu jedem: MengenBE € S mit

ConAC|JBE und D p(BE) <p*(ConA)+e27" =p(CrnA)+e27" (¥
k=1 k=1

Wir nummerieren die MengeB” zu einer Folgg B,), um und konstruieren daraus eine spezielle
Uberdeckung vorA durchpaarweise disjunkt®lengen ausS: SeiR; = By, Ro = Bo \ By =
B> \ (R1 N Bs), und fur allgemeiné sei

k=1

Ryy1 =Beg1 \ <H‘J RN Bz+1> .

Die R, sind paarweise disjunkt, und man tberlegt sich leichtuktion, Ubung!), dass jede®,
endliche disjunkte Vereinigung von Mengen duist. Daher gibt es;, S,, - - - € S derart, dass

A= G(CnﬂA)g DB@Z @Rz: @Sj
n—=1 =1 =1 j=1

<> u(Umi@na) -3 (s(Us) o)
n=1 k=1 n=1 k=1
<y (Z p(By) — p(Cr N A))
n=1 \k=1
< i 27 "¢

wobei (*) fur die letzte Ungleichung benutzt wurde.

b) Dau(A) < oo, ist auchy (Lﬂj‘;l Sj) < u(A) + € < oo, und es gibt einn > 0 derart, dass
> iy 1(S7) < e Also:

u(AAH—JSJ) §u< ) SJ) +M(@Sj\A> < 2,
j=1 j=m+1 j=1
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d.h. AussagElb).

c) Wegemn) gibtes zd € M (u*) eine Folge von MengeA,, € o(S) mit A C A, undu(A, \ 4) <
L FarA; =2, A, istdannAd C A undpu(Ay \ A) < inf, p*(4, \ A) = 0. Das gleiche

Argument angewandt aufc liefert A_ := ((A°)4)¢, denn((A4A°) ;)¢ C Aundpu(A\ ((49)4)°) =
(AN (A%)5) = u((A°)4 \ A°) = 0.

O

3.14 Bemerkung Sei N (p*) := {4 C Q : u*(A) = 0}. Aus der Monotonie des auf3eren Mafgs
folgt leicht

—-N(p*) € M(p*) und

—istA € N(p*) andB C A beliebig, so istB € N'(u*).

Damit lasst sich leicht zeigetpung!)

M(u*)={BUN :B€o(S),N € N(u*)}
={ACQ:3IB€o(S)mitu*(AAB) =0} .

3.15 Bemerkung (Volls&indigkeit, Vervollstandigung) Ein Mal3v auf einers-Algebra.A heif3t voll-
standig falls fir A € A mit v(A) = 0 gilt, dassB € A fir alle TeilmengeB C A.

Bezeichnet man in der Situation von SRz B.10 die Fortsgtzon . auf o (S) wieder mity, so ist
das MaBuT‘M(H*) die Vervollstandigungon ;.. Man Uberlegt sich leicht, dass die Vervollstandigung
eindeutig bestimmt istUbung!)

Oft wird erst dieVervollséindigungvon A das Lebesgue-MaR genanfig. := M (\*) nennt man die
Lebesgue-Mengen

3.16 Bemerkung (Regularifit) Sei(2 ein topologischer Raunt) C P(f2) das System der offenen
Mengen 5 := ¢(0) die Borel'scher-Algebra. Ein Mafy: auf (2, B) heil3t

i) von auf3en regulafalls zu jedemA € B unde > 0 eine offene Mengé& 2 A mit (G \ A) < e
existiert;

i) von innen regulgrfalls zu jedemA € B mit u(A) < co unde > 0 eine kompakte Meng& C A
mit (A \ K) < e existiert.

Aus SatZ 3113 folgert man leicht dRegularitit aller MaReu auf (R*, B¥), die auf allen Intervallen
(a,b] € T* endlich sind (BeweistJbung!). Insbesondere ist auch das Lebesgue-Stieltje&\Viaf R
regular, ebenso wie das spater zu konstruierende Lebdda® aufR”.

Die Regularitat des Bernoulli-Ma3€3 (bzw. seiner Vervollstandigung, die ebenfalls mitbe-
zeichnet wird) ist in SatE_313 enthalten: Da aflece S = Z offen sind, bedeutet Aussafie_3113a)
die Regularitat von auRen. Da = XN kompakt und daP endlich ist, sind Regularitat von innen und
Regularitat von aul3en aquivalent.
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Messbhare Funktionen und
Abbildungen

In ahnlicher Weise wie man auf topologischen Raumengsaetibbildungen definiert, fihren wir in
diesem Kapitel den Begriff denessbaren Abbildunzyvischen messbaren Raumen ein. Im Rahmen der
Wahrscheinlichkeitstheorie werden messbhare Funktiop@tesals Zufallsvariablen interpretiert.

4.1 Definition (Messbare Abbildung) Seien(2, A), (', A’) messbare Raume.

a) Eine Abbildungl’ : Q — ' heif3t A-A’-messbafoder einfach messbar, wenn keine Verwechs-
lungsgefahr besteht), falls=' A’ € A firalle A’ € A’ (kurz:T—' A" C A). ErinnerungT 1A’ =
{xeQ:Txe A}

b) Eine Funktionf : Q — R(R) hei3t.A-messbaloder einfach messbar), falls sieB(B)-messbar
ist.

4.2 Bemerkung f : Q — R ist messbar genau dann, wefin!{—cc}, f~{+oc} € Aundf~1M €
Aflralle M € B.

4.3 Lemma Seien((2, A), (', A’) messbare Raume und sBi: Q — . Dann sindl'~' A’ und
Ay = {A" e A : T71A' € A} o-Algebren.

Beweis: LeichteUbung, die nur die Vertauschbarkeit der iiblichen Mengenaiipnen mit der Urbil-
doperatioril’~! benutzt. O

Folgender Satz hilft, die Messbarkeit einer Abbildung imkceten Fallen zu beweisen:

4.4 Satz (Messbarkeit auf Erzeugern)
a) Seien({), A), (€', A") messbare Raumad’ C A’, und sell’ : QO — §'. Dann ist
o(T M) =T to(M).

b) Ist auBerdem(M'’) = A’ und istT—*A’ € Afiralle A’ € M’, so istT messbar.

Beweis:

a) DaTr—*M’' C T~lo(M’)unddal’~to(M’) eines-Algebraist (LemmB4l3), istaue(7T—*M’) C
T~to(M'’). Fur die Umkehrung betrachtd), := {A" € (M) : T71A" € o(T*M’)}. A} ist
eine o-Algebra (Lemmd4I3) una\t’ C Aj. Also ist o(M') C A} und daherT~lo(M') C
T A = o(T~' M),

b) Ista(M') = A’, so folgt aus Teil a):
T7'A=T"'o(M)=0(T"'M) Co(A)=A. -
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4.5 Beispielea) Betrachtef : Q@ — RundM = {(—o0,z| : x € R}. DaZ C o(M) und M C B, ist
B=0(ZT) Co(M)C B, alsoB = o(M). Daher istf messbar, falls fir alle € R

{f<z}={weQ: fw) <z} =f"((—o0,z]) messbarist.

Analoges gilt fr die Mengetif > z}, {f < 2} und{f > =z} (nicht aber fur{ f = z}!).

b) Alle 7; : R¥ — R,z — z; (i =1,...,k) sind messbar, da
m; (=00, 2]) = R*™! x (=00, 2] x R¥" = U ((=n,n)"" ! x (—=n, 2] x (—n,n]*") € B
n=1

c) Betrachte nurf : @ — R*¥ und M = {(—x0,z] : € R*}. Beachte, dass sich jedés b] € Z*
darstellen lasst als

k
(—@, b] \ (U(—@, (bl, ey bi—la Qs , bi+1, ey bk)]> .

i=1

Also istZ* C o(M) und dahe3* = o(Z*) = o(M). Schreibef als(fi, ..., fx), jedesf; : Q —
R. Firz € R* ist dann

-

{we: flw)<zlt=[ fwe: filw) <z;}.

i=1

Daher istf messbar, falls all¢; messbar sind. (Die Umkehrung folgt aus T&il b und dem nachst
Satz, daf; = m; 0 f.)

d) Ahnlich zeigt man, dasg : 2 — R* genau dann messbar ist, falls afle: 2 — R messbar sind.

4.6 Satz
Seien(Q2, A), (', A"), (", A”) messbare Raum@&; : Q@ — Q', Ty : Q' — Q" messbar. Dann is
TooTy : Q — Q" messbar.

~

Beweis: (TyoTy) '(A") =T, (T, 'A") C T ' A C A. O

4.7 Satz
Jedes stetigé : R¥ — R™ ist messbar.

Beweis: Wegen Beispidl4i5c) reicht es, den Fal= 1 zu betrachten. Dann gilt:
f stetig= {f < z} offenfirallexr € R = {f < 2} € B*furallez € R,

und die Messbarkeit voR folgt aus SatiZ14. a
Im Folgenden wollen wir auch m-wertigen Funktionen rechnen. Daher vereinbaren wir fiodtge
Regeln fir das Rechnen mitoo:

0:-(£00) =0, z:(+00)=+ocofUrz >0, +oo+00=+00, (+0)-(+00)=40c0, U.S.W.

Verboten wird natirlicht-oo — oo!

4.8 Satz
Sei (2, A) ein messbarer Raum. Summen, Produkte, Maxima und Minimécéndeler messbare
Funktionen vorf) nachR oderR sind messbar.

=
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Beweis: Seienfi,..., fn, : @ — R messbar. Dann ist’ := (f1,..., fn) : & — R™ messbar, und
wegen SatE 417 udd 3.6 igto F fir jedes stetige : R* — R messbar. Wahle nun figt

n n
n n
g(z) = E i, H,Ti, max x;, minx; .
‘ i=1 i=1
=1 =1

Der Beweis fUiR-wertige f; verlauft ahnlich.

4.9 Satz B
Seifi, f2,... eine Folge messbar&-wertiger Funktionen auf2, A).

a) Die FunktioneBup,, f,, inf,, f,, imsup,,_, ., fn» undliminf, . f, sind messbar.

b) E = {w: lim, . fn(w) existiertinR} € A undlg -lim,_. f, ist messbar.

Beweis:

a)

{supfn §a:} :ﬂ{fnga:}eA furallez e R,
{inffnzcv} zﬂ{fnZ:v} €A furallez eR,

n—oo

limsup f, = inf sup fx, liminf f,, = sup inf fj
N g>n n— oo n k>n

b) {lim,ﬁm fn existiert inR} € A, da die Menge folgendermaf3en geschrieben werden kann:

{Hminffn = +oo} U {limsupfn = —oo}

n—oo

U ({liminf fn > —oo} N {limsup fn < —|—oo} N {limsupfn — liminf f, < 0}) .

n—oo n—oo
Dannistlg - lim, o fn, = 1g - limsup,,_, ., frn Messbar.
Messbare Funktionen lassen sich dutdmentarfunktionemonoton approximieren:

4.10 Definition Sei (2, .A) ein messbarer Raunf. : Q@ — R hei3t A-Elementarfunktionfalls f =
i a;la, fir gewissey; > 0 und paarweise disjunkté; € A.

4.11 Satz
Sei(Q2, A) ein messbarer Raum urfd Q@ — [0, +oc] messbar.

a) Es gibt eine Folge voA-Elementarfunktionetf,, derart, dasg,, /" f.

b) Es gibt eine Folge messbarer Menggnundc,, > 0 derart, dasg = > " | o la,,.
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Beweis:
a) Wahle
£) k27 falls k2™ < f(w) < (k+1)27", 0 < k < n2",
nlW) =
n fallsn < f(w) < 400
n2"—1
= Y k27" Lgancraranz—ry F 10 Ly -
k=0

b) Furjedesiist f,,+1— f» eine endliche Linearkombination von IndikatorfunktionBa f,,+1 — f, >
0, zeigt man leicht, dass alle Koeffizienten nichtnegatidsiflso istf = f1 + > -~ (fn41 — fn)
eine Darstellung der gesuchten Form.

m|
Malie lassen sich durch messbare Abbildungen transpartiere

4.12 Satz
Seien 2, A), (¥, A") messbare Raume,: Q) — Q' messbar, und sgiein MaB3 aufs, A). Definiere

poT t: A" —1[0,+00] durch poT ' (A")=u(T 4.

Dann isty o T~ ein Mal3 aufA’ (das_Bildmafvon i unterT). Es ist ein Wahrscheinlichkeitsm
genau dann, wen eines ist.

an

Beweis: Elementar, dd ') = 0 undT ' (lJ,_ A,) =, T A,. ]



Kapitel 5

Zufallsvariablen, Unabhangigkeit

In diesem Abschnitt sef(2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Die Mengeh € A heien auch
Ereignisse Oft kann man nicht alle Ereignisse beobachten, sonderrsoleche, die sich durch ge-
gebene “Messinstrumente” erfassen lassen. Solche 8iteatiwverden mit Hilfe messbarer Funktionen
modelliert, die wir danrZufallsvariablemennen werden.

5.1 Definition a) Sei(M, M) ein messbarer Raum. Eingé-M-messbare Abbildung : Q@ — M
hei3t eineM -wertige Zufallsvariablelst (M, M) = (R, B) oder= (R, B), so sprechen wir einfach
von einer Zufallsvariablen.

b) Das Wahrscheinlichkeitsmafi := P o X ! auf(M, M) heil3t die Verteilungon X .

c) Ist i ein Wahrscheinlichkeitsmal3 a(R, B), so hei3tF : R — [0,1],z — pu((—o0,x]) die
Verteilungsfunktion vonu. Isty, = Px die Verteilung einer reellwertigen Zufallsvariablen, poisht
man auch von der Verteilungsfunktion vén alsoF (z) = Px((—oo,z]) = P(X < z).

d) Eine Familie( X;);cs heiBtidentisch vertejlfalls P, fir allei die gleiche Verteilung ist.

5.2 Bemerkung Sind F; und F» Verteilungsfunktionen vop; undus undistFy = Fs, SO istu; = .
Das folgt sofort aus dem Eindeutigkeitssatz fiir die Maf$fdrzung (Satz212), denn bezeichiieken
N-stabilen Erzeugef(—oo, z] : z € R} von B, so bedeutef}, = F;, gerade, dasg; |c = uz]c-

5.3 Lemma Ist F' die Verteilungsfunktion eines Wahrscheinlichkeitsmal3eso gilt:
)z<y= F(z) < F(y).

2) limy oo F(z) =0, limy_ 4o F(z) = 1.

3) F ist rechtsseitig stetig, d.tim,|,, F(y) = F(z).

Beweis: Ubung! Benutze die Monotonie und die monotone Stetigkaityo m|

5.4 Satz

Jede FunktiorF’ : R — [0, 1], die die Eigenschaften 1)-3) des vorhergehenden Lemmébt eidt
Verteilungsfunktion einer aufo, 1], B, P = \) definierten ZufallsvariableX (und damit auch eines
Wahrscheinlichkeitsmal3é% aufR).

Beweis: Betrachte die Quantilfunktios : (0,1) — R zu F":
d(u) :=inf{z eR:u< F(x)} .
Esisty / (daF /)undu < F(z) = ¢(u) < x nach Definition. Umgekehrt gilt:

o(u) <r = FJa, |z:u < Flx,) = u < F(z), daF stetig von rechts.
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Also:
pu) <z <= u<F(x).

Definiere nunX (w) = ¢(w) fir w € (0,1) und X(0) = X (1) = 0 (diese Werte kdnnen beliebig
gewahlt werden)X ist also eine Zufallsvariable auf dem Wahrscheinlichkeiisn([0, 1], 5, A). Dann
ist fur jedess € R

Px((—00,a)) =P(X <a)=XMue (0,1): ¢(u) <a}=Mue (0,1):u< F(a)} = F(a)
Beachte, dass mitz wie in Beispie[ZH gilt
Px((a,b]) = Px((—00,b]) = Px((=00,a]) = F(b) — F(a) = Ar((a,]) .

Aus dem Eindeutigkeitssdiz 2112 folgt daRr = A\r.
O

5.5 Beispiel Sei 2 = XN, P das Bernoulli-MaR zum Wahrscheinlichkeitsvektpr);cs. auf . Be-
trachte Zufallsvariablex,, : @ — R, X,,(w) := w,, (Messbarkeit?). Dann igtx, fur allen das durch
den Wahrscheinlichkeitsvekt@p; ),cx auf ¥ gegebene Wahrscheinlichkeitsmalf3.

SeinunX = {0,1}, po = p,p1 = 1 — p. SetzeS,, := >_}'_, X;. Aus der elementaren Stochastik
ist bekannt, das®gs,, die Binomialverteilungmit Parametefn, p) ist,

P(Sw=h) = Ps, (1K) = ()= o

Sei wiederQ) = ¥ und wahle eins € X mit p; > 0. SetzeZ(w) := min{n > 0 : w, = s},
Z(w) = +oo falls kein solchesv,, existiert. Dann istP; die geometrische Verteilungit Parameter
1—ps: P(Z=1)=ps, P(Z=2)= (1 —ps)ps, P(Z =3) = (1 — ps)?ps, - .-

5.6 Bemerkung Viele weitere Beispiele klassischer Verteilungen findehrmdem Textbuch von Ge-
orgii [Georgl|].

5.7 Definition (Unabhangige Familien von Mengensystemen) Eine Familie(&;);cr, & C A (i €
I) mit beliebiger Indexmengeé heil3t unabhéngjdalls fiir jede endliche Teilmengk C I und jede

Wahl vonE; € &; (i € 1) gilt
P(ﬂEi>:HP(Ei)- *)

i€lp i€lp

5.8 Satz (Unabléngige Familien von Mengensystemen)

a) (&;)ier ist unabhéngig genau dann, weldh),c 1, fir jede endliche Teilmengk C I unabhangig
ist.

b) IstI endlich undisf) € &, firallei € I, so ist(&;);c; unabhangig genau dann, wenn (*) figr= 1
gilt.

c) Ist(&;)icr unabhangig und sind alls U {0} N-stabil, so ist aucko (€;).c1) unabhéngig.

Beweis:
a) Klar, da jedes endlichk Teilmenge von sich selbst ist.

b) =: Klar.
—:SeilL CI,E, €& (ielh), E;:=9(i¢I). Dannist

P(ﬂ E) =P <ﬂE> =[[PE) =] PE).

i€l iel el i€l
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¢) 0.B.d.A.T endlich, siehe a). Zu zeigen ist: (*) gilt fur jede Wahl véh € o(&;), i € 1. Sei dazu
io € I, I; =TI\ {io}, 0.B.d.A.I; # . Fur jede Wahl deFE; € &;,4 € I, sind

A|—>P<Aﬂ ﬂEl> und A~ P(A)- HP(Ei)

i€l i€l

endliche MaRe aufQ, A), die auf&;, U {0} und damit auch auf(&;,) Ubereinstimmen (SalzZ112).
Also sindo (&, ), &i(i € I) unabhangig. Durch Induktion iib&y € I folgt die Behauptung.

O

5.9 Definition (von Zufallsvariablen erzeugtes-Algebra)  Ist(X;);c; eine Familie von Zufallsva-

riablen, so heifl3t
o(X;:iel):= ﬂ -7:—0<UX1'13>

FCAo-Algebra iel
X; F-messbax i € I

die vonX; (i € I) erzeugter-Algebra Insbesondere:(X) = X ~11 fir jede ZufallsvariableX .

5.10 Definition (Unabhangigkeit von Zufallsvariablen)
Die Zufallsvariabler{X;);c; sind unabhéngidalls diec-Algebren(o(X;)):c; unabhangig sind.

5.11Ubung Die Ereignissel; € A (i € I) heiRen unabhangig, wenn fir jede endliche Teilmenge
Iy CIgqitP (ﬂid0 EZ-) = [Lics, P(E:). Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen aquivalent sind:
i) (E;)eristunabhangig
i) (c({E:})):er ist unabhangig

i) (1g,)ier ist unabhangig

5.12 Bemerkung Sind (Xz-)iej unabhangigf; : R — R messbar, so sindf;(X;)):c; unabhangig,
denno(f; o X;) = X; 1(f7'B) C X;'B = o(X;).

5.13 Beispiel (Unabkngigkeit des Bernoulli-Prozesses) Seif) = X_I_N, P ein Bernoulli-Maf3 auf?
und X, (w) = w,, fur allen € N. Dann sind di€ X,,),,en unabhangig.bung!)

5.14 Bemerkung (Paarweise Unabiingigkeit impliziert nicht Unabh angigkeit)  Sind in einer Fa-
milie (X;)icr alle Paard X;, X;) miti # j unabhangig, so mussx;);cr nicht unabhangig sein. Das
gilt schon fur eine Famili¢ X7, X5, X3). Beispiel:Das wohl einfachste Beispiel erhalt man, wenn man
die Gleichverteilung® aufQ = {0, 1, 2,3} und die ZufallsvariableX, X2, X3 mit X;(0) = X;(i) =

1 und X;(j) = 0 sonst betrachtet{bung).

5.15 Satz (Unablingigkeit nach “Klumpung”)
Seien die Zufallsvariablef;);c ; unabhangig und seidp (k € K) paarweise disjunkte Teilmengen
vonI. Dann sind dier-Algebren(o(X; : i € Ii,))rex Unabhangig.

Beweis: Firk € K sei
&, = { ﬂ A;: A eo(X;) (i € Iy), A; # Qfurhdchstens endlich vielie} )
i€ly

Da die &y, N-stabil sind und dar(X; : ¢ € I;) = o(&), reicht es wegen Salz}8c) zu zeigen, dass
(&k)kex Unabhangig ist, und wegen Shizth.8a) kdnnen wir annehtassK endlich ist.



Kapitel 5 Zufallsvariablen, Unabhangigkeit 26

SeienE, = ﬂielk Af € &. Da nur endlich vieleéliC von  verschieden sind, kdnnen wir in der
folgenden Rechnung annehmen, dass aucli;dendlich sind.

P(ﬂ Ek>_P<ﬂ ﬂAQ?)_H HP(A?)_HP<(]A§>_HP(Ek)

keK keK i€l keK i€l keK i€l keK



Kapitel 6

Produktr aume, Stochastische Prozesse

In diesem Abschnitt zeigen wir, wie man mehrere (auch uneimdiiele) zufallige Einzelereignisse
(-messungen, -beobachtungen) auf einem einzigen gro3hrstteeinlichkeitsraum modelliert. Unter
dem Blickwinkel der Modellbildung tun wir den ersten Schutm aus (einfachen) Modellen fiir einzel-
ne zufallige Phanomene ein (komplizierteres) Moddlldige gleichzeitige Beschreibung vieler solcher
Phanomene zu konstruieren.

Sei ()t eine Familie von Mengen, wob#i eine beliebige Indexmenge ist. (In vielen Anwen-
dungenistl’ = N, Z, Z%, R oderR? oder eine Teilmenge dieser Mengen.) Sei

X Q ={(wi)ter twr €U VteT} .
teT

Furp # S C T sei die kanonische Projektion

ng X Q — X Q, (wi)ter = (Wi)tes
teT tes

Ist aus dem Zusammenhang klar, um welche Mefgess geht, so schreiben wir auch einfagh statt
m%. Ist.S = {j}, so schreiben witr; stattr;;.

6.1 Definition Sind (£, A,) (t € T') messbare Rdume, so heif3t

(x Q, X At) das Produkt dei€;, A;) ,

teT teT

wobei

X A =0 (U T 1At> die Produkt-Algebraist.

teT teT

(XeT Ay ist also die kleinste-Algebra aufX;cr )y, fir die alle Projektionem, messbar sind.)

6.2 Bemerkungen
a) Istz.B.T = {1,2,3} undQ; = R, A, = Bfirallet € T,soistr, 'As = {Rx A xR: A c B}.

b) DefinitionsgemaR ist jeded : Qr — ; messbar.

c) Beachte:Xier A: # {Xter A: : A: € A, ¥Vt € T}. Ganz allgemein gilt in keiner der beiden
Richtungen Inklusion, aber fiir abzahlbarejilt “ >”.

6.3 Satz
Seien(2, A) und(Q, A) (t € T') messbare Raume. Dann gift: Q — Xier Q0 ist messbar genau
dann, wennry o f : Q — Q, fir allet € T messbatr ist.
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Beweis: “=": m; ist (Xser As)-Ai-messbar, alse; o f A-A;-messbar,
Ce=" N P A) = (mpo f)TRAL C Afrallet € T Also st

) (Y e (o ()

<Uf 1At>§U(A)—A

teT
]
6.4 Korollar () £ S C T = 7% ist(Xeer At)-(Xtes Ai)-messbar.
Beweis: Furallet € Sistny o7k = 7] messbar. a
6.5 Satz
Seien(, A;), t € T, messbare Raumd,, = o(C;) fir allet € T. Dann ist
X A =
game(Yare)
Beweis: “D" klar O
“C" Furjedesj € Tistn;'C; C o (Uyer m; 'Ct), also nach Salz4.4
T A =m0 (C)) = o(m;'C)) (U T ct> .
teT
Es folgt
Aj = 1 e .
Jé(T CT(U7T A) <U7Tt t)
JjeT teT
]

6.6 Definition (Zylindermengen) Seien(§;, A:), t € T, messbare Raume. Wir bezeichnen mit

:Z(At,tET) = U {té(TAtlAtEAt (tES),At:Qt (th)}

SCT
S endlich

die Zylindermengeloder messbaren Rechtetke (A;,t € T).

6.7 Satz
Z = Z(A,t € T) istein Semiring und (2) = Xier A:.

Beweis:
SR1) Setze&s = {tg}, Ay, = 0. DannistX;er Ay = 0.
SR2) SeienXter A¢t), (Xter Bt) € Z. Dann ist

X AN X Bi= X (AinNBy) mitA,NB e A (teT)
teT teT teT

undA; N B, = Q, falls A, = B, = Q, also fur allet bis auf endlich viele.
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SR3) SeienXter At), (Xter Bt) € Z, Xter At) C (Xter B:). Dannist4; C B, furallet € T. Ist
S C T endlichund4; = Q; Vt € S, soistauchB; = Q; Vt € S. Daher ist

XB= W xcr
te’T 16{0,1}5 teT

mitCL =0, (t&€S), CL = A, (t € S,j: =0), C- =B, \ A, (t € S, j. = 1). Es folgt, dass

X B\ X Av= X B\ X Ct(o’m’o)
teT teT teT teT

endliche disjunkte Vereinigung von Mengenahist.

SchlieBlich ist
X A, = ﬂ A, = ﬂ 7, 'Ar € X A; daS endlich ist
tet teT tes tet
alsoo(Z) C Xier At, und die Umkehrung gilt dat‘lAt C ZfuralleteT. O

6.8 Korollar SindT:, T disjunkte Indexmengef);, A;)icr, und(Qy, A;)ier, Familien messbarer

Raume, so ist
<XAt)><<XAt)—< X .At)
teTy teTs teT1UT>

Beweis: Wir haben die folgenden beiden Inklusionen:

Z(At,teTluTQ)gZ( X A, X At> C X A
teTy teTs teThHUTs

Die erste istklar, da jede Mengger, ur, Ar Mit A, € A; als(Xier, Ai) X (Xeer, Ar), d.h. als Element
von Z (Xer, A, Xeer, At ) aufgefasst werden kann. Fir die zweite Inklusion sfien= T; U T»,
QO .= Xser, Q und B € X1, A, beliebig ¢ = 1,2). Dann ist

BW x B@ = (BD x @) n QM x B®) e o (w;f ( X At) Uy, ( X At>) ,

teT teTs

und das ist gerade die zweite Inklusion. Die Behauptung fulm durchUbergang zu den erzeugten
o-Algebren. ]

6.9 Definition (Stochastischer Prozess) Sei (X;).cr eine Familie von Zufallsvariablen auf dem
Wahrscheinlichkeitsrauiff), A, P). Wir nennen X,).ct auch einen stochastischen Prozgster ein-
fach Prozesy insbesondere, werlh = N, Z¢, Z4 | R? oderR< ist.

Bezeichn®T := X,er R undBT := Xy B, und sei¥ : Q — RT definiert durch

(X (w)): = Xe(w) (sodassroX = Xy).

X ist A-BT-messbar wegen S41Zb.3, uRg = P o X~ ist die Verteilung des Prozesses;)cr auf
RT,

6.10 Definition (Stationaritat) Sei(T, +) eine kommutative Halbgruppe.

a) Firty € T bezeichne
Sto . RT — RT, (Stox)t = Tt+tg

die Verschiebung (shiftymt,. (Beachte: Dar; o S;, = w44, flr allet € T, ist Sy, nach SatkE6]3
messbar.)

b) Der Prozes§X;):cr heilt stationgrfalls fiir seine Verteilundy aufR™ gilt: Py o S, L= Py fir
alleto € T.
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6.11 Satz (Charakterisierung der Stationaritt)
SeiT wie vorher. Der ProzessX:).cr ist stationdr genau dann, wenn fiir jede endliche MdéhgeT,
jedesty € T und jede Familié B;):cr ausB gilt:

P(XtEBt VteR):P(Xttho EBtVtER) (*)

Beweis: Seien(B;):cr gegeben. Setz8, = R furt € T \ R und betrachte den ZylindgB =
Xter Bi. Dann ist (*) aquivalent zPy (B) = PX(St‘OlB), d.h. (*) gilt fur alle solchen Mengen genau
dann, wenn die WahrscheinlichkeitsmaRgo St‘ol und P~ auf Z Ubereinstimmen. D& ein Semiring
undo(Z) = BT ist (SatdEY), ist das gleichbedeutend it o St‘ol = Py aus SatgE2.12. a

6.12 Korollar Ist (X;).er unabhangig identisch verteilt, so (St;).cr Stationéar.

Beweis:

P(Xt S Bt Vit e R) = H PXt(Bt) = H PXt+t0(Bt)
teR teR

= P(Xt+t0 e BVt e R)

O

6.13 Bemerkung (Kanonisches Modell eines Prozessesfei wiederT" eine beliebige Indexmenge,
Q) = R”. Betrachte die messbaren Abbildungen: Q — R. Ist . ein WahrscheinlichkeitsmaR auf
(2, BT), so ist(m;)er €in stochastischer Prozess 40f B7, 1) mit Verteilungu auf RT. Ist (T, +)
eine kommutative Halbgruppe, so ist dieser Prozess statigenau dann, werpo S; ' = y firr alle
teT.

Ist nun (X;):cr ein stochastischer Prozess auf einem Wahrscheinlich&eits((, .4, P), so ist
(m¢)ier €in Prozess aufR”, BT, Py), der die gleiche Verteilung wieX;);c7 hat, dennX; = m; o X
(X aus DefinitiolL&0). Er heif3t das kanonische Moél#ll( X, )icr.

6.14 Bemerkung Im folgenden Diagramm ist das Zusammenspiel der verschad@/ahrscheinlich-
keitsraume bei der Definition der Stationaritat einezBsses schematisch dargestellt:

(Q, A, P) 2, (RT,BT,P,) 24 (RT,BT,P,)
Xt\ b /71’0
(R, B, Px,)

6.15 Definition (Ergodischer Prozess) Sei(T,+) eine kommutative Halbgruppe. Ein stationérer
Prozes$X;):cr mit VerteilungPx hei3t ergodischfalls fiir alle A € BT gilt

S;H(A) = Afurallet € T = Px(A) = 0 oderl

6.16 Satz (u.i.v. Prozesse sind ergodisch)

Sei(T,+) eine kommutative Halbgruppe mit der Eigenschaft, dasgefdes endliché? C T ein
t € T existiert, fir dasR + t) N R = (. Ist dann(X,):cr unabhéangig identisch verteilt, so |ist
(Xt)ter ergodisch.

Beweis: Seid € BT, S;'(A) = Afurallet € T. Seie > 0 beliebig. Wegen des Approximationssat-
zed 3B (in Verbindung mit Sdiz6.7) gibt es eine endlicheivéggungA’ von Zylindern ausZ derart,
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dassPx(AAA’) < e. Da(X,), stationar ist (KorollafE6.12), folgt fur allee T

Py (S;lAAsglA’) = Py (S;l(AAA’)) = Py(ANA") < e
Py ((ANS;TA)A(A N S;TTAY) < Py (AAA)) + Py (S;H(AAA')) < 2¢

Da A’ eine endliche Vereinigung von Zylindern ist, gibt es eindliehe Teilmengek C T und ein
B’ € BE derart, dassl’ = (7%) "1 B’. Sei nunt, € T so, das§R + ty) N R = (. Dann ist

Py (A'NS'A) = Py ((nf) ' B' N (1hyy,) ' B)
=P ((Xt)teR € B’ und (Xt)teR+to < B/)

P((Xt)ier € B') - P((Xt)tertt, € B')

=Py (A') Py (S;;'A)

Zusammen folgt

Py (A) — F))((A)2 = Py (A n S;OIA) — Py (A) - Py (S;OIA)
< Py (A'NS'A") — Py (A) - Py (S, A') +4e
=4e

Dae > 0 beliebig war, folgtPy (A) — Px(A)? = 0, d.h. Px(A) = 0 oder1. O

6.17 Beispiel Die mit der gewohnlichen Addition versehenen IndexmerifenZ,Z, , Z¢, R, R, , R¢
erfullen die Voraussetzung des Satzes.

6.18 Bemerkung Die Uberlegungen ifiBlB=6.1.6 bleiben - mit unveranderten Bssve- auch fur Zu-
fallsvariablen mit Werten in anderen messbharen Raume(Ral8) richtig, insbesondere fiik-wertige
X;. Im nachsten Kapitel werden wir ein Beispiel kennen leriais auf einem Proze$s, 1}2—wertiger,
unabhangiger, identisch verteilter ZufallsvariabletfiDie explizite Konstruktion solcher Prozesse lie-
fern wir in einem spateren Kapitel nach.



Beispiel: Perkolation

Das Beispiel, das wir in diesem Abschnitt naher betrachelten, gehort zur gro3en Klasse degr-
kolationsproblemeEine einfache (idealisierte) physikalische Interpietafiir unser Modell ist die fol-
gende: In einem unendlich groRen Netzwerk von Rohrleitangee an Knotenpunkten miteinander
verknupft sind, Ist jedes Teilstiick mit einer gewisserhygaheinlichkeip unabhangig von allen ande-
ren Teilstiicken geoffnet. Wie grol3 ist die Wahrschehiliit, dass es ein unendlich grof3es Teilnetzwerk
gibt, in dem jegliche zwei beliebigen Knoten durch eine ktettpffene Leitung miteinander verbunden
sind? Die Antwort darauf hangt natirlich von der Strukdes Netzes ab, deshalb machen wir einige
spezielle Annahmen.

Wir betrachten den ungerichteten Graplges (Z2, E) mit Kantenmenge

Ez{(i,i+v>: i€ 2% v= ((1)) odery = ((1))} :

Anschaulich ist Z2? mit den waagerechten und senkrechten “Gitterlinien” alat&a. “Ungerichtet”
bedeutet hier, dass Wit, j) mit (7, ¢) identifizieren. Wir werden einige elementare graphenthigzmhe
Begriffshildungen verwenden, ohne an dieser Stelle immazgtrenge Definitionen zu geben.

> Eine Teilmenger C F definiert den Teilgraphe@(E) := (Z2, E) vong.
> Eine Folge(ig, i1, . .. ,i,) ausZ? ist einWegin G(E), falls (iy_1, i) € E furallek =1,...,n.

> Eine Teilmenge/ C Z? heiRtG(E)-zusammenhangenthlls fir beliebigei, j € J ein Weg in

G(F) voni nachj existiert.

Sei(X.).cr unabhangig identisch verteilt auf einem Wahrscheinkgtskaum(€2, A, P,) mit
Py(X.=1)=pundP,(X.=0)=1—pfureinp € [0,1].
Mit E(w) bezeichnen wir dieuiillige Menge
B(w) = {e€ E: X.(w) = 1}

und mit.Jy(w) die G(E(w))-Zusammenhangskomponente vihdie 0 € Z? enthalt. (/o(w) kann also
die Menge sein, die nur den Nullpunkt enthalt.) Die folgemdeilmengen vof sind messbar:

Up :={w € 2 : Jp(w) ist unendlich
U := {w € Q : Es gibt eine unendlichg(E(w))-Zusammenhangskomponehte

Fur U, folgt das aus

Uo = ﬂ U U {w:X<ij—17ij)(w):1(j:1a---7k)}7

neN  i€Z2|i|>n  (i0=0,...,ix=1%) Weging

filr U zeigt man das ahnlichpung!).
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6.19 Satz (Kritischer Perkolationsparameter)
a) Die Abbildungemp — P,(Uy) undp — P,(U) sind monoton wachsend

b) Es gibt eimp. € [%, %) (kritischer Parametgderart, dass

() Ype0,p:): Py(Up) =P,(U)=0
(i) Vp € (pe,1]: P,(Up) >0, P,(U) =1

6.20 Bemerkung (Verhalten am kritischen Parameter)Der genaue Wert des kritischen Parameters
in diesem Modell ist bekannti, = % siehe [G. GrimmettPercolation Theorem 9.11]. Ein Teil des
Beweises - das dortige Lemma 9.12 - liefert dariber hindassP%(UO) = P%(U) = 0 und dass

p — P,(Uy) auf ganz0, 1] stetig ist.

Beweis von Safz619:

a)

b)

Um die Monotonie ip zu zeigen, verschafft man sieenWahrscheinlichkeitsrauiff, .4, P), auf
dem die ProzessgX.).ck fur alle p € [0, 1] in spezieller Weise darstellbar sind. Dieser Raum ist
so zu wahlen, dass es auf ihm einen unabhangigen idenestdilten Prozes&Z, ). ¢ gibt, wobei

P, fur alle e das Lebesgue-MaR alff, 1] ist. (Die explizite Konstruktion eines solchen Prozesses
erfolgt in einem spateren Kapitel.) Ist dieser Prozes®heg, so definieren wir fur jedesden
Prozes§ XP?).cp durch

XP(w) =1wennZ,(w) < pund X?(w) = 0 sonst.
(XP)ecr ist unabhangig, d&Z. ).c r unabhangig ist, und

P(X?=1)=P(Z.<p)=p, P(X?=0)=P(Z >p)=1-p.

Der Prozes$X?).c g hat unterP also die gleiche Verteilung wie der urspriingliche ProZé&s .c g
unter P,, und wir konnen mit dieser speziellen Version arbeitenaiiagt auch: Die Prozesse mit
den verschiedenen Parametermvurdengekoppel) Die mit dem Prozes$X?).cp assoziierten
MengenE(w), Jo(w), Up undU bezeichnen wir miE? (w), J§ (w), U undUP. Dann folgt sofort:

p<p = VeVw: XP(w) < XP (w) = EP(w) C B (w) = U(po) - U(po/) )

und daher

’

p<p = P(Uq) =PUf,) < PUG) = Py (Uq)

(0)
Wir kdnnen jetzt wieder mit derf0, 1}—-wertigen ProzessX. ). g auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum (9, A, P,) arbeiten. Datl = Z2 x {(}), (})}, kdnnen wir genau so gut den unabhangigen

{0, 1}2~wertigen Prozesé(X@.ﬂ.Jr((l))> : X<i7i+(?)>)) ez betrachten. Deshalb folgt aus SBiz®.16 die

Ergodizitat des betrachteten Prozesses. AuRerdem kdmin@nnehmen, dass der Prozess in kano-
nischer Version vorliegt (Bemerkufig®113), al3c= {0,1}¥, X. = 7., und P, ist gleichzeitig die
Verteilung des Prozesses.

Die MengenU und U, sind nun Mengen von Konfigurationenc {0, 1}¥, und aus der Definition
von U folgt sofort, das€/ unter allen Translationes$i; des Gitters invariant ist. Also ig8,(U) = 0
oder1 fur alle p. Trivialerweise istPy(U) = 0 und P, (U) = 1. Sei

pe:=inf{p € [0,1]: P,(U) =1} .
Dap — P,(U) monoton wachst, gilt

P,(U)=0furp<p,, P,(U)=1furp>p..
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DaU = ;g2 Si(Uo) ist, folgt P,(Uy) = 0 fur p < p. und P,(Up) > 0 fir p > p.. Es bleibt zu

zeigen, dasg < p. < 23.

“p. > 3": Seip € [0, 1). Zu zeigen istP, (Uy) = 0.

Istw € Uy, dann iStJO(w%] unendlich, so dass es fir alie > 0 einen irreduziblen Wed0 =
10,91, - - -, in) IN Jo(w) gibt.t Insbesondere sind alle sein&anten(i,_1, i) verschieden. (Zunachst
gibt es einen Weg, dessen Endpunkt vomindestens den euklidischen Abstamdhat. Reduziert
man diesen so weit wie moglich, bleibt immer noch ein Weg ¥@um selben Endpunkt, und der
hat mindestens Lange)

Wir betrachten nun zunachst ein beliebiges featd3ann ist

n

Uy C U ﬂ {X<ik—17ik> = 1} )

(0=10,%1,...,in) k=1
irreduzibler Weg ing

so dass

Wl =~

Pp(UO) < Z p" <
(0=40,i1,.yin)

irreduzibler Weg inG

Bp)", (6.1)

da es hochstenis 37~ von 0 ausgehende irreduzible Wege der Lange G gibt. Im Limesn — oo
folgt P,(Up) = 0fallsp < 1.

“pe < 2" Zu zeigen istP,(Q\ Up) < Lfurp = £.
Seiw € Q\ Uy. Dannisty(w) endlich, und es gibt einen geschlossenen irreduziblen Wivelyalen
Graphen z@(E \ E(w)) derJy(w) “umrundet’ Daher

Q\Uo € U U ﬂ {X@'quik) = O}
k=1

neN (40,81 -+ +rin=10)
geschl. irred. Weg g7, der0 “umrundet”

Solche Wege haben Lange> 4. Da jeder dieser Wege die “Halbachsgk + 3,0) : k € N} in

einem Punktk + 1,0) mit 0 < k < 2 beriihrt, gibt es hochsteris- 3" von ihnen. Daher ist

PO\ <SP ognpn = L. 30 -p) ST gy
(2 0)_25' (1-p) —i'm—gi' (1-p)

Dieser Ausdruck strebt gegérfur p — 1, und durch numerische Auswertung stellt man fest, dass
er gleich0.891, also kleiner ald ist furp = %.

O

6.21 Bemerkung (Kopplung) Die im Teil a) des Beweises benutzte Technik, Prozessersieiinglich
auf verschiedenen Wahrscheinlichkeitsraumen definiiedt s.uf einem gemeinsamen Wahrscheinlich-
keitsraum zu redifinieren, so dass

1. die originalen und die redifinierten Prozesse die gleidVerteilungen haben und

2. die redifinierten Prozesse fur “mdoglichst vieletien gleichen Wert (oder zumindest nahe beiein-
ander liegende Werte) annehmen

nennt marKopplung Diese Technik findet vielfache Verwendung.

LEin Weg(io, - . . , in ) heilt reduzibel, falls es méglich ist, eine endliche Arizatiner Kanten so zu entfernen dass ein Weg
vonig nachi, tbrig bleibt.

2Das ist der Graph, dessen Knoten die Purfkte+ %, n+ %), m,n € Z, und dessen Kanten gerade diejenigen nachste-
Nachbar-Verbindungen zwischen diesen Punkten sind, déeekante aus \ E(w) senkrecht “kreuzen”.
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Integral und Erwartungswert

Aufbauend auf dem Mal3- bzw. WahrscheinlichkeitsbeguffrEn wir jetzt die Begriffdntegral bzw.
Erwartungswerein und stellen einige elementare, aber fir die Wahrstibbkeitstheorie zentrale Glei-
chungen und Ungleichungen mit Erwartungswerten bereéthiétid des ganzen Kapitels $8i A, i)
einMaliraum

7.1 Definition (Integral) Seif : © — R messbar. Isf > 0, so ist das Integral vofi (bzgl. 1)

definiert als
[ dn=sup {Z (wigi f(w)) u(An} ,

wobei sich das Supremum Uber alle endlichen messbargtidPeat (A;); von ) (d.h. Partitionen in
A-messbare Mengen) erstreckt.
Fir allgemeing betrachte

fH(w) = max{ f(),0} und f~(w) := max{— f(w),0}
fT undf~ sind messbar (Sdiz%.8), nichtnegativ ynd f+ — f—. Man setzt

/fdu=/f+du—/f’du,

vorausgesetzt, dass nichtf* dy = [ f~du = +oo. In diesem Fall ist[ f dy nicht definiert. Ist
f >0,so0istft = fundf~ = 0, und diese Festlegung ist mit der vorherigen fiir nichttiegg
konsistent.

Wenn es erforderlich ist, schreiben wir aughf (w) du(w) anstatt[ f dp.

7.2 Lemma Seienf, g, f, nichtnegative, messbakewertige Funktionen.

a) Istf =30 aila,, o €[0,+00], A; € A, soistf fdu =31, cip(A;).
Insbesondere isf 1.4 dp = p(A).

b) Aus0 < f < g folgt0 < [ fdu < [ gdp.
c) Aus0 < f, / f folgt0 < [ fudp / [ fdpu.
d) Sinda, 3 € R, a, 3> 0, so gilt

/(af+ﬁg)du=a/fdu+ﬁ/gdu~
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Beweis:

a) Wir nehmen zunachst an, dass;); eine endlichePartition von Q ist. Sei(B;); eine beliebige
endliche messbare Partition von 3; := infuep, f(w). IstA; N B; # 0, so |stﬁj < oy, also

Zﬁyu = " Bim(AinB;) <Y aip(A; N By) = Zam(A

i,j i,j
d.h. [ fdu <Y, a;u(A;). Da(4;); selbst eine endliche messbare Partition ¢bist, folgt auch
die Umkehrung. Den Beweis fur allgemeine endliche Famili¢; ), stellen wir zuriick.

b) folgt sofort aus der Definition des Integrals.
c) Wegen b) gilt
0< [ fudu /s [ fudu< [ fau.

Es bleibt zu zeigenf fdu < sup, f frndu. Sei also(A;), eine endliche messbare Partition n
v; :=inf,ea, f(w). ZuU zeigen ist

szu ) < sup / fodp . (*)

Seil < e < 1. Setzeu; := (1 — €)v; falls v; < oo undu; := ¢! falls v; = co. Betrachtev € A;.

> Istv; =0, soistu; = 0 < f,,(w) fur allen.
> Istv; > 0, soistu; < v; < f(w) = sup,, fo(w), alsou; < f,(w) fur hinreichend groRRe
n > no(w).
Setze nun
Aip={wed;: fo(w) >u} .
Dann strebtd, ,, / A; mit n — oo, so dassu(4;,)  wu(A;) (Satz[ZF). Beachte nun, dass
o= ui-1a,, +>2,0-14,4,,. Wegen b) und dem schon bewiesenen Spezialfall von a) folgt:

/fn dp > Zqu(Am) /! ZUzH(Az) furn — oo,

d.h.

sgp/fnduzzum(fli):(l—d Z vip(Ai) + €' Z

)
v <00 'ul_oo

Die Behauptung (*) folgt nun im Limes — 0.

d) Seien zunachst = >, a;14, undg = Z Bj1p, Elementarfunktionen. Wir kdnnen annehmen,
dass(4;); und (B;); endliche Partitionen smd indem wir beide Familien gegelodalls um eine
Menge erweitern, auf der die jeweilige Funktion den Vestnimmt. Dann ist

af +Bg = (aai+ B5j)1ans,
i,

auch Elementarfunktion, und aus dem schon bewiesenenapézion a) folgt

/ (af + o) du = 3 (aa: + B6; )u(A: 0 By)

4,J

= az (OéiZﬂ(Ai ﬂBj)) +BZ (ﬁj ZM(Ai ﬁBj)>
=ad aml4) + P BinlE;)

—a/fdwrﬁ/gdu
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Beachte, dass diese Rechnung richtig bleibt, falls winf{s den Wert+oo zulassen!

Fur beliebige nichtnegative, messbdte gibt es nach Safz 4111 Folgéfi,),.~o und (g, )n>o0 A-
messbarer Elementarfunktionen i f,,  f und0 < g,, /" g. Daraus folg0 < af,, + Bg.
af + (g, so dass wegen ¢)

/(af+ﬁg)du:Sglp/(afwrﬁgn)du:smrllp (a/fndu+ﬁ/gndu>

:a/fdu—i-ﬁ/gdu.

a') SchlieBlich folgt a) fiir beliebige messbare Mendédn); aus d):

/ <Z aijly, +0- 19\&) dp = Zai / 1a,du= Z aipi(Az)

7.3 Definition (Nullmenge, fast sicher)
a) N € A hei3t Nullmengefalls ,(N) = 0.

b) Eine Eigenschaff(w) die Punkten il zukommen kann, gilt fast sicher (f.sfalls es eine Null-
mengeN gibt, so das€’(w) fiir allew € Q\ N.

7.4 Satz -
Seienf, g : Q@ — R messbarf > 0.

a) flw)=0fs.< [ fdu=0
b) [ fdu < co= f(w) < cof.s.

¢) fw) <gw)fs.= [fdu< [gdu

Beweis:

a) “=" Sei N = {f > 0}, Also u(N) = 0. SetzeN,, := {0 < f < n} C N. Dann gilt
0< f -1y, +n-1nn, / f,S0dass

LemmdZPb) LemmdZPh)
0 < /fdluLemn;m)sup/(len—i—nlN\Nn)d/L < Sup/nlNdM

LemmdZPn)
< supn-p(N) =0

“«=" FurneNseid, = {f > 1} Dannist

LemmdZEb) 1 1
O:/fdu Z /E'IA dp M (A,

" n

alsou(A,) =0.DaA, / {f > 0},istu{f > 0} = sup,, u(4,) = 0 (Satd2Z¥), als¢f (w) = 0
f.s.

b) Esistfurallen € N

47Pn LemmdZEb)
neplf =n} )/n'l{fzn}du < /fdu<oo,

alsop{f = oo} < p{f >n} — 0mitn — oo, d.h.f < cof.s.
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c) SeiN = {f > g}, alsou(N) = 0. Es folgt
Teil a) und LemmiZIAb) LemmdZEb)
/fduLemm:m)/fJNdu+/f-1zvcdu < /g~1chu =g
f
=0f.s.

O

7.5 Definition (Integrierbarkeit)  Eine messbare Funktiof: Q — R heif3t integrierbaoder ge-
naueru-integrierbar), falls

/f*du<oo und /f*du<oo.

Aquivalent dazu ist die Forderung| f| du < oo, dal|f| = f* + f~. Seil}, :== {f : [|f|dp < oo}
der Raum dep-integrierbaren Funktionen.

7.6Lemma a) |f| <|glundg € L], = f € L,
b) 11(Q) < co undf beschrankt= f € L},
Beweis:

a) [|fldp < [lg]dp < oo wegen LemmBZI2b).
b) Sei|f| < M. Dann ist

LemmdZPb)
/ fldp < / M dp N () < oo

]
7.7 Satz (Monotonie Linearitt und Positivitat des Integrals)
Seienf,g € L.
a)f<gfs= [fdu< [gdu
b) Fir allec, 3 € R istof + B9 € L, und

/(af+ﬁg)du=a/fdu+ﬁ/gdu *
¢) |[ fdu| < [|fldu (Insbesonderef > 0= [ fdu > 0)

Beweis:

a) Furf, g > 0 benutze Satz_7tc). Fur beliebigeg beachte, dass ayfs< ¢ f.s. folgt: f+ < ¢* f.s.
undg~— < f~ f.s., also

/f*du§/9+du und /g—dus/f—du,

und daherf fdu < [ gdp.

b) Dalaf + Bl < |al - || + 15| - lgl, folgt aus Lemm&ZI2b) urid d), dassf + Bg) € L. Um (*)
zu zeigen, beweisen wir folgende drei Aussagen:
) J(f+g)du= [fdu+ [gdu
i) [afdp=of fdufira>0
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i)y [ (—f)dp=— [ fdp.
i) Es gilt
(f+9)" —(f+9) =f+g=f"—f"+g" -9,
also
(f+o)"+f +g =(+9 +[ +g".
Diese Funktionen sing 0, so dass nach Lemriall2d)

/(f+9)+du+/f_du+/g_du=/(f+g)‘du+/f+du+/g+du,

/(f+g)du=/(f+g)+du—/(f+g)‘dﬂ
:/f+dﬂ—/f_du+/g+du—/g_du
z/fdu—i-/gdu.

i) Seia > 0. Da(af)* = af*,ist

Jaran=[artan- [arau=a [srau-a [ di=a [ rau
Jenau= [ntan- [enma= [ au- [ rran=- [ 7o

¢) Daf <|flund—f < |fl,ist[ fdu < [|fldpund— [ fdu= [(—f)dp < [|f]dpnachTeil a)
und b).

also

ii)

O

7.8 Bemerkung Das Integral eine€-wertigen Funktion wird folgendermaf3en definigit: 2 — C ist
messbar, fall®t f und S f messbar sindf ist integrierbar, fallsR f und S f integrierbar sind. Fur ein

solches integrierbareissei
/fdu ::/?Rfdu—!—i/%fdu.

Dann gelten Safz_4¥b) uml c) analog, wobei auch die Koeffiziex und 3 komplex sein konnen.

7.9 Definition Fiirl < p < oo sei
Lh = {f 10— R|f messbar,/|f|pdu < oo}

7.10 Bemerkung Ist u(2) < oo, so istLh C L‘,ﬁ' falls p’ < p. Zum Beweis vergleiche Bemer-

kungIO.P.

7.11 Bemerkung Folgende Beobachtung ist oft niitzlich: (5K f : 2 — R messbar, so ist
Soulrzry< [Fausd ulf>n),
k=1 k=0

dennfirn < f(w) < n+ 1 gilt

Zl{fzk}(w) =n<fw<n+l= Z sy (W),
k=1 k=0

und falls f(w) = n + 1 kann man das erstedurchn + 1 ersetzen.
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7.12 Definition Ist f : Q — R integrierbar oder 0 und istA € A, so ist

/Afdu::/u-fdu.

7.13 Bemerkung (Riemann- und Lebesgue-Integral)st f : [a,b] — R Riemann-integrierbar, so ist
f auch integrierbar bzgl. der Einschrankung des Lebesga®e¥ aufa, b], und die beiden Integrale
stimmen Uberein, d.h.

b
R- dr = dh .
/a Sar=[ g

Der Beweis ist nicht schwierig. Da in dieser Vorlesung dasnf&inn-Integral aber nur eine unterge-
ordnete Rolle spielt, warten wir einfach, bis er als dirskterollar aus Satz 8.8 (Konvergenzsatz von
Lebesgue) folgt.

Nun wenden wir den Integralbegriff auf Zufallsvariablen 8ei dahe(?, A, P) ein Wahrscheinlich-
keitsraum.

7.14 Definition (Erwartungswert, Varianz, Momente) SeiX eine Zufallsvariable.
a) E[X]:= [ X dP hei3t der Erwartungswevbn X . Wir schreiben auct X .
b) IstX € L% oderX" > 0, so ist dag-te MomentE[X"| von X wohldefiniert(r = 1,2,3,...).

c) SeiX € L},.V(X) := E[(X — EX)?] heif3t die Varianzon X, o(X ) := \/V (X) die Streuung

7.15 Lemma FirX € £} gilt:

a) V(X) = E[X?] - (EX)?,

b) V(X)=0«<= X = EX f.s.<= X = const f.s.,
c) V(X)<oo<= X €L

d) SeiX € L%. Dann ist
V(X) < E[(X —a)?] firalleacR

mit Gleichheit genau dann, wean= EX .

Beweis:

a)

V(X)+ (2E|X|)? = B[(X — EX)* +2|X|- E|X|] = E[X? -2X - EX +2|X|- E|X| +(EX)?]
N——
<oo >0

= E[X?] -2EX EX +2E|X|E|X|+ (EX)*> = E[X? — (EX)* + 2(E|X|)*.
b) Folgt aus Satz_7.4.

c) Folgt aus Teil a).

d)
fla) = E[(X —a)’] = E[X* —2aEX +a®> = (a — EX)* + V(X).

f hat ein eindeutiges Minimum bei= EX und f(EX) = V(X).
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7.16 Satz (Markov- und Chebyshev-Ungleichung)

daher auch (Chebyshev-Ungleichung)

Sei X eine Zufallsvariables > 0. Dann istP(|X| > ¢) < e ! E|X| (Markov-Ungleichung) un

P(|X|>¢€) < e ?E[X?]

N

Beweis:

P(X|> ) < / VX dy <
{|X|>€}

7.17 Definition FurX,Y € £% hei3tCov(X,Y) := F
undY . X undY heiBen unkorrelierfalls Cov(X,Y) =

/6—1|X| dp= e 'E|X]|

[(X — EX)(Y — EY)] die Kovarianzvon X

0.

7.18 Satz

SeienX;,Y; € L% (i=1,...,m; j=1,...,n) unda;,bj,c,d € R. Dann ist

Cov i a; X; +c, i bjY; +d| = i i a;b; Cov(X,;,Y;)
i=1 j=1

i=1 j=1

Beweis:

NE

Cov (i a; X; + ¢, i b;Y; + d) =F [
i=1 j=1 j

K2

Il
-

.MS
WE

@
Il
A
<.
I
-

-
NE

N
Il
-

<.
Il
-

7.19 Korollar SeienX, X;,Y € £2%. Dann gilt
a)

Vv (271: Xi) = 2”: V(Xi)

Insbesondere: Sind di¥; paarweise unkorreliert, so Bt} | X;) = > | V(X;).

b)

Cov(X — EX,Y — EY) = Cov(X,Y) unddaher Cov(X,Y) = E[XY]— EX - EY.

E[a;bj(X; — EX;)(Y; — EY;)]

aibj Cov (Xl, }/j)

+ E COU(Xi, X])
ij=1
i#j

Insbesondere: Sin¥,Y unkorreliert, so isE[XY] = EX - EY.
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7.20 Satz
SeienX;, ..., X, € L} unabhangig. Dann i§f;_, X; € £} und

E]] Xi] =[] Ex: *)
=1 =1
Beweis: IstX; = 14, (¢ = 1,...,n), so gilt (*) wegen der Unabhangigkeit. Da beide Seiten von
(*) multilinear in X4, ..., X, sind, gilt (*) auch fur endliche Linearkombinationen vardlkatorfunk-

tionen, und aus SafzZ]11 zusammen mit Lerfimia 7.2c) folgs, @péir nichtnegativeX; € £}, gilt.
Aufgrund der Zerlegund(; = X;" — X, folgt (*) dann durch nochmalige Ausnutzung der Multilinea-
ritat auch fur beliebigeX; € £L. (Dieses Beweisschema wird ber[Ganssler-Stute] augetahische
Induktion” genannt.) Einen davon unabhangigen Beweialegh wir spater als Korollar zum Satz von
Fubini. a

7.21 Korollar SindX; € £, unabhangigi € I), so sind sie paarweise unkorreliert.

7.22 Satz (Integration mit transformierten Mal3en)
Seien(Q2, A), (¥, A’') messbare R&um@&; : Q@ — Q' messbar, und sgi ein Maf3 auf(Q, A). Ist
f: Q' — R messbar und ist nichtnegativ odef o T & E}L, so gilt

[ et [ fauer). ()
Q Q

(Ist . = P ein Wahrscheinlichkeitsmal3 uid= X eineS) -wertige Zufallsvarable, so schreibt sich
das alsEp(f(X)] = [ fdPx.)

Insbesondere giltim Faft = Q': Istppo T = p, soist[ foT du = [ fdu.

Beweis: (**) gilt nach Definition vony o T~ falls f = 14. Wie oben folgt die Behauptung durch
“algebraische Induktion”. ]

7.23 Bemerkung Achtung:SatdZ.2P stellt keine Integraltransformationsformeéiiewie man sie aus
der Analysis kennt. Dazu musste auf der rechten Seite dasportierte Mafy o 7-! auf Q' durch
ein dort vorgegebenes MalR mal einer “Jacobischen Determinante” ersetzt werden. ae @in viel
tiefer liegendes Ergebnis.
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Konvergenzstze

In diesem Kapitel s€iQ2, A, ;1) wieder ein MaRraum. Im Zentrum unset#iserlegungen steht die Frage,
unter welchen Voraussetzungen Grenzwertbildung von Ratgessbarer Funktionen und Integration in
der Reihenfolge vertauscht werden kdnnen. Dabei werdesthiedene Konvergenzbegriffe untersucht,
und mit dem Borel-Cantelli Lemma und dem schwachen Gesetgrd@en Zahl zwei einfache, aber
fur die Wahrscheinlichkeitstheorie wichtige Aussagewiesen.

8.1 Satz (Monotone Konvergenz)
Seienf, f,, : @ — R messbar.

a) Aus0 < f,, / ffs.folgt| f.du 7 [ fdpu.
b) Sind dief, >0, 50 gilt [ S°°° | fudp =Y, [ fudp.

c) Sind dief,, € L},, gilt f, /" f £.s.undistup,, [ fndu < oo, soistf € L, und[ fndu / [ f dp.
(Diese Aussage heif3t au8atz von Beppo Levj

Beweis:
a) Das ist gerade Lemrhali2 c).
b) Dasfolgtausa), da< " | [ fodu= D" fadp /[ D00 fndp.
¢) i <fo=0<fo—f1 ./ f— fi,und aus Teil a) folgt
/(f—fl)du=SUP/(fn—fl)du=sur>/fndu—/f1du < o0 *)
da das Supremum endlich ist ufid e £,. Daherf — f1 € £, und daf, € L}, istauchf € L.
Esfolgt [(f — f1)dp = [ fdu — [ fi1 dpund schlieBlich mit (*) auchup,, [ f, du = [ f dp.
O
8.2 Bemerkung In SatA8ic) sowie in vielen anderen KonvergenzausasgsesiKapitels kann man

auf die Voraussetzung, dagsnessbar ist, verzichten, fallf, A4, ) vollstandig ist, denn dann folgt die
Messbarkeit vory aus der fast sicheren Konvergenz vhngegeny.

8.3 Korollar (Maf3e mit Dichten) Ist0 < f messbar, so wird durah(A) := fA f du ein Maf3 auf
(22, A) definiert.v ist endlich genau dann, werfne L', undv ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 genau
dann, wenn( f du = 1. Schreibweises = f - ;1 oderv = fyp.
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Beweis: Wir zeigen dies-Additivitat, der Rest ist trivial: Seienl;, A, - - - € A paarweise disjunkt.
Mit f,, := 1,4, f folgt aus SatE8I1b)

v <H—J An> :/andH:ZV(An)
n=1 n=1

n=1
Wir fuhren folgende Bezeichnung ein:

limsup Ay == [ |J 4x = {w: w € Ay fir unendlich vielek}

n—oo n=1k=n

8.4 Korollar (Borel-CantelliLemma) Seiend, € A, >".° ; u(A,) < co. Dann ist

I (limsupAn) = lim p <U Ak> =0,

n—o00
k=n

d.h.{n e N:w e A,} istfur u-fast allew endlich.

Beweis: Aus SatZ8IIb) folgt fuyf := > ", 14, dass[ fdu=> 7", u(A,) < oo, sodasy < co
f.s. nach Satz /[Ab). Das ist gleichbedeutendemifi{n e N: w € 4,} < oo f.s. O

8.5 Bemerkung Sind die Ereignisel,, unabhangig, so gilt auch folgende “Umkehrung”Ysf"_, 1(A,,) =
00, so sty (limsup,,_,., An) =1, d.h.{n e N: w € A, } ist fur u-fast allew unendlich.

8.6 Beispiel Sei (X,,),, eine Folge integrierbarer, identisch verteilter Zufaisablen auf(Q2, A4, P).
Dann istlim, .. n~1X,, = 0f.s., denn

o0 1 o0
{n'X, /—0} = U lim sup {n1|Xn| > 3} = U lim sup {j| X,,| > n}

und fir jedeg ist P(limsup,,_, . {j|X»| > n}) = 0, da nach BemerkurigZ111

> Pl > 1) = Y PUIX > ) <5 [ 1] 4P < oc.
n=1 n=1

8.7 Satz (Lemma von Fatou)
Seierd < f,, : Q@ — R messbar. Dann ist

/hm inf f,, dp < lim inf/fn du .

Beweis: Seigy := inf, > fn (punktweise!), so dags< g, " liminf f,,. Wegen der Monotonie des
Integrals istf g, du < [ fndpfirallen >k, also [ g, du < inf,,>) [ f» du. Aus dem Satz von der
monotonen Konvergenz folgt nun

/lim inf f,, du = sup/g;C du < sup 1I;fk / frndp =lim inf/fn du
n— o0 k L n> n—00
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8.8 Satz (Majorisierte Konvergenz, auch Konvergenzsatz volLebesgue)
Seienf, f,,g : @ — R messbar|f,| < g f.s. undg € L},. Existiertf = lim, . f. f.5., S0 s
fecL und

lim /|f—fn|du:0, insbesondere/fdu: lim /fndu.

Beweis: Da|f,| < gfs., istauchf| = lim, . |fs| < g fs., alsof € £, wegen der Monotonie
des Integrals. Séi,, := |f — f,|. Dann gilt

0<hy <|fl+|fu] <29, also 0<2g—h, <2¢ furallen

undh,, — 0f.s., so dass aus dem Lemma von Fatou folgt

n—oo

:/ngu—limsup/hndug/QQdu,

alsolimsup,,_, [ h, du = 0. Daher

‘/fdu—/fndu‘ Sa%m/|f—fn|du=/hndu—>o.

8.9 Korollar Ist () < oo und ist(f,,), eine Folge gleichméBig beschrankter messbarer Furgttion
die fast sicher gegen eine messbare FunktiGonvergiert, so isf € KL undliim,, oo [ |f = fnldu =
0.

/2g dp = /1iminf(2g — hy)dp < liminf/(2g — hy)du

O

Beweis: Wahleg = M := sup,, sup,, f»(w) im Satz von der majorisierten Konvergenz. m]

8.10 Korollar SeienA; C A, C A3 C --- C Q messbarA = Uff:l A, undf € E}L. Dann ist

lim fdu:/fdu.
Ay A

Beweis: Wahlef, := f14, undg := |f|, und beriicksichtige, dags_fdu = [ f1a, dp. O
8.11 Korollar (Riemann- und Lebesgue-Integral, siehe aucBem.[ZI3) Istf : [a,b] — R Riemann-

integrierbar, so isf auch integrierbar bzgl. der Einschrankung des LebesgaBe¥ aufa, b], und die
beiden Integrale stimmen liberein, d.h.

R-/abf(:c) dz = /W)] FdX.

Beweis: Zu Riemann-integrierbarerfigibt es Treppenfunktionen (Unter- und Oberfunktionen<
ug <+ < f <o <wg < g auffa, b], so dass

/[a,b] Un dA = /ab un(x)dz / R-/ab flz)dz

/[a,b] vn A = /: vn(z) dz N\, R-/abf(x) .
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Seius, = Sup,, Un, Voo = inf, v,. DaNN istus, < f < v UNd dajuy|, |v,| < max{|ui|, |v1]} <
oo, folgt aus KorollalZ8.B, das;t"[%b] Uoo AN = f[a,b] Voo AN = R—fff(x) dz. Daus < s, folgt
Uso = Voo A-f.S., @lSO auchf = us A-f.s. f stimmt alsoA-f.s. mit einer beschrankten messbaren
Funktion Giberein, und ist damit selbst Lebesgue-inteaie(Vollstadnigkeit des Lebesgue-Malies!).
Insbesondere ist dann augf[l;b] fdx= f[a,b] Uoo AN = Rflf f(z)dz. O

8.12 Satz (Differentiation parameterabl&ngiger Integrale)
SeiG C R offen, f : G x Q — R sei so, dass — f(t,w) fur jedest € G p-integrierbar und
t— f(t,w) fir jedesw € Q differenzierbar ist. Gibt es eii € L], derart, das$l f(t,w)| < ¥(w)
fir alle (t,w) € G x Q, so existierts: [ f(t,w) du(w) fiir jedest € G und es ist

& [0 du) = [ £00)duw).

(Entsprechendes gilt auch fGrwertigef.)

Beweis: Sei(h,), eine Nullfolge reeller Zahlerh,, # 0 fur alle n. Bezeichne

gtw) = S (0], galtiw) i= o -+ how) = F(00))

Zu zeigen ist

lim - (/f ot b)) [ Fltw) dute ) = Jim [ gu(tw)dute) £ [ g(t.0)duw)
fur allet. Nach Voraussetzung ilin,, . g (t,.) = g(¢,.) fur allet und|g,| < ¥ (Mittelwertsatz der
Differentialrechnung). Daher folgt die Behauptung aus B28. O

Im Rest dieses Kapitels beschranken wir uns auf den Faliotred Mal3e (im Hinblick auf unsere
Hauptanwendung, die Wahrscheinlichkeitstheorie). Ztks, die Voraussetzungen von daid 8.8 und
Korollar[89 abzuschwachen. Analoge Ergebnisse fiileallgine MaR3e findet man bEITBauer-MR1].

8.13 Definition Seiu ein endliches MaR auf), A). Eine FamilieF messbareR-wertiger Funktionen
auf() heil3t gleichgradig integrierbatalls es zu jedem > 0 eina > 0 gibt, fiir das

sup/<|f|—a>+du<e.

feF

8.14 Bemerkung Sei 7 = {f} mit f € £,,. Dann istF gleichgradig integrierbar, derth < (|f| —
n)t < |f] undlim, o (|f] — n)" = 0 auf {|f| < oo}, d.h. f.s., so dass aus dem Satz von der
majorisierten Konvergenz foldim,, . [(|f| —n)" du = 0.
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8.15 Satz
Sei . ein endlichesMaf3 auf(Q2,.A) und F eine Familie messbar@&-wertiger Funktionen auf).
Aquivalent sind die folgenden Aussagen:

i) F ist gleichgradig integrierbar.

ii) Furallee > 0 gibt es eim > 0 derart, dass
Sup/ |fldp < €.
fer J{|fI>a}

i) supper [ |fldp=: C < oo und

Ve>030 >0VA e A: p(ld) <é = sup/|f|du<e.
feFJa

Beweis: Schema: iii}—= ii) = i) = iii).
i) = i) Zue > 0wahled > 0 wie iniii). Dann ist fir jedes: > % und fur jedesf € F wegen der
Markov-Ungleichung

1 c
pllfl > ar <5 [Irdn< <5,

alsosup s » f{lf\>a} |fldp < e.
i) = i) Beachtedas§f|—a)" <|f|-1{f|>a}-

) = iii) Seie > 0. Wahlea = a(5) wieini), d := 5. Dannistfurf € FundA € A

€
[1staus (1=t du [ adu<§+ana).
A A A
Fur A = Q folgt daraus

SUP/IfIdu§5+a-u(Q)<oo7
feF 2

und firu(A) < é erhalt man
€

€
sup/|f|du§——|— =€.
rerJa 22

8.16 Lemma Seiyp ein endliches MaB auf, A).

a) F gleichgradig integrierbae=> {|f| : f € F} gleichgradig integrierbar

b) F gleichgradig integrierbaf > 0 —> {ZZV: Jaifi:NeN fie F, 5N | < S } gleichgra-
dig integrierbar

¢) F1, F2 gleichgradig integrierbar=- F1 U F» gleichgradig integrierbar

d) FC E}L endlich— F gleichgradig integrierbar

Beweis:

a) trivial.
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b) Seie > 0 und seienC' undé = §() wie in SatZ8.Tbili) zuF gewahlt. Dann ist furd € A mit
u(A) < 8, fur f; € Fundey mit N | |a;| < S

[1asldns S lail- [Ildn<cos <o,
€
[ 1wtz Sl [ 1fldi< Sl § <.
c) Zue > 0 seiend; (fur F;) und dy (fur F) wie in Satz[BBI1i) gewahlt. Benutze nun :=
min{61,62} > 0 flr 7, U Fe.

d) folgt aus Bemerkunig 814 und Aussage c).

Nun beweisen wir die angekiindigte Verscharfung von Karff9.

8.17 Satz (Konvergenzsatz fur gleichgradig integrierbag Funktionen) B
Sei . ein endlichesMal3 auf(2, A), (fn)n>1 eine gleichgradig integrierbare Folge messbéte
wertiger Funktionen auf. Ist f : Q — R messbar und = lim,, ., f, f.S., SO istf € CL und

lim ’/fndu—/fdu’= i, [ 1fo— fldu=0.

=

Beweis: Esistf € L1, da

Lemma von Fatou Sat{B 1Bl
/|f|d,u:/liminf|fn|d,u < lim inf |fn|d,u§sup/|fn|d,u 2 )oo.

Setzeh,, = |f — fn|. Wegen LemmRB16 it ),, gleichgradig integrierbar, so dassai+ 0 eina > 0

existiert mit
sup/ hndp < €.
n {hn>a}

Daher:

/|f—fn|du=/hndu=/ hndu+/hn-1{hnga}du<e+/hn-1{hnga}du.
{hn>a}

Da|hy, - 1ip, <o} < aundlhy, - 1, <oy < hn = |f — fu] — 0f.s., folgt aus KorollaE 819
lim hn 1{hn§a} d,uzO,
also
lim /|f — fnldu < e flrbeliebiges > 0.

a
Wir diskutieren nun drei Konvergenzbegriffe fir messtanektionen im Fall endlicher Male. Fur
den allgemeinen Fall siehe [Bauer-\VgR0].
Seienf,,, f messbar®-wertige Funktionen auf(, A), 1 ein endliches Maf3 aufl.

> Fast sichere Konvergenz f = lim, . f» p-f.S. genau dann, wenn

Va>0: p ({limsup|f — fx| > a}) =u <limsup{|f — fx| > a})
k—oo k—o0

= lim p | (J{f =l >a} | =0

k>n
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> Stochastische Konvergenz f,, 7 f (n — o0) genau dann, wenn
Va>0: lim p({|f = fof > a}) =0

> L,-Konvergenz limy, .o [ |f — fuldp =0
8.18 Lemma Seienf,,, f messbar®-wertige Funktionen auf, A), . ein endliches Mal3 auA.
) fn = fpts.=fo—f
b) [ 1fu—fldn—0= fo— f
c) Fur jeden der drei Konvergenzbegriffe gilt: Gght— f, so folgt

fn—9 = [f=g pfs

Beweis:

a) Folgt direkt aus obigen Charakterisierungen der Koresezhegriffe.
b) Folgt aus der Markov-Ungleichund|f, — f| > o} <a™'- [ |fn — f|dp.

c) “=" Wegen Teil a) und b) ist das nur fur die stochastische Kogeez zu zeigen: Fix > 0 und
n € Nist o o
MIf =gl > ap < llf = fal > 53+ 1dlfo =9l > 51— 0,

alsop{|f — g| > a} = 0 und daher

> 1 - 1

u{f#g}=u<U{|f—g|>;}>§ Mlf—gl>=-1=0
=1 =1

“<=" st u{f # g} = 0, so werden die definierenden Ausdriicke fir die drei Kogeeebegriffe

beimUbergang vory zu g oder umgekehrt nur ayf-Nullmengen geandert, d.h. ihre Werte andern
sich nicht.

8.19 Satz

Seienf,,, f wie vorher. Giltf, — f, so gibt es eine Teilfolgéf.,, )i von (f,)n, die u-f.s. gegenf
I

konvergiert.

Beweis: Fur allek > 0 gibt es einn;, € N mit u{|fn, — f| > %} < 2-%. Die n;, kbnnen so
gewahlt werden, dass; < ns < n3 < .... Aus dem Borel-Cantelli Lemnia$.4 folgaird{k € N :
| fan(w) = f(w)| > 2} < oo fur p-fast allew und dahetimy .o fr, = f p-f.s. i

8.20 Satz

Seienf,, f messbar®-wertige Funktionen auf?, A), . ein endliches Mal3 aud. Folgende Aussa-
gen sind aquivalent:

i) limy, o0 [ |fn — fldp=0undf € L,

i) fn — fund(f,), ist gleichgradig integrierbar.
y7
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Beweis: “i) = i) f., — f folgt aus Lemm4BABb). Sei nun> 0. Wahlea; > 0 so, dass
I
J(fl —a1)t du < & (vergl. Bemerkun§814), und, = no(e) € N derart, dass

/llfnl Il dp < /Ifn ~fldp< S farallen > o,

Es folgt

/(Ifnl C )t du < /<|f| ) dut / Ufal = 1fll dp < 2e firallen > o

Da die endliche Famili f1,. .., f.,} gleichgradig integrierbar ist (siehe Lemina$.16), gibt ies e
az > 0 derart, dass[(|f;| — a2)tdu < efuri = 1,...,n9. Fira = max{a1,a2} folgt daher
suppso [ (Ifu] —a)" du < e

“iy = i) Sei (fn,)r>0 €ine beliebige Teilfolge vorif,),>o. Wegen SatE 819 gibt es eine Teil-
folge (.fnk(i))i>0 von (fn, k>0 Mit lim; o fowwy = f wfs. Aus Sat4 8.7 folgtf < L}L und
lim; oo [|fn,, — fldp = 0. Also hat jede Teilfolge der Folge/ |f. — f|du)n>0o eine Teilfolge,
die gegero konvergiert, so dass die Folge selbst auch gégemmvergiert. m|

Wir fassen die Beziehungen zwischen den verschiedenergfgenzbegriffen bei endlichem Maf3
zusammen:

fur Teilfolgen

fn_’fﬂ'f-s' > f|fn_f|d:u—>0
A falls (f,.)» gleichgradig int’bar A

far Teilfolgé'n___ falls{f,.). gleichgradig int’bar

Jn— f
n

8.21 Bemerkung (Schwaches Gesetz der groRen ZateienX, Xs, - - - € L% unkorreliertund/ :=
sup,, V(X,,) < oo. Dann konvergiert

1 > (Xi—EX;) =0,
n “ P
denn aus der Chebyshev-Ungleichlingl’.16 folgt:

171
(52)( EX;)

i=1

n

>a>ga—2v< Zn:X EX) —21ZV 2Mn ',
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Der Ergodensatz -
ein starkes Gesetz der grol3en Zahl fur
stationare Prozesse

Sei (X;)ter ein stationarer Prozess auf einem Wahrscheinlichkeitsr@, A, P), wobei wir uns in
diesem Abschnitt aul’ = Z oderT = Z¢ einschranken. Wie in Definition 8.9 s& : & — R7,
(Xw); = X¢(w), und es bezeichnBy die Verteilung des Prozesses &if. Zur ErinnerungX; =
7o X.

In dieser Situation gilt

9.1 Satz (Birkhoffscher Ergodensatz fir statiorire Prozesse)
SeiN, :={teT: |t <n(i=1,...,d)}. IstX; € L}, so existiert

_ 1
X = lim T Z X,
e | n| teN,

P-f.s. und inL}, und fiir die Zufallsvariablé gilt:
a) E|X| < E|Xi1| < o

b) Ist(X;):er ergodisch, so isK = EX konstantP-f.s. Insbesondere gilt das fiir unabhangige igen-
tisch verteilteX;.

Im Spezialfalll’ = Z_ erhalten wir (nach Verschiebung des Index Um

9.2 Korollar (Starkes Gesetz der groRen Zahl fur u.i.v. Preesse) Sind X1, X»,--- € L} un-
abhangig identisch verteilt, so i$tn,, ... > | X; = EXy P-f.s.undinL}.

Wir werden SatE 811 nur fur den F&ll = Z. beweisen. Dann folgt er aus (und ist in der Tat aquivalent
zu)
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9.3 Satz (Birkhoffscher Ergodensatz fir maRRerhaltende Tansformationen)
Sei(X, F, 1) ein Wahrscheinlichkeitsrauri, : X — X messbar und maerhaltefttih. o T—! =
1). Seif € L},. Dann existiert

_ 1 & "
fla) = Jim_— ;f(T z)
p-f.s. undinCl, und es gilt:

a) [|fldu < [|f]du < oo, alsof € L1,
b) Ist(T, i) ergodischd.h. istu(A) = 0 oderl falls T=*(A) = A), soistf = [ fdu p-f.s.

SatzAT furT = Z, folgt daraus wenn matX, F,u) = (RT, BT, Py), T = S;und f = 7
betrachtet, d&; = m; 0 X = (mg o T%) o X.

Die Identifikation der Grenzwert& bzw. f im nicht-ergodischen Fall wird am Ende von Kapifdl 19
nachgeliefert.

Beweis: Wir beweisen den Satz hier nur fiir ergodis¢ftie,). Der allgemeine Fall wird erst in Kapi-
tel[I9 behandelt.
Seienc := [ fduundS, f := Y }—s f o T* (n > 0). Wir werden zeigen, dass

1
F:=limsup —S,f <c p-fs.
n

n—oo

Durch Anwendung des glelchen Arguments auf die Funktigifolgt dannlim sup,,_, }LSn(—f) <
—c p-f.s., d.hliminf, . 2 =Snf > ¢ p-f.s. Beide Ungleichungen zusammen ergeben schlieRleh di
Behauptungim,, ... 5, f =c p-fs.

Fure > 0 seieng. := f — ¢ — e undG, := limsup,,_, %Sngg. DannistF = G, + ¢+ ¢, und es
reicht zu zeigen, dags{G. > 0} = 0 fur jedese > 0, denn daraus folgt{F' > ¢ + ¢} = 0 fir jedes
€ > 0, so dass

w{F >c} = u(U{F>c+ }><Z/‘{F>C+ }=0,

k=1 =

alsoF < c u-f.s.
Nun zum Beweis vom{G. > 0} = 0: Beachte zunachst, da&s o T = G.:

n+1 1 1
GeoT =1i coTF =1 . kb~ g | =0G..
o 1:3;5;1)}3 ;g ) nnsup <n+1Zg +1g>

Also ist {G. > 0} eineT-invariante Menge, und aus der Annahme der Ergodizitat(amn.) folgt
u{Ge > 0} = 0 oderl.
Annahmeks gibt eine > 0 mit u{G, > 0} = 1.
Seig := g, und furn > 0 seiM,, := max{0, S1g,...,S,9}. Dannist0 < M; < My < M3 < ...,
und daSkg(Tz) = Sk+19(x) — g(z) furalle &k > 0, folgt fur x € {M,, > 0} Hopfs Maximalunglei-
chung
M, (z) — M, (Tz) = max{0, S1g(x), ..., Sphg(x)} — max{0, S19(Tx), ..., Sng(Tx)}
= max{S19(z),...,Sng(x)} — max{Sig(z), S29(2), ..., Snt19(2)} + g(x)
<g(x).

Da M,, > 0 fur allen, folgt daraus

/gl{Mn>0}d,u2/ Mndu—/ MnonMZ/Mndu—/Mnonu:O.
{M,,>0} {M,>0}
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Nun ist abe{ M,, > 0} ,/ Uo—,{Sng > 0} 2 {G. > 0}, so dass aus Korolla&r8J10 zum Satz von der
majorisierten Konvergenz und aus der Annahmé&'. > 0} = 1 folgt

/gdu:/ gdp = lim gdp >0
{G>0} n—oo JIM, >0}

im Widerspruch zuf gdp = [ fdu — ¢ — e = —e < 0. Also ist die Anahme falsch, und wir haben
u{G. > 0} =0 fur jedese > 0.
m|

9.4 Beispiel (Gibl3e subkritischer Perkolationskomponenten)Sei(X.).c r unabhangig und Bernoulli-
verteilt mit P(X. = 1) = p, P(X. = 0) = 1 — p, wobeiE = Z? x {(;), (}) }. Wir betrachten das
kanonische Modell voiiX.).c g, d.h. wir betrachteX, = . : {0,1}* — {0,1}. Es seip < p. = %

ein subkritischer Perkolationsparameter, siehe[Saiz 6il9 € Z? betrachten wir die Zufallsvariablen

Y:(w) := Méchtigkeit der Zusammenhangskomponehter) vonG(E(w)), diet enthalt.
Zur ErinnerungE(w) = {e € F : X.(w) = w. = 1}. Dann istY; = Y o S¢, so dasgY;);cz2 €in

stationarer, ergodischer Prozess i3b@ing!). Im Beweis zu SafzZ G119 hatten wir in Abschatzng)(6
gesehen, dass

L W~

P(Radius vonJy(w) umO0 grof3er als:) < —(3p)™ .

Es folgt: P(Yo > k) < (3p)V*/™ und daheBY, < S50, P(Yo > k) < oo (BemerkungZ11). Wir
kdnnen daher den Ergodensatz anwenden und z.B. schlie3en

Z Y, = EY, fs.
teA,

I 1
m ——

Beachte dabei, dass dié nicht unabhangig sind: Wahlt man zwei beliebige Gitterpunktend ¢’
und weifld man, dask;(w) sehr groB ist (was sehr unwahrscheinlich ist), so ist diaufaedingte
Wahrscheinlichkeit, dag$ zu J;(w) gehdrt recht grof3, und da dadp(w) = J;(w), erwartet man nach
Kenntnis vonY; (w) ein untypisch groRes; (w).
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Minkowski, H older und Jensen

In diesem Kapitel stellen wir eine Reihe der wichtigsten léi@dnungen der Analysis zur Verfugung.
Insbesondere zeigen wir, dass die sogenanbtefikaume Banach-Raume sind.
Sei(9, A, 1) ein MaRraump, ¢ > 1, % + % = 1. Fir messbarg : Q — R sei

1/p
1= ([ 171 )

Zur Erinnerung: Dannisth = {f : Q — R mit || f]|, < oo}

10.1 Satz (Minkowski- und Holder-Ungleichung)
a) LV, ist ein Vektorraum.

b) |||l ist eine Semi-Norm autt,, d.h. furf, g € L7, unda € R gilt

D f +gllp < [1£1lp + llgll, (Minkowski-Ungleichung

2) lleefllp = lal - 11l
3) [Ifllp =0<= f=0p-fs.

c) feLlh,gel]= (fg) € E}L, Ifglls < Ifllp - llgllq (HOIder-Ungleichungy

Beweis:

b2)

1/p 1/p
sl = [lasan) " =lal- ( [15an) " =l 11,

Ifl,=0 < /|f|pdu:0 e |fP=0fs. « f=0fs.

b3)

c) Ist||f]|, = 0 oder||g|l; =0, soistf = 0f.s. oderg = 0 f.s., alsofg = 0 f.s. und dahef| fg|; = 0.
Seien nurj|f||, > 0 und||g||; > 0. Fur beliebige:, b > 0 gilt

ab — e (Ploga)+4(qlogd) leploga + leqlogb —

p q p q

aP b
_+_

)

dax — e” konvexist. Ista = 0 oderb = 0, so gilt diese Ungleichung ebenfalls. Also

@I gl 1 f@)IP 1 gl
Ifll, lglle ~— 2 [IfIPde  q [lgl7du
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Integriert man beide Seiten dieser Ungleichungdpitso folgt

d 1 1
Jlfgldp 11
1fllp-llglla — P g
also die Behauptung.

a) hoerlh O
i) Da [lafll, = |af - [|fllp, ist mit f auchaf in L5,
iii) Seienf,g € Lf. Da

[f+ 9" < (If1 + 19D < (2 max{[f], |g[})" = 2" max{|f[",|g["} < 2" (IfI" +1g]") ,

(10.1)
ist
/|f+9|p§2p (/|f|pdu+/|g|pdu) <00,
alsof +g € LF.
bl) Seienf,g € Lf,. Esgilt
J15+alauz [+ lgbr du. )

und die Ungleichung folgt sofort fiir = 1. Sei nunp > 1. Dann ist
Jast+1gbrdn= [ 171051+ lobe " du+ [ 1ol Q71+ gD d
Hélder-Ungl. (p—1) 1/q (p—1) 1/q
=t ([ labe e an) ol (fas1+ 000 ma)

Da aus% + = = 1folgt, dasgp + ¢ = pq, ist (p — 1)q = p, und wir erhalten

1/q
/ (71 + 19D i < (1F 1 + lglln) ( / (171 + lg)” du) ,

woraus wegef| + |g| € L7, folgt

1/p
(fast+1aban) ™ <51+ gl

Mit (*) folgt daraus die behauptete Ungleichung.

10.2 Bemerkungen
a) Furp=¢=2erhaltman|fg|l1 < | fllzllgllz (Cauchy/Schwarz-Ungleichupg

b) Istu(2) =1undl <p <r,sogiltfarf e L],

/P Holder-Ungl. 1/ L.
1= (1 van) = g ) = ([ ) =1l

10.3 Bemerkung Sei

8=

Ly ={f:Q—=R|3IM >0sodassf| < M p-fs} .

Farf e L7 sei
[flloo :=inf {M >0:[f| <M p-fs} .

Dann gelten fip = oo undgq = 1 die gleichen Aussagen wie in S&Z10Ub(ng!).
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10.4 Bemerkung Sei F C L‘,}L undsup s || fl|» =: C < oo fur einr > 1. Dann ist¥ gleichgradig
integrierbar, denn flra > 0 und f € F gilt

/{fl } 1d <0770 /{|f } [fI"dp <a= D0 -0 fura — oc.
fi>a ca

10.5 Satz (Vollsndigkeit von £F)
Seil < p < oo, fr € LL, und sellimy, oo SUP,, >, || fn — fmll, = 0. Dann existiert einf € L},
derart, dasim,, . || fn — f|lp = 0.

Beweis: Der Beweis fiirp = oo bleibt zur Ubung tiberlassen. Hier s¢i < p < co. Wahle eine
Teilfolge (frn, )& VON (fn)n Mit || fr, ., = frpllp < 2~k Wir wollen zeigen, dasg := limy_., fn, fast
sicher existiert. Sei dazy, := >_;"; | fax,1 — [n,|- Dann folgt aus der Minkowski-Ungleichung, dass

lgmllp <> 27F < 1.
k=1

AuBerdem streby,,, /' g :=> 7, [fnpi: — [l @lso auchy?, ~ g? und daher

/g”du = Sup/gﬁ dp = sup |lgmlly <1,
m m

alsog? € L1, so dasg < oo p-f.s. Inshesondere existiert

k=1

so dass
1£llp < M fnal + gll, < N fnillp + gl < o0,

alsof € LF,. Aus dem Lemma von Fatou folgt schlieB3lich

I =51 = [ Vo= P du= [imint|£, = £, d
< 1iminf/ [fn = fo, [P di < sup || fn — fillh = €n
m— o0 m>n
unde,, — 0 nach Voraussetzung. O

10.6 Bemerkung (P-Raume) Seill die Menge de|.||,-Aquivalenzklassen vog?t (f ~ g, falls
I f —gllp, =0, d.h.fallsf = g u-f.s.). Aus dem vorhergehenden Satz folgt, dés®in Banach-Raum
ist. Im Fallp = 2 ist es sogar eiflilbert-Raummit Skalarprodukt f, g) = | fg du. Das Skalarprodukt

ist wohldefiniert, daf | fg| du < || f|l2]|gll2 < oo, und offensichtlich ist| f||> = (f, 1)z,

Schon im Beweis der Holder-Ungleichung spielte die Koitéxonz — e* eine entscheidende Rolle.
Ist u ein Wahrscheinlichkeitsmal3, so lasst sich eine viel alligi@aere Ungleichung fir Integrale konve-
xer Funktionen beweisen.

10.7 Definition (Konvexitat) Seil C R ein Intervall.y : I — R ist konvex falls
¢ (ta+ (1 —1t)b) < te(a) + (1 —t)p(b) firallea,be I undt € [0,1].

¢ ist strikt konvex falls diese Ungleichung fiir # b undt € (0, 1) strikt ist.
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10.8 Bemerkung ¢ : I — R ist konvex genau dann, wenn

pv) — olu) _ pw) — o) _ o(w) —¢v)

furalleuw < v <winI. *

(Setzeu = a, w = b, v = ta + (1 — t)b; dann einfach&lbung.) Insbesondere ist jedes konvexstetig
im Inneren von/, also auch messbar, und fur allec I existiert

o (x) == limM = lim w

vlx vV—x n—00

(Monotonie!).
Mit ¢ ist auchp* messbar, und wegen (*) ist

WS@*((E)SW furalleu <z <winlI. (**)

Ist ¢ strikt konvex, so sind alle Ungleichungen in (*) und (**)igt

10.9 Satz (Jensen’sche Ungleichung)
Seil C R ein Intervall (nicht notwendig endlich!jS2, A, P) ein WahrscheinlichkeitsraunX eine
integrierbareZufallsvariable mit Werten i f.s., und seip : I — R konvex. Dann ist

¢(EX) < Elp(X)] .

Ist  strikt konvex, so gilt Gleichheit genau dann, wexXin= E X f.s.

Beweis: Wegen (**) gilt furx,y € T

" (x) - (y — =) + p(z) < (y)

mit strikter Ungleichung falls> strikt konvex unde # y ist. DaX (w) € I f.s., istauchEX € I. Ist
EX ein Endpunktvord, z.B. EX = min I, soistX > EX f.s. und daheX = EX f.s., inshesondere

E[p(X)] = p(EX). AndernfallsistEX € ; und es folgt mit = EX undy = X
P (EX) - (X — EX) +¢(EX) < p(X) fs. (%)

Nimmt man auf beiden Seiten dieser Ungleichung den Erwgswert, so folgt wegeR[X — EX] =0
die Behauptung. Isp strikt konvex undX nicht fast sicher konstant, so herrscht mit positiver Wahr-
scheinlichkeit strikte Ungleichung in (***). ]

10.10 Bemerkung (Jensenimpliziert kblder) Die Holder-Ungleichung kann direkt aus der Jensen-

Ungleichung gefolgert werden: Seig¢ne L%, g € Lf,. Setze

7= () o= ()

Dann ist fdu = J gdp = 1. Insbesondere ig® := f 11 ein WahrscheinlichkeitsmaR (Korol&rB.3).

Es folgt
i s () o)
o= [ Patan= [ 7 i) = F

dal +1 = 1. (Beachte auch, dass der Quotiéht.s. wohldefiniert ist!) Da: — 29 konvex aufl0, co)

ist,ﬁ‘olgt aus der Jensen’schen Ungleichung
|f9] ! a1\
AoV ([ (2)]) <o [2) - [
( 1191l (P 7 i

also die Holder-Ungleichung.

Q

e




Kapitel 11

Ubergangskerne und Produktmafe —
zwel Faktoren

Das Produkt zweier Mal3e ist aus der Analysis bekannt. Sa.giltfur dasm- und das:-dimensionale
LebesguemaR™ x \™ = \™*"_Mit solchen Produkten lassen sich in der Wahrscheinliithikeorie
gemeinsame Verteilungen unabhangiger Zufallsvariakbsstruieren. Zur Beschreibung der gemein-
samen Verteilung abhangiger Zufallsvariablen bendtigh aber eine flexiblere Konstruktion, eine Art
Schiefprodukt von Mal3en. Die dazu notige Theorie wird eséim Kapitel bereit gestellt.

11.1 BeispieleWir bereiten die allgemeine Begriffsbildung mit zwei Ba&lpn vor.

a) SeiX eine endliche oder abzahlbare Menge, interpretiert alsgdenoglicher Zustande eines “Sy-
stems”.Ubgergange zwischen den Zustanden sind mit gewissensaladinlichkeiten moglich: Be-
findet sich das System im Zustandso gehe es mit Wahrscheinlichkgits in den Zustand’ tber.
Das heif3t, fur jedes € Y ist (pss ) s ex €in Wahrscheinlichkeitsvektor. Dié x X-Matrix (pss)ss
in der also jede Zeile ein Wahrscheinlichkeitsvektor steine sogenanniarkov-Matrix

Sei (74)sex €in weiterer Wahrscheinlichkeitsvektor. Wird das SystamZZeitpunktt = 0 mit
Wahrscheinlichkeitr, in den Zustands, € ¥ versetzt und wird dann einmal ein Folgezustand
s1 € ¥ gemaf obigem Mechanismus gewahlt, so ergibt sich fuiPdas(s, s;) die Wahrschein-
lichkeit q(s,,s,) 1= s, Psos, - Dadurch wird ein Wahrscheinlichkeitsm@Rauf 2 als “Produkt” der
Startverteilungr und der Markov-MatrixP definiert.

Vom Zustands; kann man nach der gleichen Regel in einen witeren Zustaritbhergehen. Die
Wahrscheinlichkeit, dabei die Abfolga,, s1, s2) zu beobachten, ist dann, ps, s, ps, s,- Man mo-
delliert damit eine Situation, in der man sich bei der Enggghing fiir s, nur vom momentanen
Zustands, leiten lasst, nicht aber vom vergangenen Zustand

b) Hier ist eine Variante des vorherigen Beispiels mit kouigrlichem Zustandsraum: S8i= R/Z
das “Einheitsintervall moduld” und f : T — R eine differenzierbare Funktion (hier als ""Potential”
auf I interpretiert). SeiX, eine Zufallsvariable mit Werten ifi. Ausgehend vom Zustansly zur
Zeitt = 0 geht das System nun zufallig in einen ZustaXid zur Zeitt = 1 Uber, dann mit der

gleichen Regel nacK; u.s.w. Dabei soll die Art des Zufalls vom Potential abhange

~

X’n+1:Xﬂ_h'f/(Xn)+€n+1 (n:071727>

Dabei isth > 0 eine fest gewahlte Konstante (typischerweise sallkéein sein), und di€;, &, . . .
sind unabhangige Zufallsvariablen. Dann gilt fur diedbegte Verteilung vonX,, . ; gegebeny,, =

xT .

P(Xn+1 6A|‘Xn :SC) :P§n+1(A_x+h'f/(I))'

Wieder beeinflussen die vergangenen Zustakgle . . , X,,_1 nicht die zufallige Wahl vonX,, 1,
solangeX,, = x bekannt ist. Die gemeinsame Verteilung v&p und X sollte sich dann wie im
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vorherigen Beispiel als “Produkt” der Verteilumgy, auf T mit dem “Markovkern”K (z, A) :=
Pe, (A —x —h- f'(z)) schreiben lassen.

Ziel dieses Kapitels ist es, diese Idee in sehr allgemeioenizu prazisieren.

11.2 Definition (Ubergangskern, stochastischer Kern, Markov-Kern)  Seien(Q;, A;), i = 1,2,
messbare Raume. Eine AbbilduRAg: Q; x Ay — [0,+00) heiBtUbergangskermon (21, A1) nach
(Q2, A2), falls gilt:

) A— K(w1,A) ist ein endliches Maf3 aif),, As) fir jedesv; € 4, und
i) w1 — K(w1, A) ist A;-B-messbar fir jedeg € As.

Istjeded( (w1, .) ein Wahrscheinlichkeitsmal3, so Istein stochastischer Kender auch Markov-Kern
Integration bzgl. eines Maf3és(w:,.) wird als [ f(w2) K (w1, dws) geschrieben.

11.3 Beispielea) (Markov-Matrizen mith dchstens abahlbarem Zustandsraum) In Beispie[ITln
ist
K(wi, A) = Z Qu1,j
JjEA
ein Markov-Kern von ¥, A) nach(X, A), A = P(X).
b) In Beispie[IIIb isK ein Markov-Kern vonT, B(T)) nach(T, B(T)).

c) p ist ein endliches Maf auf2s, A;) und K (wy, A) := p(A) fur allew; € Qy. Ist  ein Wahr-
scheinlichkeitsmal3, so interpretiert man das folgendBemaDie Verteilung vor, (“das Wissen
Uberwsy”) wird durch Informationen Gibep; nicht beeinflusst.

d) SeiT : Q1 — Qg messbarK (w1, A) := 07w, (A) = 1p-14(w1). In diesem Fall hangt, determi-
nistischvonw; ab, denn nutwy, = Tw, hat positive Wahrscheinlichkeit.

11.4 Bemerkung Es reicht, ii) der Definition fur alle MengeA aus einenm-stabilen Erzeugef von
Ao mit Q5 € C zu fordern, denn

D:={A€ Ay :w; — K(wy,A) ist A;-B-messbayr
ist ein Dynkin-System@bung!) undC C D, alsoD = A, nach SatET15.

11.5Lemma Seid € A; x Ay, f: Q1 x Qs — R A, x Ay-messbar. Dann sind fiir alle, € Q1
Wy € QQ

Ay, = {w2 € Qo : (01,w2) € A} € Ay,

A@z = {wl €0 (wl,djg,) S A} e Ay,

fo,: Q9 = R, wo > f(&1,w2) Ag-messbar, und

fon i = R, wy = f(w1,02) Aj-messbar.
Beweis: Fur @, definierei : Qs — Q durchi(ws) = (01,w2). Dam o4 = @; = const und
my0i = Idg, messbar sind, istnach SatE6]31,-4; x A;-messbar, so dask;, =i~ '(4) € A, und
fo, = f oi As-B-messbar ist. Analog fil;, und fz,. a

11.6 Lemma SeiK ein Ubergangskern voff),, A;) nach(Qa, Az) und seif : Q; x Qy — [0, +00]
Ay x Az-messbar. Dann igt: Q1 — [0, +0o0],

g(w1) 2=/f(w1aw2)K(w17dw2)

wohldefiniert undA-messbar.



Kapitel 11  Ubergangskerne und ProduktmalRe — zwei Faktoren 60

Beweis: Dag(wi) = [ fu,(w2) K (w1, dws), ist g(w) fur jedesw; € Q1 wohldefiniert (siehe auch
LemmdIIb. Wir zeigen die Messbarkeit vgn

SeiD := {A € A x Ay : gist messbar fuf = 14}. Beachte, dasg(w1) = K (w1, (4)., ) falls
f=1a. FirA; € A;ist A; x Ay € D,denndannisy(wi) = 14,(w1) - K (w1, A2) messbar. Also
enthaltD einenn-stabilen Erzeuger vod; x A, siehe Satz6l7. AuRerdem Btein Dynkin-System:

D1) f = lg,xq, = g(w1) = K (w1, Q) ist messbar.

D2) A,B €D, AC B= g(w1) = K(w1,(B\ A)w,) = K(w1, (Bu, \ (A)w,) = K(w1, (B)oy) =
K (w1, (A)w, ) ist messbar. (Hier wird die Endlichkeit der MaRdw;, .) benotigt!)

D3) A, € D (n > 1) paarweise disjunkt= g(w1) = K(wi, (H,, An)w,) = K(w1,1,,(An)w,) =
> K(wi, (An)w, ) ist messbar.

Also istD = A; x A, (Sat41Ib), so dagsfir alle f = 14 mit A € A; x Ay messbar ist.

Da die Abbildungf — g linear ist, folgt, dasg fur Elementarfunktionefi messbar ist. Sind schliel3-
lich f,, Elementarfunktionen mit < f,, " f, so folgt aus dem Satz von der monotonen Konvergenz,
dassg,(w1) / g(wq) fur jedes festes; € Q;, woraus wieder die Messbarkeit vgriolgt. O

11.7 Satz (Existenz von Produktmaf3en miUbergangskernen)
Seiu ein endliches Mafl3 auf;,.A,) und seiK ein Ubergangskern voff,, A1) nach(Qs, As).
Dann wird durch

(ux K)(A) = [

Q1

(/ 1A(W17w2)K(Wladw2)) dp(wr)
Qo
ein MaB3 aufA, x A definiert., x K ist durch die Festlegung

(/LXK)(Al XAQ)Z N K(wl,Ag)d,u(wl)

fur A; € A; eindeutig bestimmt. Igt ein Wahrscheinlichkeitsmal3 und Iststochastisch, so igtx K
ein Wahrscheinlichkeitsmal3.

Beweis: Wegen Lemm&IIl6 angewandt guf= 14 istu x K : A3 x Ay — [0, +oo] wohldefiniert
undp x K (@) = 0. Seien nud,, € A; x A, paarweise disjunkin > 1), so dass fur festes; € Oy

auch die MengefiA,,).,, n > 1, paarweise disjunkt sind. Wegen Lemimal1.5 sind(dig).,, € A2,

und wegen der MaReigenschaft di#isergangskerns ist

K <w1, <L+J An> ) =K <w1, | (An)wl> =Y K(wi, (An)wy) -

n n>1

Daher folgt aus dem Satz von der monotonen Konvergenz

(ux K) (L—ij An) :/Q K(wl, <+ An> ) dp(wr)

n>1 1
= 3 (0 x K)(An)

Aus dem Eindeutigkeitssalz 2112 und aus $aft 6.7 folgt, dass K) durch seine Werte auf
Z(A1, As) eindeutig bestimmt ist, da x K auf Z(A;, A2) o-endlich ist: Seid,, := {w1 € O :
K(w1,92) < n}.Dannsinddied,, € A;, alsoA, x Qs € Z(A1, A2), U, An xQ2 = Q2 xQy, daalle
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K (w1,.) endliche Mal3e sind, und es {gtx K)(A, xQ3) = fAn K (w1, Q) dp(wr) < n-p(Ay) < oo
fur allen. '
Ist 1 ein Wahrscheinlichkeitsmal und ikt stochastisch, so ist

(/L X K)(Ql X QQ) = o K(wl,Qg)du(wl) =1 s

also isty x K ein Wahrscheinlichkeitsmal3. ]

11.8 Satz (Satz von Fubini firUbergangskerne) B
Seienu, K undy x K wie in SatZI1)7. Sef : Q; x Q3 — R Ay x Ay-messbar. Isf > 0 oder isl
feL,, k sogilt

/lesb fdlpx K) = /521 < 0, f(wlvw2)K(w1,dw2)) dp(wr) . *)

Beweis: Furf =14 mit A € A; x A, ist das die Definition vom x K. Fur allgemeinef > 0
wendet man algebraische Induktion an. fis¢ Etha f=f"—f",sogilt ) fur ff und f~. Da
[T 7 € L., istdie linke Seite von (*) fuy* endlich, so dass audfy, fZ; (wa) K (w1, dws) fir -
f.a.w; € O endlich ist (SatE7I4b). Daher iﬁl;22 fur (w2) K (w1, dws) fur u-f.a.w; € ©; wohldefiniert
und endlich, und (*) furf folgt aus der Linearitat des Integrals. |

11.9 Korollar IstA € A; x As eineu x K-Nullmenge, so isK (w1, (A),,) = 0 fir p-f.a.w; € Q4.

Beweis: (*)fur f = 14 und Satf7Ha. O

Im Fall von ProduktmaRen (d.f (w1, .) = v(.)) gelten die SatZe 11.7 ud 1l .8 auch ohne die Endlich-
keitsannahme an die Mafgeund K (w1, .). Zum Beweis bendtigen wir die folgende Charakterisierung
c-endlicher Mal3e:

11.10 Lemma (Charakterisierungo-endlicher Ma3e)  Ein Maf3u auf dem messbaren Rayfm, A)
ist o-endlich genau dann, wenn es eine strikt positive Funkfion KL gibt. Ein solches kann be-
schrankt gewahlt werden.

Beweis: Seip o-endlich. Es gibt alsad,, € A mit 4,,  Qund0 < p(A,) < oco. Setzef :=
S0 (2™ pu(Ay)) "t 14, Dannistf(w) > Ofurallew € Qund [ fdp=>7",27" =1 < oo, also
f€LLundf < maxy p(Ay) " 30, 27" = pu(Ar) L,

Ist umgekehrif € £/, strikt positiv, so setzel,, := {f > 1}. Daf(w) > 0furallew € €, gilt
A, /' Q,undesisu(A,) < jA n-fdu<n- [ fdu<oofirallen > 0. m|

11.11 Satz (Existenz von Produktmalf3en)
Seienu, undv o-endliche Ma3e auf2,, A;) bzw. (2, A2). Dann wird durch

pxv(A) = / / 1a(wi,ws) dv(ws) dp(wr)
Ql Qg
eino-endliches Mal3 aufl; x As definiert, das durch die Festlegung
X I/(Al X AQ) = [L(Al) . V(AQ) (Al € Al)

eindeutig bestimmt wird. Sind undv endlich (Wahrscheinlichkeitsmal3e), so ist auchk v endlich
(Wahrscheinlichkeitsmalf3).

Beweis: Fur endlichey undv ist das ein Spezialfall von SdizTIL.7. Sonst gibbes f € £}, und
0 < g€ L (LemmdITI0). Setze := f - u, ¥ := g - v. Dann sindi und 7 endliche MaRe (Korollar
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B3) undh(wy, ws) := f(w1) - g(we) ist A1 x Az-messbar. Also ist x 7 ein endliches Maf3 (Saliz11.8)
und fird € A; x A, ist

/A %d(ﬂ X V)= /Q] </92 1a(wr,ws) g(;) dﬁ(‘*@)) ﬁ dfi(wr)

= /Ql (/Q2 1A(w1,w2)d’/(w2)> dp(wr)

=puxv(A).

Nach Korollaf8B ist daher x v = + - (i x #) ein MaR, und d& > Ound [h- + - (i x 7)) =
i x 7(Q1 x a) < o0, ist dieses Maf&-endlich.

SeiAl :={A € A : pu(A) < oo}, Ay == {A € Ay : v(A) < oo}. Dap undv o-endlich sind,
sind dieA; N-stabile Erzeuger de#;, und es folgt aus Salz®.5, dads:= {4; x Az : A; € A}} ein
N-stabiler Erzeuger vodl; x Aj ist, auf dem das Maf3 x v o-endlich ist. Nach SafzZ112 ist es daher
durch seine Werte aud’ eindeutig bestimmt. ]

11.12 Satz (Satz von Fubini fir Produktmal3e) B
Seieny, undv o-endliche MaBBe aufQ), A1) bzw. (Q9, As), und seif : Q1 x Qo — R Ay x As-

messbar. Isf > 0 oder istf € L}MU, so gilt

/91 X fdlpxv)= /Q1 < 0 flwr,w2) du(wz)) dp(wr)
= [, ([, srenduten)) anter

Beweis: Die erste Gleichheit wird wie im Beweis zu SBfZ11.8 gez¢ije im Fall vonUbergangskernen
vorausgesetzte Endlichkeit venund K (w1, .) wurde dort nicht benutzt!) Fir die zweite Gleichheit be-
achte, dass durch — fsb le 14(w1,ws) du(w) dv(ws) ebenfalls einr-endliches MaR aufl; x As
definiert wird, das fird; x As € Z(A;, A2) mit © x v Ubereinstimmt und daher mit x v identisch

ist (Sat{T1.11). O

*)

11.13 Korollar Seienu, v wie in SatATT N2 und € Ay x As. Istp x v(A) =0, s0istu((A)w,) =0
firv-f.a.ws € Qo undv((A)y, ) =0 fir p-f.a.w; € Q.

Beweis: (*)fur f = 14 und Satf7Ha. O

11.14 Beispiel (Lebesgue-MaR auk?) (2, 4;) = (R,B), u = v = ) (Lebesgue-MaR auR).
A? := X\ x )\ ist das Lebesgue-MaR aiif’. Es ist eindeutig bestimmt durck?((a,b] x (c,d]) =
(b—a) (d-rc).

11.15 Korollar (Integral = “FI &che unter dem Funktionsgraphen”) Sei(f), A) messbarer Raum,
wo-endlich aufA, f : Q — [0, +oc] A-messbar. Sed; := {(w,z) € A xR :0 <z < f(w)}. Dann
ist

[ ran=ux N = [ p(zerana
Q 0

Beweis: Betrachte zunachgt= Z?:l a; - 14, mit paarweise disjunkted; € A. Dann ist

n n

[ Fn=" a4 = A0 ul) - (4s) = S x (s x (0,ul) = (1 x N(Ap).
i=1

i=1 =1
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Zu beliebigem nicht-negativem messbar¢gngibt es Elementarfunktionefi, , f. Dann ist auch
Ay, /" Af,und es folgt

/fdu = Slip/fn duzsgp(u X M) (Ay,) = (1 x M) (Ay)
Fubini [ ' oo [0 2 d\(x
L / H((Ag)) dA(z) = / Wl > o} dA(z)

11.16 Bemerkungen
a) Sindus, ..., u, o-endliche Mal3e auf?, A;), ..., (2, .Ay), so wird durch

1 X X iy = (e (1 X p2) X pag) oo X fin)

eing-endliches MaR aufl; x --- x A, definiert (beachte Koroll&rd.8). Wegen der Festlegung von
ProduktmaRen durch ihre Werte auf Zylindermengen ist dibdrdolge der Klammerung unwe-
sentlich. Der Satz von Fubini bertragt sich anaB®gispiet \” := X x - - - x A\ (Lebesgue-Mal} auf
demR™).

b) Sind in der Situation von Teil d); Wahrscheinlichkeitsdichten a(®;, A;, 11;) (i = 1,...,n) und
isth: Qy x--- xQ, — [0,4+00] definiert durchi(w,...,wy) = hi(w1) - -+ - hp(wy), SO ist
(hap1) X =+ X (hppn) = h - (u1 X -+ X py,), denn beide Mafe stimmen auf Zylindermengen
Ay x -+ x A, Uberein (Beweis fun = 2):

(hipa) x (hapa)(Ar x Ag) = (hap1) (A1) - (hop2)(Az)

:/ 1A1h1d‘u1'/ 1A2h2d,u2
Q] Q2

= /92 </91 1A1(w1)1A2(w2)h1(w1)h2(w2)dﬂl(wl)) dpiz(w2)

= / 14, x4, (w1, w2)h(wi, wa) d(pr X po)(wi,w2)
Q1 X0
= (h-p1 X p2)(Ar x Ag)

Die Verteilungen von Familien unabhangiger Zufallsvialém lassen sich als Produktmal3e charakteri-
sieren:

11.17 Satz (Verteilungen von Familien unab&ingiger Zufallsvariablen sind Produktmalie)
SeienXy, ..., X, Zufallsvariablen aufQ, A, P). Bezeichnet : Q — R",w + (X1 (w), ..., Xn(w))
Dann gilt

Xi1,...,X, unabhéngig <= Py = Px, x---x Px, ,

d.h. die gemeinsame Verteilung d€y ist das Produkt der einzelnen Verteilungen.
In diesem Fall gilt: Istf : R™ — R nicht-negativ oder irtlx, So ist

E[f(levXn)]: ]RnfdPX: Rnfd(PXl X"'XPXn)'

Beweis: X;,..., X, sindunabhangiggenaudann,wennfiralle A;x---xA, € Z(A;,...,Ap)
gilt

i=1 i=1 i=1

Das wiederum ist aquivalent Z8y = Px, X --- x Px, . O
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11.18 Definition (Faltung von WahrscheinlichkeitsmaRen aluR) BezeichnéV die Menge aller Wahr-
scheinlichkeitsmal3e a(iR, B) und seis : R? — R, (z,y) — x +y. Firp,v € W sei

prvi=(uxv)ostew

die Faltung(oder das Faltungsprodykton p. undv.

11.19 Satz (Eigenschaften der Faltung)

a) pxv(A) = [pu(A—x)dv(z) = [v(A—x)du(z) = v* p(A).
b) Istu = fA, so ISt,u x v = hA mlth =[x f(x —y)dv(y). Ist dariiberhinaus = g, so ist
h(z) = fxg(x) = [ f( )dy

¢) SindX undY unabhangige Zufallsvariablen, so Bat+- Y die VerteilungPx .y = Px x Py .

d) x ist eine assoziative und kommutative Verkniipfunglaumit neutralem Elemerd.

Beweis:

a) FurA € B folgt aus dem Satz von Fubini

pxv(A) = (uxv)(s //1A (x +y) du(z) dv(y //1A (y + x) dv(y) du(z)
= (v x p) (st A) = v p(A)
und [, [ La(z +y) du(z = Jr Je La—af = Je (A —z)dv(z).

b) Firjedesg € Rist

/R La(z + ) dulz) = / La(z + ) f(x) do = / La(2)f(x — y) de,

so dass mit dem Satz von Fubini folgt

porrd) = [ [ 1@ =y draviy) = [ 1 (/f:v— ) du(y )d

c) DaX undY unabhangigsind, hat +Y = s(X,Y) die Verteilung(Px x Py)os~! = Px * Py,
siehe Satg_11.17.

d) Isty = &g, so folgty « v(A) = [ 1a(z+0)du(z) = u(A). Die Assoziativitat und Kommutativitat
folgen aus c), da jedes WahrscheinlichkeitsmaR (&uf3) Verteilung einer Zufallsvariablen auf
([0,1], B, \) ist (SatA5}) und damit solcher Zuzfallsvariablen aufo, 1]*, B*, \F) unabhangig
realisiert werden konnen (S&fz_11.17).



Kapitel 12

Ubergangskerne und Produktmafe —
unendlich viele Faktoren

In diesem Abschnitt zeigen wir zunachst, dass Wahrsdobk#itsmale auf unendlichen Produktraumen
durch Festlegung ihrer Werte auf Zylindermengen definierden kdnnen. Das versetzt uns in die Lage,
die Ergebnisse aus Kapifell11 auf einfache Weise auf deruRalidlich vieler Faktoren zu Uibertragen.

12.1 Definition (Vertragliches System von Verteilungen) Bezeichne (T') die Familie aller endli-
chen Teilmengen der IndexmeneEin Systentiir) rcg )y von WabhrscheinlichkeitsmaRewf(R!, BY)
heil3t vertraglicoder projektiy, falls

py=pro(7h)™ firalles C Te&(T).

12.2 Bemerkung (Marginalverteilungen) Seiv ein WahrscheinlichkeitsmaR agR”, BT). Setze
vii=vo (rf) tfurl € E(T).IstJ C I, sofolgtausty = 7l o 7], dass(v;) ee () vertraglich ist.
Die vy mit I € £(T') heil3en endlich-dimensionale Rand- (oder Marginal-)vierigenvon v.

Der folgende Satz ist die Umkehrung dieser Bemerkung:

12.3 Satz (Existenzsatz von Kolmogorov)

Sei(ur)ree(r) €in vertragliches System von WahrscheinlichkeitsmaRRgr’, B'), (I € £(T)).
Dann gibt es genau ein Wahrscheinlichkeitsmaddif(R”, BT) zu dem digu; die Randverteilungen
sind, d.h. fir das gilt

pr=po ()" furallel € &(T). *)

Beweis: Wir schreiber€ := £(T) und betrachten den Semiriggder Zylindermengen ifR”', BT).
Jedes Wahrscheinlichkeitsmafauf (R”', BT) ist wegen Satz 212 durch die Bedingung (*) eindeutig
bestimmt, denn (*) legt die Werte vagnauf Zylindermengen fest. Also kann es hochstens ein ssiche
MaR geben. Wir wenden uns der Existenz zu: Bi 7, '(A) setze

u(B) = pr(A) .

Wir zeigen, dasg auf Z dadurch eindeutig definiert ist: H&taulRerdem die Darstellurg = 77;1 (A",
so setzeJ = I U I’ und beachte

w5 ()7 @) = B=r7t (7))
Dar; surjektiv ist, folgt darau:éw{)*1 (A) = (77{,)71 (A", so dass

ur(4) T g () (@A) = () (A)) = (4
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d.h.u(B) ist eindeutig definiert.
_ SeiennunB =7, '(A), B’ = ' (4’), BN B’ = undB U B’ € Z. Wegen der vorhergehenden
Uberlegung kann man 0.B.d.A.= I’ annehmen, so dass inshesondére A’ = (). Daher ist

WBUB') = p(r; (AUA)) = ur(AUA") = pur(A) + pr(A') = u(B) + u(B') ,

d.h.p ist additivauf Z.

Um den Fortsetzungssdiz_3 10 anwenden zu kdnnen, der dietzbarkeit von: zu einem Wabhr-
scheinlichkeitsmaf au3” garantiert, miissen wir noch dieSubadditivitat vorp: auf Z nachweisen.
Seienalsd3 = 77 '(A) € ZundB,, = 7 '(4,) € Z, B C 22, B,,. Setzely == TU ., I, fur
N >1undJ:=1UlJ,”, I,. Dannist

()7 A) =m (A =B e Ba= U m (An) =7t ( <w{n>1<An>> :
n=1 n=1
und dar; : RT — R’ surjektiv ist, folgt
() rAC ()M (An) -
n=1

Seie > 0. Aus der Regularitat der WahrscheinlichkeitsmaBeaufR» undy;, aufR/» (Bemerkung
B18) folgt, dass es kompakte Teilmenden C (w{")—l (A) und offene Mengefy,, O A,, derart gibt,
dass

pr, (T ) LA\ K,) <27 und g, (G \ An) < 27"

Farm > 0seiK™ := (wjj)‘lKn C K., C (77™)~1(A). Dann istk ™ kompakt und

(mg, ) K™ = () K, € (w)PAC () T4 € D) TG ()
n=1 n=1 n=1

und

Am Ende des Beweises werden wir zeigen, dasddieeine gewisse Kompaktheitseigenschaft haben:
Aus (*) folgt

M M
AM >0: (x7,) "KM < [ (#f) N (Gn) = (77,,)7" <U<w{:f>—1Gn> (%)
n=1

n=1

Daij surjektiv ist, folgt daraus
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Dayu.,, ein MaR auf3’/» ist, folgt

mmﬂwamwaﬂwm%ﬂ<fM4n>W)

n=1

M
< Z (Hln (A,) + 27716) +€
n=1

IN

) + 2¢€ .

-2
2o

Im Limese — 0 erhalt man dier-Subadditivitat voru auf Z.
Es bleibt zu zeigen, dass (**) aus (*) folgt. Angenommen (I8} falsch. Dann gibt es zu jedem
m > 0 einen Punkt

T € (17, )TTE™\ U ) CR7. (%)

Insbesondere ist fiin > M > 0
wmalwaw5mﬁaﬁﬂmcﬂwW0ﬁm*<m>%)=KM.

DaK™ kompaktist, hatr), . )m>n eineinkK konvergente Teilfolge, und durch Diagonalisierung
erhalt man eine Teilfolgér,,, ) ;-0 derart, dass

yu = lm 7] (z,) € KM CR/™  fir jedesM > 0 existiert.
J—00

SeiM'’' > M. Dann ist

J . J .
T (Warr) = Hm 7wy (@) = lim @7, (@m;) = yar

und daJ = {J3;_, Ju, gibt es einen Punkt € R’ derart, dass (y) = yy € K furalle M > 0.
Es folgt aus (*), dass

dN >0: ﬂ'}]j\;’(yN) = w}]ﬁ(ﬁ}Ny) 7TIN( )EGN.
Da Gy offenist und da'r}]]]v\’ (yn) = limj_, 00 W}IZJVV (wazcm].) = limj_o0 WIJN:cm]., ist 7TIJN (Tm,;) € GN
fur alle hinreichend groBen Furm; > N steht das aber im Widerspruch zur Wahl vap, in (***).
O

12.4 Bemerkung (Satz von Kolmogorov fur polnische Bume) Der Satz von Kolmogorov bleibt rich-
tig, wenn(R, B) durch einen beliebigepolnischen RaunX mit Borel-o-Algebral3 ersetzt wird.
heil3t polnischwennX ein topologischer Raum mit abzahlbarer Basis ist, desspoldgie durch eine
vollstandige Metrik definiert wird.) Insbesondere ist AUR, B) polnisch. Als Metrik kanni(z,y) =
|arctan(z) — arctan(y)| dienen, wobearctan(+oo) = +7.

Nun suchen wir, wie eingangs angekiindigt, den Anschluséamitel[T1. Zunachst betrachten wir
eine Familie();, A;, u¢) von Wahrscheinlichkeitsraumen. Zue £(T') seip; := Xier 1t €in Produkt-
maf wie in Bemerkung_ITH6a. Die Vertraglichkeit des Syistgur )¢ (1 folgt sofort aus dem Satz
von Fubini. Daher erhalten wir als Korollar zum Satz von Kofjorov:

12.5 Korollar (Existenz und Eindeutigkeit von ProduktmalRen — unendlich viele Faktoren)
Sei(, A) = (Xeer 4, Xeer At). Dann gibt es genau ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 X.cr . auf

(Q, A) deral t, dass
A = A
1% (té(T t) | | Mt( t)

teT
wennA, € A, (t € T) und A, # Q. fur hbchstens endlich viele
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12.6 Korollar (Existenz von unabhangigen Prozessen)st P = X;cT it €ine Produktwahrschein-
lichkeit aufQ = Xier Q2 und sindf, : Q, — R A;-messbar, so sind die Zufallsvariabléy :=
fi o : © — R unabhangig undx, = p; o fi* (t € T).

Beweis: EsistPy,(A) = P(m; '(fi ' A)) = u:(f;, ' A). Zum Beweis der Unabhangigkeit kann man
0.B.d.A. annehmen, dagsendlich ist (SatE5i8a). Aber dann ist

P (ﬂ{Xt € At}> =P <m Wt_l(ft_lAt)> = [[ P57 A0) = [ PAXe € A}

teT teT teT teT

12.7 Satz (Produktverteilungen und Unabkngigkeit)
Seien(X;):cr Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsralim.A, P). Der Prozes$X;)icr
ist unabhéngig genau dann, wenn
Py = X Px,
teT

wo, wie iiblich,X : Q — RT, X(w) = (X4 (w))ter.

Beweis: (X;):cr ist unabhangig genau dann, wefW, )< fur alle I € £(T) unabhangig ist (Satz
und Definitiof’5.10). Das ist aquivalent2y,,x = Xer Px, fur I € £(T) (SatA11117), und da
Prox = Py or; !, istdas aquivalent z&y = Xier P, . 0

Wir betrachten abschlieBend eifr@lge messbarer Raun{€, Ay), (21,.41), ..., ein Wahrschein-
lichkeitsmal3P, auf Ay und stochastische Kerne

KjZ(Q()X-'-XQj_l)XAj—?[O,l] (j:0,172,...).
Mit SatzZ[TTY definiert man induktiv Wahrscheinlichkeitsea
Qni=PyxK'x - xK":=(...(Pox K') x K*) x -+ x K")

auf Ap x - -+ x A, die durch ihre Werte auf Zylindermengeni#{( Ay, ..., .A,,) eindeutig bestimmt
sind. Ebenfalls durch Induktion folgt aus SBfz11.8 (Fubini

12.8 Satz B
Istf:Qox--xQ, =R Agx---x A,-messhar und ist > 0 oderf € L} _,Soist

/fdQn:/QO/Q1 .../Qnf(wo,...,wn)K"(wo,...,wn_l,dwn) .. K (wo, dwy) dPy(wp) -

Daraus folgt sofort, dass flur Funktiongndie nur von den Variableqy, . . . ,w,_1 abhéngen,

[ 46 = [ raqu-. )

Nach diesen Vorbereitungen kdnnen wir ein WahrscheikéitbmalP, x X°; K* auf X2, A;
konstruieren.

12.9 Satz (lonescu Tulcea)
Sei(, A) = (X2, 94, X2, A;) und seienP, und die Kernek? wie oben. Dann existiert genau ¢
WahrscheinlichkeitsmaB auf A derart, dass

P(;(O Al) :/ / / K"(wo,...,wn_l,dwn) ...Kl(wo,dwl)dPo(wo)
1=0 AO Al An
fiir A; € A; (Z € NQ) undA; = Q; (Z > TL)

—.

n
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Beweis: Sei@, auf Ay x --- x A, definiert wie in SatET218. Filr € £(N;) wahlen € Ny so grof,
dassl C {0,...,n}, und setze

pr = Qpno (w}{o""’"})_l, insbesondergy, ..,y = Qn -

Wegen (*) aus Safz_12.8 ist diese Festlegung von der Wahhwamabhangig, und daher gilt
pr=pyo(rl)™t furl C Je &(Ny).

Ist (Q, A) polnisch (siehe BemerkulgIP.4), so folgt die Existenz yaus SatE 1213 (Kolmogorov).
Andernfalls muss ein auf C. lonescu Tulcea zuriickgeheneight aufwendiger Beweis gefiihrt werden
(siehe z.B.[[Ganssler-Stiite, Satz 1.9.3]), den wir hier alicht prasentieren. |

12.10 Bemerkung
HangtK™(wo, . .. ,wn—1,+) = P, (s) nichtvonwy, . ..,w,_1 ab, so stimmt das MaR aus dem vorigen
Satz mit dem MafX22, P, im Sinne von KorollaEIZ]5 tberein.



Kapitel 13

Gibbs Verteilungen

Bevor wir uns Fragen der Verteilungskonvergenz und demrakm Grenzwertsatz zuwenden, wol-
len wir uns in diesem Kapitel Gedanken dariiber machen, wasgentlich heil3t, dass ein Ereignis
“zufallig” ist. UnsereUberlegungen beruhen auf Vorstellungen der klassischmrhastik — “moglichst
zufallig” wird quantifiziert durch den Begriff déEntropie

Sei X eine Zufallsvariable mit Werten im messbaren Rguh M) und Verteilung... Wir mdchten,
dassX die Realisierung des “totalen Zufalls” i beschreibt, d.hu reprasentiere die “totale Unwis-
senheit” Uber zufallige Realisierungeni. Wie ein solcheg: in konkreten Modellen auszusehen hat,
ist eine Frage, die keine eindeutige mathematische Antadrtist A endlich, so wird man in der Re-
gel die Gleichverteilung au¥/ fur x wahlen, istM ¢ R? mit endlichemd-dimensionalen Volumen, so
wird 1 oft das normalisierte Lebesgue-Mal adifsein. Ist aber z.BM = R, so gibt es keine allgemein
akzeptierte Wahl vop.

Haben wir uns aber darauf geeinigt, dasdie totale Unwissenheit Ubéd/ reprasentiert, so wird
durch jede Wahrscheinlichkeitsdichfeauf (M, M, ) ein Vorwissen Uiber zu erwartende Realisierun-
gen von nachfu verteilten Zufallsvariablen reprasentiert. Dieses \&fiswird quantifiziert durch die
Kullback-Leibler Informatio{auchrelative Entropi¢ von f bzgl. n,

L= [ £et0gfdu= [pofdu. wop:[0,00) = R p(e) = wlogar.

Day'(z) = 1 +logz, ¢’(z) = L > 0, ist ¢ strikt konvex. Man iiberzeugt sich leicht, das@) =

limg o p(z) = 0, ¢(1) = 0 und dassp(1) = —1 das Minimum vony ist. Aus der Jensen’schen
Ungleichung folgt
13.1 Satz

L(f) > ¢ ([ fdun) = ¢(1) = 0 mit Gleichheit genau dann, werfn= [ f du = 1f.s.

Die Dichtel, d.h.u selbst, hat also Informationswertzgl. ., wahrend jede andere Dichte echt
positiven Informationswert bzgk besitzt.

Der nachste Satz besagt, dales Informationswert zweier unabhgiger Beobachtungen gleich
der Summe der Informationswerte der einzelnen Beobachtuisj Dieses ist die wichtigste Plau-
sibilitatsforderung an einen quantitativen Informasbagriff, undZ,(.) ist dadurch im Wesentlichen
eindeutig bis auf Normierung festgelegt.
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13.2 Satz
SeienX undY zwei Zufallsvariablen mit Werten iGM,, M1) bzw. (My, Ms) und Verteilungen
Px = fui, Py = gpa, und seiPx yy = h - (pu1 % p2). Dann ist

I,ul X f2 (h) > I,ul (f) + 1#2 (g)

mit Gleichheit genau dann, werdh undY unabhéangig sind.

Beweis: Da
Aﬂ@wwﬂ:ﬂXEMZPKKWEAxMﬂZA(AJMme@Odm@

furalle A € My, ist f(x fM2 x,y) dus(y) fur pi-f.a.x € My. Ist f(z) = 0 fur ein solches
x € My, so folgth(z,y) = 0 fur diesesr unduq-f.a.y € M,. Daher ist

/{ oy < /M2 %D(h(a:,y))dm(y)) dpa () =0 = /{ . o(f(x)) dpa () |

und wir kdnnen 0.B.d.Af > 0 annehmen. Mit &hnlicher Begriindung kann man auch0 annehmen.
Furxz € M, definiere

h(z,y)
f(x)

Dann ist jedeg, eine Wahrscheinlichkeitsdichte ali¥/5, Mo, p2), und es gilt (Satz 111 2)

gzt My — [0,400], ¢z(y) := (“bedingte Dichte gegebert)

Lo //f% Ylog (f(2)ga () dp (x) dpia(y)

—/U’UMUNUMﬂmmw

//f% @m“+mﬁ$%%@@ﬂ)

:Im(f)+/ </ h(z,y) dm(@) log g(y) dp2(y)

//(%) (Fi)) dlgp) v)
T (1) + Ll +<P(//f ()duz(y))

=o([ [ h(z,y) dpa (x) dpz(y))=¢(1)=0

mit Gleichheit genau dann, werirfig; x guz)-f.s. 9’”@ konstant ist. Dg und alleg,, Wahrscheinlich-
keitsdichten sind, ist das genau dann der Fall, wefiny) = f(x)g.(y) = f(x)g(y) f.s., d.h. genau
dann, wennX undY unabhangig sind. ]

Seien nunpy, ..., ¢, : M — R Observablend.h. M-messbare Funktionen mit denen Zufallsreali-
sierungen inV/ “ausgewertet” werden kdnnen. Wir setzen voraus, dasgallef.s. nur endliche Werte
annehmen. Seiem; € R denkbare Erwartungswerte dér (i = 1,...,n), m := (mq,...,my,), und
bezeichne

= {f : f Wahrscheinlichkeitsdichte bzgl, ¢; € L}, Efuléi] =m; (i=1,...,n)} .
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Gesucht ist eine (die?) Wahrscheinlichkeitsdichtelie nur das Wisse®'s,,[¢;] = m; (i = 1,...,n)
reprasentiert, ansonsten aber keine Information teagp, das angemessene Modell fiir zufallige Reali-
sierungen unter den Nebenbedingun@en|¢;| = m; ist. Formal ist gesucht:

fe @, mtl,(f)=inf{l,(g9): g € P}

Im Folgenden werden wir die gesuchtgnnter zusatzlichen Integrabilitatsannahmen anidieharak-
terisieren — sogar in der allgemeineren Situation,smin beliebigesr-endliches Mal3 sein darf, z.B.
das Lebesgue-Maf3 aif Es wird sich herausstellen, dass sie von der Form

fo=exp(—y+ Y _ vi¢;) fureind = (9y,...,0,) € R
=1

sind, wobei die Konstante = ~(«9) durch die Normierund’ fy dp = 1 bestimmt wird, alsoy(d) =
1oger?:1 vi%i dy1. Verteilungen, die durch solchg gegeben sind, heiRghibbs Verteilungenwir
werden Dichten der Fornfiy naher untersuchen. Sie spielen auch in der mathematiSthéstik eine
wichtige Rolle. Dort hei3en siexponentielle Familien

13.3 Beispielea) Die Bernoulli-MaRRe mit Parametgre (0,1) auf M = {0,1}" schreibt man fol-
gendermafen als exponentielle Familie: Seias ZahlmaR aud, ¢(w) = >_7_, wi, ¥ = log ﬁ.
Dann ist

fo(w) = e 7 o8 5 2@ = ¢=7 pd(@) (1 — p)=¢W) = ¢=7(1 = p) " P (1 — p) P .
das ist die Dichte des Bernoulli-Maf3es zum ZahlmaR, wermyso wahlt, dass =7 (1 — p)” = 1.

b) Die Normalverteilungsdichten mit Erwartungswertnd Varianzo? schreibt man folgendermaRen

als exponentielle Familie: Sei das Lebesgue-MaR alif, ¢1(z) = x, ¢o(x) = 2%, ¥ = 5,

¥y = — 5. Dann st

_ t 1 2 t2 (:C—t)Q
folx) =e 7 exp (;x—ﬁx ) = exp (—74— ﬁ) exp (— 52 ,

wobei~ s0 zu wahlen ist, dassp(y — 1) = V2102,
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13.4 Satz (Momente von Gibbs Verteilungen bzw. exponentieh Familien)
Seiengs, . .., ¢, Observableny einc-endliches Mal3 aufM, M). Bezeichne

@:_{ﬁeR”:O</exp <i19i¢i> d,u<oo}

i=1
={v¥ e R": fy existiert als Wahrscheinlichkeitsdiclte

Fury € ® mégenEy und Covy Erwartungswert bzw. Kovarianz bzgl. des Wahrscheinlidskeal3es
fou bezeichnen. Dann i§ konvex, und es gilt

a) Firj=1,...,nundvy € © ist

0
e — 19 = . = 2lls

b) FUrz‘,j:l,...,nundﬁe(z)ist

82

m%ﬁ) = —FEy[¢:|Ey[¢;] + Eg[pid;] = Covy(di, p;) -

(Covy(¢i, ¢5))i; ist eine positiv semidefinite Matrix. Sie ist positiv defigignau dann, wenn die
Familie{1, ¢1, . .., ¢, } im Raum dep.-Aquivalenzklassen messbarer Funktionen linear unahggng
ist. (Aus dieser Bedingung sieht man, dass die Matrix enewéidt allev oder fiir keines positi
definit ist.)

<

Die Funktiom} — ~(¥9) ist sogar unendlich oft differenzierbar

Beweis: Konvexitat von®: Seiend,J € ©,0 < « < 1. Dann ist, wegen der Konvexitat der
Funktion und der Linearitat des Integrals,

/exp <Z(oa9i +(1- a)ﬁi)@) dp < a/exp (Z 191»@) du+(1—a) /exp (Z @@) dp < oo.
i—1 i=1 i=1

Ware dieses Integrat 0, dann ware )" (ad; + (1 — @)d;)p; = —oo p-f.s. im Widerspruch zu der
\Voraussetzung, dass die u-f.s. R-wertig sind.

a) Da
(W) = log/ exp (Z 19i¢z‘> dp,
M i=1
folgt aus SatE 812, dass

0

8 n n
— ) =e "D [ ex 9ib; | d :eﬂ(ﬁ)-/ ex Vb | d
(%,jv() a0, /., p(; cb) n Msbg p ; ¢i | dp
:/ ¢ fo dp = Ey[¢;]
M

sobald wir die Integrabilitatsbedingung von Jaiz_B.12hgaeviesen haben: Sei dadle ©. Es gibt
n > 0 derart, das$ + te; € © furallet € R mit [¢| < 7. Seiv’ := ¢ + te;. Dann ist

b e Vidi — X0 (t — (£n))p et~ EMes

t—(+n)
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Betrachte nun zunachst den Fall(w) > 0. Dann wenden wir diese Zerlegung fikn an und
erhalten

)
‘_ezi Pi61()

- _ ’gbj(w)eziﬂ:m(w) < 2019 (= )y (w) et
J

Ui

|[9=01

<e—1

fur alle ¢ mit [¢| < 2, dennmax,<¢ |ze”| = max,>oze * = e~ ' Istp;(w) < 0, so wenden wir
die gIemhdeerIegung furn an und erhalten schlieRlich fur aI|It} <1

’_ez v < lmax{ezi o0 0} ¢ o,

|[9=9t €7

b) Unter Berlicksichtigung der Formel fg% ~(¥9) folgt ahnlich wie im vorherigen Teil (aber mit etwas
mehr Aufwand bei detberpriifung der Integrabilitatsvoraussetzung von B2E2):

(e Bol0)])

~—— —
=[ ¢ exp(3), Vudr) du

= —Ey[¢i|Eg[d;] + Eg|pip;] = Covy(di, d;).

Diese Matrix der 2. Ableitungen ist positiv semidefinit, defiir A € R™ ist

0? )
a0.00, " = aa;

_ _ o0
e~ (@) e'y(ﬁ)Eﬁ[qﬁj] +e 7). 5

%

ZZ i Covy (i, d)A; = Covy (ZA %ZA @) =V <in¢>i> >0

=1 j=1 =1

mit Gleichheit genau dann, We@ 1 i fop-f.s. konstantist. Dgy > 0 ist das genau dann der
Fall, wenn die Familie{1, ¢, ..., gbn} im Raum deru-Aquivalenzklassen messbarer Funktionen
linear abhangig ist.

Ahnlich zeigt man die Existenz der hdheren Ableitungenyon m|

13.5 Korollar Sein = 1 undy ein Wahrscheinlichkeitsmalf3 in der Situation des vorherlggtzes und
0€o.

a) ImLimesy — 0 gilt

1(9) = Bolenld + 5Vo(00)9 +0(9) und  Bglon] = Eol6r] + Vo(61)9 + o)

b) Istg, nichtu-f.s. konstant, so isd ein nicht leeres, offenes Intervall, und es gibt, o™ > 0 deratrt,
dass die Abbildung

E.[61]: © — (Eolgr] — o=, Bolg1] + ™), 9 — Eylén]

ein Diffeomorphismus mit Ableitung%Eﬁ [¢1] = V(1) > 0 ist.
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Beweis:

a) Dafy = exp(—~(0)) eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist, isf0) = 0. Der Rest folgt aus dem
vorherigen Satz.

b) Ist ¢, nichtu-f.s. konstant, so isty(¢1) > 0 fur alle ¥ € © (LemmaZIBb). Aus dem vorherigen
Satz folgt, dass/ in © zweimal differenzierbar und damit,[¢;] = +' einmal differenzierbar ist
mit Ableitung %Eﬂ[(bl] = ~"(9) = Vy(é1) > 0. Daraus folgt die Behauptung mit dem aus der
Analysis bekannten Satz uiber die Differenzierbarkeit Momkehrfunktionen.

O

13.6 Bemerkung Ein multivariates ¢ > 1) Analogon zu KorollafT315 gilt ebenfalls.
Die Aussagen aUsI3.4=1B.6 legen nahe, dass das Gleichstays&’y[¢;] = m; (i = 1,...,n) in
vielen Fallen eine eindeutige Losurigm) hat. Genauer: Sei

r{Bator... Balon)) 0 € 8}

Ist die Familie{1, ¢1,...,¢,} im Raum deru-Aquivalenzklassen messbarer Funktionen linear un-

abhangig, so ish C R" offen, denn die Abbildund- : o A, Dy(9) = (Eylo1], ..., Eolon]) ist
nach SatgT3l4b) ein lokaler Diffeomorphismus.

13.7 Satz (Informationsminimierung unter Nebenbedingungn, Gibbs Verteilungen)
Seiy einc-endliches MaB3 aufM, M). Istm = D~(¥) € A, so istfy € O,

I#(fﬂ) = inf{fu(g) S (I)m}

undl,(fs) = 1,(g) genau dann, wenj= fy p-f.s.

Beweis: Seig € ®,,,. Dam = Dy(09) = (Ey[d1], - .., Es[pn]), ist nach SatE T3 4a) augh € ..
Unter Berlicksichtigung volvg fy = —y + >_i", 0i¢; € L], folgt

Lu(g) = 1.(fv) :/gloggdu—/fﬁlogfﬁdu:/(g—fﬂ)logfﬁdwr/glogf%du

=/(9—f19)- (—7+Zn:19i¢>i> du+/g- (—10g%) dp

i=1
=0+ Ey, [—log%} > —log £y, [f—;} = —log/fﬂduzo,

wobei in der letzten Zeile die Jensensche UngleichungdaiMiahrscheinlichkeitsmafy benutzt wur-
de. Dabei tritt Gleichheit auf genau dann, wé?;ingu—f.s. konstant ist, also wenn= fy u-f.s. o

13.8 Beispiel (Bernoulliverteilung) SeiM = {0,1}", u das ZahimaR auf/ und¢(w) = Zszl W,
siehe Beispid[1313. Sei = pN fir einp € (0, 1). Dann minimiert die Dichte der Bernoulliverteilung
zum Parametep, d.h. f(w) = p?©@) (1 — p)"~¢), das Funktional,(f) unter der Nebenbedingung
Jof du=m.

Das folgt so:

N
N
~v(9) = 1og/eﬂ¢ dp = 1ogz (k)eﬂk =log(1+e”)N = Nlog(1+e”),
k=0

also )
e [e]
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Daher ist

9
c :1—p<:>eﬁ:L<:>19:10g P ,

D~(9) = = < -
(W) =m=pn 1+ e? 1—p 1—p

14+ ¢e? P

so dass wir als minimierende Dichte erhalten:

1
1+4e?

N
F©) = folw) = e 1D+966) _ ( ) (I9() _ o) (1 _ p)N-0()

13.9 Beispiel (Normalverteilung) Zur Erinnerung: Die Dichte der Normalverteilung(t, o2) rela-
tiv zum Lebesgue-MaR aufR ist

ht,02 (.CC) =

Um diese Dichte im Sinne von S4IZ113.7 zu charakterisierestiamen wir zunachg (h; .2 ):

(x—t

1 2
I\(htp2) = /1og(ht7az (%)) ht o2 (z) do = . log(2m0?) — / 202) hi o2 (x) dz

1 1
= —5 10g(27‘r02) — 5 .
Da diese Grofe 1) nicht vom Mittelwerabhangt und 2) im Limes? — oo gegen—oo strebt, wird man

zumindest das erste und zweite Moment der Verteilungeralm@ng miissen, um eine Charakterisierung
im Sinne von Satz 137 zu erhalten. Seien also

p1(x) =z, do(x) = 2.

Da

0y 03 i (v = (=35))°
exp(1¢1(x) + Ia¢2(x)) = exp <192(:c + 2—192)2 - m) = exp <—m exp —?122
bis auf die Normierung die Dichte einer Normalverteilung Mittelwert ¢ = —5’712 und Varianzo? =

—ﬁ ist, folgt sofort das®) < [ exp(P1d1 + P2¢2) dX < co und fy = hy 2, falls 9 = (V1,92) €
O := R x (—00,0). Nach SatfI3l4a) isby () = (Eg[¢1], Es[pa]) = (t,t2 + o2), und es folgt
A = Dvy(0) = {(m1,mz2) € R? : my > m3}.

Ist nung € ®,,,, so ist wegen der Jensenschen Ungleichung immer

my — /ng(:c) d > </a:g(17) da:>2 =m?

alsom € A. Mit (t,02) := (my1,ma —m?) € R x (0, 0o) folgt daher aus Salz13.7
In(g) = I\(f9) = I\(hy 2) furalleg € @,

mit Gleichheit genau dann wemn= h; ..

13.10Ubung Charakterisieren Sie auf ahnliche Weise Bigoonentialverteilungeauf [0, co), die die
Dichtenf,(z) = ae~** habenp > 0. Dazu muss man nun; = [;~ fy(z) dz > 0 vorgeben.

Dichtenf, des Typs, wie sie in SalzT8.7 gefundenen wurden, spieleeristdtistischen Mechanik
und auch in der klassischen Statistik (dort unter dem Naexgonentielle Familieneine wichtige
Rolle. Man benutzt sie, um die groRtmdgliche Unsichdrhei der Realisierung von Zufallsvariablen
X zu modellieren, wenn Erwartungsweggp; (X )] fur gewisse Observablefy bekannt sind.



Kapitel 14

Grol3e Abweichungen

In diesem Kapitel zeigen wir, wie dieneorie der groen Abweichungiém Partialsummen unabhangiger
identisch verteilter Zufallsvariablen mit défberlegungen zu Gibbs-Verteilungen aus dem letzten Ka-
pitel zusammenhangt. S&i eine reelle Zufallsvariable mit Verteilung Die Abbildung

iR (o0, o), 7,(0) i=log E[e?™] = log [ ¢ du(x)

heil3t dielogarithmische Laplace-Transformiert®n X. (Sie hangt nur von der Verteilung von X
ab!) Die Menge9,, := {¥ € R : v,(9) < oo} ist ein Intervall (SatEI314). Fif € ©,, sei fy(z) =
e~ (D492 Dann haben wir die Situation von S&Z13.7 mit= 1 und¢, (z) = =. Das dortigey(?)
stimmt mit-~y,, (¢) Uberein. Zur Abkiirzung schreiben wiky stattEy[¢:] undVy stattVy (¢q).

14.1 Satz (GroRRe Abweichungen fir u.i.v. Zufallsvariable)

SeienX1, Xs, ... unabhangig identisch verteilt mit Verteilupgund sel) € @ Seiena™, o=, > 0
wie in KorollarlIZEb. Sei € (Ey, Ey + o), alsoc = Ey fir eind € ©,, N (O 00). Dann lst fir
dieses)

n—oo N

lim llogP{%ZXi >c} = 7, (9) —9c = —L.(fs) . *)
1=1

Entsprechend gilt fie = Ey € (Ey — o™, Ep): ¥ € ©,N (=4, 00) und

1 1 &
lim —logP{E;XZ < c} =7, (9) —Yc = —L,(fy) .

n—oo n

; _ 92 2\ _ (c—Ep)? . 2\ ; ;
AuBerdemist, (fs) = 5 Vo + o(9?) = *532= + o ((c — Eo)?) im Limesd) — 0, d.h.c — Ej.

Beweis: Beachte zunachst, dass
Lifa) = [ Fo@) - (=2,(0) + 02) du(z) = ~3(9) + 9o = ~3,(9) + ve.
Dac = Ey = Ey + Vo + o(¥9), folgt aus KorollaEL315 aulRerdem

1
L(fs) = —Eo9 — 51/0192 + 0(9?) + 9Ey + 9Vod + o(9?)

(C — E0)2

Vi +0((c— Ep)?) .

192
=5 Vo +o(0?) =
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Wir betrachten nun den Falle (Ey, Eg+a™), d.h.d > 0. Der Beweis im anderen Fall verlauft analog.

1 1 1 .
ElogP{E;Xi>c} ElogP{exp (ﬁZXi—m?c> >1}

i=1

-

=1

n 1 n
Heﬂxi] = —Yc+ - logHEP [eﬂxi]

=1 =1

IN

1
- log Ep
**)

1
—vc+ —log Ep
n

—e K (9)

= —0c~+y,(9) .

Das beweist die£”-Ungleichung in (*). Beachte, dass diese Ungleichungédesc € (Ey, Ey+a™),
jedesy > 0 und jedes: € N gilt.
Wir beweisen die Umkehrung. Sei> 0 so klein, dasg := ¢ + ¢ € (Ey, Ey + o). Dann gibt es

eind ¢ (2)“ N (0, 00) derart, dasg = Ej;, und es gilt:

1 — 1 —
P _§ X, > Pl _E X, >¢é—
{n >c}_ {c+e>n >c 6}

=t i=1
B /1{5+€>% it w¢>6—e}dﬂ($1) coodp(ay)

= /1{a+e>% s osedp g (@) F5 @a) d(fap) (@) - d(fm)(2n)

= /eXp (n%(ﬁ) —z?Z:ci) Aeres 15 asee dUfp)(@n) - d(fu)(@n) -

" i=1
=1

SeienX{, X3, ... unabhangig identisch verteilte Zufallsvariablen mittédung f ;... Dann folgt

1< N 1<
plisx, S @) —d@te)  p ) IS yezas
{nz >c}_e cresiSxrs e

=1

unddac = E; = [zf;(z) du(z) = E[X]], konvergiert der zweite Faktor nach dem schwachen Gesetz
der groRen Zahl (Bemerkug8l21) gedemit n — oo. Es folgt

1 I .
liminf —log P { — X; > v,(0) — (e .
iminf — log {nz >c}_'y#() (¢+¢)

n—oo 1 —
1=

Dac+ e = é = E; und day — E, ein Homdomorphismus ist, istm, o9 = 9, und dad — ,,(9)
stetig ist (KorollaZL3Fb), folgt daraus im Limes— 0 die “>"-Ungleichung in (*). m|

14.2 Bemerkung (Moderate Abweichungen)Seient > 0,0 < r < 1 undc = ¢(n) = Ey +tn~".

Dann folgt aus (**), falls wiedet = E; flir ein geignete®:

n

%logp{nllr Z(Xi — Ey) > t} = %logP {% ZXi > c(n)} < —de(n)+vu (V) = —L.(f9)-
i=1

i=1

Dac(n) — Ey = Ey — Ey = Vo + o(¥9) nach KorollalL3B, ist = V' (c¢(n) — Eo) +o(|c(n) — Eo)),
und es folgt unter Beachtung vdp(fy) = 19_22‘/0 + 0(9?)

1 <« n 9 9
log P i g (Xi—Ep) >t §—2—V0(0—E0) +n-o((c— Ep)?)
i—1 (***)
n1—2r

_ 2 1-2r
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Furr < £ ist daher

iP{nll_T zn:(Xi — Ey) > t} < oo
n=1 i=1

und aus dem Borel-Cantelli-Lemma folgt, ddsasup,, ., —= > i, (X; — Fy) < 0 fs. Ahnlich
zeigt man, daskm inf,, .o — > i, (X; — Eo) > 0f.s., sodastim, .o —t= 1 (X; — Eo) =0
f.s.. Furr = % ist das nicht mehr richtig. In diesem Fall wird das asymptdte Verhalten durch einen
Zentralen Grenzwertsatreschrieben, siehe S&fz18.16

Analog zur Herleitung von (***) zeigt man auch

: 1 RN £
m ngp{nlr ;(Xl - Eo) > t} = oy

eine Aussage, die auch als Satz Ulmederate Abweichungdrezeichnet wird.

14.3Ubung Seiy die Bernoulli-Verteilung zum Parametex p < 1auf{0,1}, fy(z) = e~ (@) +9z,
Zeigen Sie, dass fiir beliebigec R

v

1-— .
g m|tq:§L
1—p peV +1—p

L(f9) = qlog ]% +(1—g)log € (0,1).

14.4Ubung Seiy die Normalverteilung mit Mittelwert und Varianzo?, fy(z) = e~ =()+92  Zei-
gen Sie, dass fur beliebigee R gilt

g O
L(fo) = 10 = =9



Kapitel 15

Verteilungskonvergenz

In diesem Kapitel filhren wir ein Konvergenzkonzept eirs da uns gestattet, das asymptotische Ver-
halten von normierten Summerr /2 >, X, fur unabhangig identisch verteil¥; zu untersuchen,
vergleiche auch die Diskussion in Bemerkling1l4.2.

15.1 Definition (Schwache Konvergenz von Verteilungsfunkbnen) Seienk’, F,, Verteilungsfunktio-
nen aufR, siehe Definitiof.511. Wir sagdi#’,) konvergiert schwachegenF’ (symbolischF,, = F),
fallslim,, . F,,(z) = F(x) fur alle Stetigkeitsstellem von F. (Beachte, dask als monotone Funk-
tion héchstens abzahlbar viele Unstetigkeitsstelldr) ha

15.2 Beispiel (Satz von de Moivre-LaplaceBeienX, X5, ... unabhangig identisch verteilte Bernoulli-
Zufallsvariablen zum Parametgr

1 - 1 z —t2
Fn(I)_P<ﬁ;(Xz_p)SI>, F(I)—m/_ooe p(1-p) dt .

Dann beschreibtF,, —> F"” gerade die Aussage des Satzes von de Moivre-Laplace.
Auch das schwache Gesetz der grof3en Zahl lasst sich solferemu Setze dazu

1 — 1 fallsxz>p
F, =P - X; < , F = -
(z) <n ; I) (=) {0 fallsz < p.

Dann besagt das schwache GGZ gefiaglg . F),(z) = F(z) furallez # p, d.h.F,, = F.

Da Verteilungsfunktionen eineindeutig Wahrscheinlidtdmalien auR entsprechen, soll versucht wer-
den, die schwache Konvergenz durch Mal3e zu beschreiben.\@aassen wir den messbaren Raum
(R, B) und betrachten eine etwas allgemeinere Situation:

Generalvoraussetzung{ E, d) ist ein metrischer Raum mit Borel-Algebra&.

15.3 Definition (Schwache Konvergenz von Wahrscheinlichkismafien auf(E, £))
Eine Folgeu., 112, . .. von Wahrscheinlichkeitsmal3en duf, £) konvergiert schwachegen das Wahr-
scheinlichkeitsmafd (symbolisch.,, = p), falls

t [ fdu = [ fan vecEm).
E E

n—oo

d.h. fir alle stetigen beschranktén £ — R.

15.4 Bemerkung Schwache Limiten sind eindeutig bestimmt, denn gilt sowohl—> p als auch
fin = v, S0ist[,, fdu = [, fdvfuralle f € Cy(E;R). Ump = v zu zeigenreicht eg,(A) = v(A)
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fur alle abgeschlosseneh C E zu zeigen (-stabiler Erzeuger der Borel-Algebra). FirA C F sei
dazu
1 - 422 falls d(z, A) < e

factE—=R, fac(z)= {0 falls d(z, A) > e.

Esistl; < fa,. <1,lime o fa,(x) = 14(z) fur allex und f4 . ist Lipschitz-stetig (mit Lipschitz-
Konstante:—!). Also folgt filr abgeschlossenegisaus dem Satz von der majorisierten Konvergenz

;L(A):klim/fA%d,u:klim/fA%dV:V(A).

Der folgende Satz wird auch d@Portemanteau-Theorebezeichnet.

15.5 Satz (Charakterisierungen der schwachen Konvergenown Wahrscheinlichkeitsmal3en)
Seienu,,, © Wahrscheinlichkeitsmal3e alif, £). Folgende Aussagen sind &quivalent:

() pn = p.
(i) limy,— o0 n(A) = p(A) firalle A € € mit 4(0A) = 0.
(i) limy, oo [5 f dpn = [, f dp fiir alle beschrénkten Lipschitz-stetigén E — R.
(iv) limy, oo [5 f dpn = [ f du fiir alle beschréankten messbaren E — R mit pu(Uy) = 0.

Dabei ist0A = A\ :21 der Rand vom4, undU ist die Menge der Unstetigkeitsstellen vﬁﬂ

Beweis: (i)=-(iii) trivial.

(i) =(ii) SeiA e & mitu(0A) =0.Mit fa . wie in der vorangehenden Bemerkung gilt:
lim sup pun, (4) < likm inf lim sup/fA7% dity, = likm inf/fA,% dp = p(A)

< w(A) + p(04) = u(A) .

(Dabei wurde fur die erste Ungleichung nur die Monotonie bigegrals benutzt.) Angewandt aaf
liefert diese Ungleichung

liminf p1, (A) =1 — limsup p, (A°) > 1 — p(A4°) = u(A),

n—oo n—oo

und zusammen folgt daraus (ii).
(i)=(v) Seif: F — R messbar und beschrankt mitU;) = 0. Da f~!{t} n f~1{t'} = 0 falls
t#t,istTy .= {t € R: pu(f~1{t}) > 0} hochstens abzahlbar und zu- 0 gibt esty < —||f| e <
t; <o <tp—1 < ||flleo < ti derart, dass

t; g To und |t1‘+1 — tz| <e€ fur alles.
Daty < f(z) <ty furallex € E, ist

k
EzL-lj{witi—lﬁf(fC)<ti}a

=1

:2Ei

Die Messbarkeit vorU; zeigt man folgendermaRen: Seicy(z) := lims_.osup{dz(f(y), f(z)) : di(y,z) < &}.
Offensichtlich istUy = {z : oscf(x) > 0} = Up— {z : oscy(x) > %}, und man dberzeugt sich leicht, dgss: osc¢(x) <
%} fur jedesk > 0 offen ist.U; ist also eine sogenannte,-Menge, d.h. eine abzahlbare Vereinigung abgeschlosséergen.
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wobeip(9E;) < pu(f~{ti-1}) + p(f~'{t:}) + u(Uy) = 0. Daher ist
k
/fdun <Y pn{tin S f<ti}ti

" ‘

< Z,Ufn(Ez) “tio1 + Z,Ufn(Ez) “€
121 ;71

< ZM(Ei) “tio1 + Z (n(Es) — p(Ey)) - tici + €
i=1 i=1

k
< /fdu+6+; (1 (Ei) — p(Ei)) tioa,

—0 mit n — oo fir jedes:

also

limsup/fdun S/fdu

n—oo

und durch Betrachtung van- f) erhalt man

(iv)=(i) trivial. O

15.6 BeispieleSei(E, &) = (R, B).

a) Seiu, = hp\, p = hA und gelteim,, . ||k, — h||1 = 0. Dann gilt fir jedesA € B:
1 (A) = p(A)| < [ 4 |hn = hldX < Ay — bl — 0 mitn — oo.

b) Seienu,, = d.,, 4 = 0., WO ¢, ¢,, € Rundlim,,_,~ ¢, = c. Dann gilt fur stetigey:
[ fdpn — [ fdul = |f(ca) = F(€)] — O mitn — oo.

c) Seienu,, = %Zzzl Ok/ns = 1jo,11A. Dann gilt fur Lipschitz-stetigeg:

n k/n
‘/fd,un—/fd,u} g;/(kl)/nﬁ(k/n)—f(xﬂdxg %Lip(f) — 0 mitn — oo.

15.7 Definition (Verteilungskonvergenz) SeienX, X,, Zufallsvariablen. Die FolgéX,,),~o konver-
giert in Verteilung(oder auch schwaglyegenX, kurzX,, = X, falls Px, — Px.

15.8 Satz (Charakterisierungen der Verteilungskonvergen) )
SeienX, X,, Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktiondn bzw. F,,. Aquivalent sind

() X, = X
(i) F, = F
(iii) lim,,—.0o B[f(X,)] = E[f(X)] fur alle f € Cy(R; R).

Beweis: (i)=(ii) SeiF beix stetig, d.h.Px{z} = 0. Aus X,, = X und SatZI5]5 folgt

F,(z) = Px, (—o00,2] — Px(—o0,z] = F(x) .
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(i)=() Zuzeigenistim, . [ fdPx, = [ fdP fur alle Lipschitz-stetigerf : R — R, siehe Satz

[[28. Sek > 0. Wir kdnnenty < t; < --- < t; in R so wahlen, dass

F(tg) = P(—o0,t9) <€, 1—F(tg)= P(tg,+0) <e,
ti—ti1<e Vi=1,...,k, undF an allen Stellen, . .., t; stetig ist.
Insbesondere idtm,, .o, F,(t;) = F(t;) Vi=0,...,k, so dass

€
E+1°

dng e NVn>ngVi=0,...,k: |Fn(ti)—F(ti)|<

Setze

fi:= max f(x), fi:= min f(x).

ti—1<z<t; - ti—1<z<t;

Dannist flrn > ng:

/ fapx,

k
< [ flloo - (Fu(to) + 1 = Fu(tx)) + ZT (Fn(ti) = Fu(ti-1))

k

k
< [l - (F<t0> +1- F(t) +2,€L+1> + DT () = Flte) + 227 I

=1

k

< flle 26+ 37 (i + e Lin())) (F(t) — F(ti 1))
=1
tr

< 2¢)| flloo + [ dPx + eLip(f)

to

< /fdPX e 2 Flloo + 20 flloc + Lin(f))

und es folgtlimsup,, . [ fdPx, < [ fdPx. Durch Betrachtung vori—f) an Stelle vonf folgt
liminf, .o [ fdPx, > [ fdPx und damit die Behauptung.

()< (i) Ist nur eine Frage der Schreibweisgf(X)] = [ f dPx. ]

15.9 Satz
Seih : (E1,dy) — (E2,d2) Borel-messbar.

a) Seieru, u, Wahrscheinlichkeitsmal3e al#f, , £1) mit p,, —> p undu(Uy) = 0. Dann konvergie
auchy, oh™t = poh=1.

b) SindE; = E> = R und sindX, X,, Zufallsvariablen mitX,, —> X und Px (Uy) = 0, so folgt
hX,) = h(X).

=3

Beweis:

a) Zunachst zeigen wir, dags, (und entsprechendy.;,) messbar ist: Fix € E; sei

oscp () = kli)rgo sup {dg(h(y), h(z)):y € E1,d1(y,x) < %} )

Offensichtlich ist

oo

1
U ={z € Ey : oscp(z) >0} = U{:E € Eq : osep(z) > E} ,
k=1
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und man sieht leicht, dass die Komplemente dieser Mengemjicti die Mengen{z € F; :
oscp(z) < 1} offen und damit messbar sind.

Seinunf € Cy(E3;R). Dannistf o h : By — R beschrankt und ., C Uy, alsopu(Uyon) = 0.
Es folgt aus Satz_13.5:

lim [ fd(pnoh™) = lim /fohdun:/fohd,u:/fd(,uohfl),

alsop, oh™t = poh=t

b) Folgt aus a), d&),(x) = Px o h™'.

15.1OUbung SeienX, X,, Zufallsvariablen X,, =— X. Dann gilt:
a) F|X| <liminf, . E|X,|.
b) Sind dieX,, gleichgradig integrierbar, so ig1.X = lim,,_. ., £ X,,.

15.11 Beispiel Aussage b) diesddbung bleibt ohne die Annahme der gleichgradigen Integaideeit
nicht richtig: Betrachte daziXy, X,,... mit P(X,, =0) = 1 — 5, P(X,, = n%) = %, undX = 0.
Dannist furf € Cy(E;R)

1 2
[EIf(X)] = BIFX))| = =5 [£(n*) = FO)] < =5 [Ifllsc =0,
aberEX, =14 EX = 0. Aus dem Borel-Cantelli Lemma folgt sogéiin,, .., X, = 0f.s.

Zum Begriff der schwachen Konvergenz gehort auch ein Kddipgatskonzept. Das werden wir im
Rest dieses Kapitels untersuchen.

15.12 Definition (Folgenkompaktheit von Wahrscheinlichkésmalen) Eine FamilieM von Wahr-
scheinlichkeitsmal3en a(iF, £) heil3t relativ folgenkompakfalls jede Folge in\ eine schwach kon-
vergente Teilfolge hat.

15.13 Definition (Straffheit) Eine FamilieM von Wahrscheinlichkeitsmal3en W, E) heif3t straff
falls fur jedes: > 0 eine kompakte MengE C E existiert, so dassip,c p p(E \ K) < e.

Beide Definitionen Gibertragen sich auf Verteilungsfumkén, wenn wir sie mit den zugehorigen Wahr-
scheinlichkeitsmafen identifizieren.

15.14 Satz (Prohorov: relativ folgenkompakt<—>- straff)
Sei(E,d) ein vollstéandiger, separabler metrischer Raum. Eine kawhi von Wahrscheinlichkeits
mafen aufE, &) ist genau dann relativ folgenkompakt, wenn sie straff ist.

Beweis: Wir beweisen diesen Satz nur im Fall= R.
“=—" AngenommenM ist nicht straff. Dann gibt es ein> 0 derart, dass

VneNIp, e M: pp(My) >e, woM,:=R\[-n,n].

Wahle eine Teilfolgg.,, = o mit j — oco. Zu jedemn gibt es einy,, € [0,1) mit u{—(n +n,),n +
nn} = 0. Also folgt fir allek € N aus SatET5l5

p(Me) 2 pp (R [= (K o+ i), ko)) = Lim g, (RN [=(k +0), b+ ]

> Himsup pin, (My,) > €,

Jj—oo
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und wir erhalten den Widerspruéh< e < lim infy_, o pu(My) = 0.
“«<=" Zum Beweis der Gegenrichtung benotigen wir den folgerSatz:

15.15 Satz (Helly)

Ist(F,,).>0 eine Folge von Verteilungsfunktionen, so gibt es eine dkgj¥(F,, )~ und eine nichtfal
lende, rechtsseitig stetige Funktibhderart, dasfim;_,, F,,,(x) = F(x) an allen Stetigkeitsstellen
x vonF.

Es folgt sofort, das8 < F' < 1 und dasg’ 7, aber es ist nicht notwendig
lim F(z) =0und hr—? F(z) =1. ™*

Wir kehren zum Beweis von Sdiz 15114 zuriick. §sj).,.~0 eine Folge inM, (F,,),~¢ die Folge
der zugehorigen Verteilungsfunktionen. Sefe und F' wie im Satz von Helly. Isf’ eine Verteilungs-
funktion, so folgtf,,, = F, alsou,,, = p fUr das durch¥" bestimmte Wahrscheinlichkeitsmafauf
E = R. Zu zeigen ist also, dads unter der Straffheitsannahme tatsachlich eine Vertgdtumktion ist,
d.h. (*).

Seie > 0. DaM straff ist, folgt

3 K kompakty i > 0: pn,, (R\ K) <e

=S3IMeNVi>0: pp,,(R\[-M,M]) <e

=3IMeNVi>0: Ve <-M: F,,(z) <eundVy>M: 1—F,,(y) <e
Dae > 0 beliebig ist, folgt (*). |
Beweis von SafzI5]15: Da0 < F,(z) < 1furallen > 0undz € R, gibt es zu jedenr und jeder
Teilfolge von (F,,(z)) eine Teilfolge dieser Teilfolge, die konvergiert. Durcimen Diagonalschluss
erhalt man:

Es gibt eine Teilfolg& F},, );~o derart, das&r(q) := lim; o F, (q) existierty ¢ € Q.
SetzeF'(z) := inf{G(q) : ¢ > x}. Dann gilt:
i) F,, nichtfallend= G nichtfallend=- F' nichtfallend.

ii) F ist rechtsseitig stetig, denn: Zue R unde > 0 existiert eing > x in Q Mit G(q) < F(x) + e.
Istdannx < y < ¢, sofolgtF(y) < G(q) < F(x) +e.

iil) lim;_. F,, (z) = F(x) an allen Stetigkeitsstellenvon F'. Denn: SeiF’ stetig beir, ¢ > 0. Wahle
y < z derart, das$'(z) < F(y)+eundwahleg,r € Qmity < ¢ <z < rundG(r) < F(z)+e.
Dann ist

F(z)—e<F(y) <G(q) <G(r) < F(z) +e€.
Da
G(q) = lim Fy,(¢) < liminf F,, () < limsup £, (z) < lim Fy, (r) = G(r) ,
folgt
F(z) — e < liminf F,, (z) < limsup F,, () < F(2) + €,

also die behauptete Stetigkeit vénbei x.

Fz) —e<F(y) <G(y), G(r)<F(z)+e



Kapitel 16

Charakteristische Funktionen und der
Zentrale Grenzwertsatz

Ein wichtiges Hilfsmittel zur Untersuchung der Verteilwkgnvergenz reellwertiger Zufallsvariablen
sind diecharakteristischen FunktioneBie Grundidee ist, dass man jedem Wahrscheinlichkeitsiald
ne auf ganR definierteC-wertige charakteristische Funktion derart eineindemntigrdnet, dass eine
Folge von WahrscheinlichkeitsmalRen genau dann schwackekgiart, wenn die Folge ihrer charakte-
ristischen Funktionen punktweise konvergiert.

16.1 Definition (Charakteristische Funktion) a) Sein ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 a(iR, B). Die
Fourier-Transformierte,, : R — C vony,

ou(t) = /em” du(x) [: /cos(tm) du(z) +14 /sin(t:v) d,u(:v)}

wird auch als charakteristische Funktieon 1. bezeichnet.

b) IstX eine Zufallsvariable miP{|X| < oo} = 1, so hei8{px := ¢p, die charakteristische Funktion
vonX. Esist

16.2 Lemma Seip eine charakteristische Funktion.

a) ¢(0) = 1 und|p(t)| < 1 fir allet € R.

b) ¢ : R — C ist gleichmé&f3ig stetig.

c) IstP{|X| < oo} =1, S0 giltpax1(t) = € - ox (at) fur allea,b € R.
Beweis:

a) trivial.

b) Furallet,h € R ist

|(t+h |_‘/ztm zhw_ du

/|ezhm 1| d/L

unabhangig von, und daje?**| = 1 firr alle h undlimj, o e”*® = 1, folgt aus dem Satz von der
majorisierten Konvergenimy,_q [ |e"* — 1| du(z) = 0.

C) E[eit(ax+b)] _ eitb X E[eiatX].
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16.3Lemma a) SindXy, ..., X, unabhangige Zufallsvariablen nit{| X;| < oo} = 1, so ist
PX1++ X, = PXy PX, -
b) Sindu., us Wahrscheinlichkeitsmal3e aRf so ist
Purxpz = Pur " Pus -
Beweis:
a) Wir zeigen das Lemma fiir = 2. Der Rest folgt durch Induktion.
E [eit(Xrl—Xz)} = E [eit%1 . ¢itX2] Unabhangigkeit -, [¢%1] - B [¢itX2]
Dabei haben wir benutzt, dass ganz allgemein fur unalipéfgwertige beschrankte Zufallsvaria-
blenX,Y gilt E[XY] = EX - EY,denn

E[XY]=E[RX -RY — SX -SY +i (RX - SY + X - RY))
= E[RX]- E[RY] + E[SX] - E[SY] + i (E[RX] - E[SY] + E[SX] - E[RY])
= (E[RX] +iE[SX]) - (E[RY] + iE[3Y))
=FX - -FEY.

b) Betrachte unabhangige Zufallsvariablén X, mit Verteilungenu; bzw. us. DaPx, +x, = 1 * 2
(siehe Satg_1119), folgt die Behauptung sofort aus Teil a).

m|
Zum Rechnen mit charakteristischen Funktionen bendtigerin paar analytische Abschatzungen.

16.4 Lemma Firn > 0 undx € R ist

n .
ZnJrl

e —kzo i + A (x —s)"eds mit |I,] < min CESY AT ’ *)

=:1,

insbesondere

le™ — 1| < min{|z|,2} und

; x
w 1 - _ -
e (14 iz 2) <

Beweis: Durch partielle Integration erhalt man fiar> 1:

/(x_s)n—leisdszx__i_ﬁ/ (:C—s)"eisds,
0 0

also

_ i ‘ n—1 _is _ (Zx)n
I,_1= 7)! /0 (x —s)" e ds = y + 1, . %)
Da auBerdem™ = 1+ (¢'* — 1) = 1+ [, ¢'*ds = 1+ Io, folgt (*) aus (**) durch vollstandige
Induktion.
AuRerdem ist

|z n+1
ek [
n! Jo (n+1)!

woraus zusammen mit (**) schlief3lich folgt
=" _ ) l=["

[In] < [In—1] + —r < 2—' .
n! n!
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16.5 Satz (Charakteristische Funktionen und Momente)
Seip(t) die charakteristische Funktion der Zufallsvariablen

) e {25

undy istn-mal stetig differenzierbar mit Ableitungen

a) IstE[|X|"] < oo, so ist
LY
-3 S Bix

k=0

e (t) = B [(iX)ke"™™] (k=0,...,n).

b) Fir jedes € R, fir daslim,, ‘t'i% =0, gilt
o (it)* k
ot) =3 - X

Das gilt insbesondere, fals[e/*X1] < cc.

c) IstE [X?] < oo, S0 istp(t) = 1 + itE[X] — L E [X2] + o(t2) im Limest — 0.

Beweis:
1. Aus LemmaIg6l4 folgt

; k

EX®|<E

I

k=0

|

(X 2X |
< F |min , .
mn+1)" nl

Aus der zweiten dieser beiden Ungleichungen folgt aul3erdem

n

k=0

< hk - k_iuX uX ihX - (ZhX)k
go(u—i—h)—ZEE[(zX)e ll=|E e —Z X
k=0 k=0
<E|eihX _ — (ihX)
- P k!
<ME | X|™ - min |h|.|X|,2 ,
! n+1
=:Zp,

und es bleibt zu zeigen, daks, g E[Z;] = 0: Da0 < Z;, < 2|X|™ und dalimy, o Z, = 0
falls | X| < oo, das heifdt fast sicher, folgt die Behauptung aus dem Satzlgomajorisierten
Konvergenz.

2. Die Konvergenz der Potenzreihendarstellung folgt dieels der Abschatzung in Teil a). AulRer-
dem ist
t[*
Z E[1X|"]

50 dasgimy, ... LEIXY — o falls B [elX]] < .

—E [e‘tx‘] :
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3. Aus Teilm) folgt:

t3 3
EE[|X| 1

IN

2 2
HEB X

‘gp(t) - (1 +itE[X] — gE [Xﬂ)‘ {|X\gr%}}

IN

1 . .
gt*?& +1%.0(1) im Limest — 0.

(Fur den letzten Schritt siehe Bemerkling8.14.)

a
SatAI6.b zeigt eine Beziehung zwischigobalenEigenschaften voi®y , namlich den Momenten, und
lokalen(namlich Differenzierbarkeits-) Eigenschaften wor auf. Der folgende Satz setzt umgekehrt
eine lokale Eigenschaft voRy voraus Px hat Dichte zum Lebesgue-Mal} aRj und folgert daraus
eine globale Eigenschaft vany (¢x (t) — 0 fur [t] — o0).

16.6 Satz (Riemann-Lebesgue)
Hat die Verteilung: Dichte bzgl. des Lebesgue-Mal3esso istlim ;... ¢,.(t) = 0.

Beweis: Seiu = f\, alsof € L3. Seiec > 0 beliebig. Wegen SafzZ111 gibt es eine Elementarfunktion
9= pn_qoxla, mitAy e Bund[|f—g|ld\ < 5. Wegen Satz3TBb gibt es endliche Vereinigungen
By, von Intervallen derart, dass fir= 2221 arlp, gilt

€ € "
/|f—h|dAs5+/|g—h|dAs5+;|ak|-A<AkABk><e

Durch Umnummerierung kdnnen wir annehmen, Bieseien selbst Intervalld3;, = (ug, vi]. Dann ist

ou(t) — /h(x)em dx| = ‘/f(x)e“m dx — /h(:v)em dx| < /|f —hld\<e
und
‘/ ztac dx Z |Oék| / itz dx
|€zitv;C _ 1tuk|
Zla | —
" (652
<92 rl
< Z:j 7
—0 im Limes|t| — co.
Dae > 0 beliebig war, folgt die Behauptung des Satzes. |

Nun wollen wir sehen, wie charakteristische Funktionenhgisder Untersuchung von zentrierten
und standardisierten Summen unabhangiger Zufallsvendielfen kdnnen.

16.7 Satz
Seien X1, X, ... unabhangige identisch verteilte Zufallsvariablen mit:= E[X;] und o? :=
V(X;) < oo. Sei

S o= —

die zentrierte und standardisierte PartlalsummeXl, ..., X,. Dann ist

+2

lim pg- (1) =e™ % .

n—oo
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Beweis: Seiy(t) die charakteristische Funktion der Zufallsvariablp— m, also nach Sa{z_18.5
0.2
ot)=1- 71t2 +t23(t)  wo }m&g(t) —0.

Wegen LemmBI6l3 und Lemihali§.2c) ist dann

0= (+(7)) = (-3) - [(-5) - (- (7)) ]

und im Limesn — oo gilt fir allet € R
t2 " t2
(1 B Zn) —e

2\" t " t2 t t2 t
1—— ] — <mn-|l——— — )l <n—3 —=— 0
‘( 2”) (QO( 7102)) =" ’ 2n go( n02)’_n”025< naz)_> ’

dalu™ —v"| < Ju — | - n - max{|ul, |v|}"~! fur beliebigeu, v € C. O

16.8 Bemerkung SeienX, Y unabhangig und normalverteilx = N(0,02), Py = N(0, p?). Eine
einfache Rechnung zeigt, dass ddhp,y = Px * Py = N(0,02 + p?): Seir? = o’0”  Dannist

U2+p2'
1 1 1 1 2 1 p? 1
—=—=+4+— ud —-——=—(1- = ,
D o2 o4 02( o2 + p? o2 + p?

1 22 (1 72 1 / y? J
= —exp|——|=—-——] )| — [ exp| =
0 T2 P 2 \o2 ot Vo2 p 972 ) W

1 . ( z? )
= X _——
@+ ) O\ 27+ )
Sind daher dieX, im vorigen Satz nacV(0, 1) verteilt, so istX; + - - - + X, nachA/(0, n) verteilt,
t2
und daher ist;; nach\ (0, 1) verteilt. Es folgt sofort, dasgy(o,1)(t) = e~ .

16.9 Korollar In der Situation von Safz_18.7 ist fiir allec R

Jim s (1) = enon () -
Im Rest dieses Kapitels werden wir hauptsachlich zeigass daraus folgt
Ps- = N(0,1) (n — o0),

d.h. wir werden deZentralen Grenzwertsatreweisen. Vorher geben wir noch einige charakteristische
Funktionen an.

16.10 Beispiel Hier sind einige Beispiele charakteristischer Funktianen

Fur die Normalverteilung wurde das in Bemerkdng116.8 ggizéir die tibrigen Verteilungen ist die
Bestimmung der charakteristischen Funktionen eine digfdtbung
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Verteilung Formel Charakteristische Funktion
Normalverteilung \/23776_;_22 dr (—o0 <z < o0) e
Gleichverteilung 1jo.1)(z) dz el
Exponentialverteilung Ae M dr (0 <2< o0) =
Binomialverteilung | (})p"(1—p)" %6, (k=0,1,...,n) (1+p(e —1)"
Poisson-Verteilung e 2y, (k=0,1,2,...) ea(e=1)

Der folgende Satz zeigt, wie man aus einer charakterigtisétunktion auf eindeutige Weise die zu
Grunde liegende Verteilung zuriickgewinnen kann.

16.11 Satz (Umkehrformel und Eindeutigkeitssatz)
Seienu undv Verteilungen auR.

a) Istu({a}) = p({b}) =0, so ist

. 1 T e—ita _ o—itb
ua) = Jim o= [ .

b) Isty, = ¢,, soistauchs = v.
c) Ist [~ _|ou(t)| dt < oo, so hatu die Dichtef (z) = 5= [~ e~"*¢,(t) dt zum Lebesgue-Maf.

Bevor wir diesen Satz beweisen, halten wir zunachst zvwéaehe Korollare fest:
16.12 Korollar Istp,(t) = e, 50 ist = N(0,1).

16.13 Korollar p symmetrisch=>Vt € R: ¢,(t) € R.

Beweis: Sei/l die durchiu(A4) = p(—A) definierte Verteilung auR. Es istp;(t) = [ e du(z) =
[ et du(x) = [ eite du(z) = ¢, (t), so dass

psymmetrisch <— =/ Sat@ You =9 =%, <<= ¢, reellwertig

Den Beweis von SafzI6 11 bereiten wir durch das folgendenharror.

16.14 Lemma FirT > 0 seiS(T) := j;JT st g¢. Dann existiertS(oco) = limp_.. S(T), es ist
0 < S(0) <||S]loc < 00, und filre € R ist

T
/ %tat) dt = sign(a) - S(|a|T) . ¥
0

(Achtung: Das heif3t nicht, das%“(ﬂ iber(0, o) integrierbar ist! Vergleiche die alternierende har-

monische Reihe!)
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Beweis: Beachte,dassfik=1,2,...

2 /<2’€+1>” sint 2
< —dt < —
2

2k + )71 = Jopn t = 2%knm
-2 _ /2<k+1>” sint =2

Addiert man diese beiden Zeilen, so folgt

2(k+1)7m _:
0< / st o L
2km t k(k + 1)7T

so dass5(T") aus dem gleichen Grund wie die alternierende harmonischeeRenvergiert. Ebenfalls
folgt sofort, dasg| S| < oo, und (*) folgt durch Substitution, indem man der Reihe naehkhlle
a=0,a>0unda = —1 betrachtet. O

Beweis von Safz_16]11:

a) Beachte zunachst, dass wegen Lerimd 16.4
efita _ e*itb

it

—fb—al. *)

t

efitb(eit(bfa) _ 1) ‘
- t

<‘t(b—a)

Also ist der Integrand im folgenden Integral beschrankt man kann den Satz von Fubini anwen-
den:

7zta _ 71tb
— / / ztm d,LL( )dt

zt(m a) _ zt(m b) atl
t
271' R /—T ’Lt ,U/( )

_ 1 [1 /T cos(t(z —a))  cos(t(x —b)) @t
R

o Ju li ) o t B t

=0, da der Integrand ungeradetinst

T o —a sin(t(x —
+/ sin(t(z —a)) (t(t %) dt] du(x)

T t

Integrand gerade

_ % 9 /R [/OT Sin(t(ivt —a) _ Sin(f(ﬂi - b))] du()

_1 /R {sign(x —a)-S(|lx —a|T) —sign(z — b) - S|z —b| T)} dp(x)

™

Tzpo 1 S(00) - /R(sign(x —a) —sign(z — b)) du(x)

T
nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz@a — a|T), S(|z — b| T') — S(o0) p-f.s.im
LimesT — oo und||S||e < oo. Dasign(x — a) —sign(z — b) = 11q1(7) +2- 14 (7) + L1y ()
und dau({a}) = u({d}) = 0, folgt

tim 1(7) = 2 (u(a)) + 24((a,0) + (1) = 25(00) - p(la, 1)

T—o00

Um den Beweis von Teil a) zu beenden, bleibt zu zeigen, 8ass) = 7. Vorher wenden wir uns
Aussage c) zu.
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c) Sei[” |pu(t)|dt < co. Dann ist wegen (**)

e—zta _ e—ztb

S| < bl 0] € Ll

und aus dem Satz von der majorisierten Konvergenz und denrv8at-ubini folgt

[\

. 00 efzta_efztb
) = g5 Jim 10 = 757 / N OL

-5/, Ool d‘”} pult
= 1509, b ma ] &

d.h.x hat die behauptete Dichte, falf§oo) = 7.

a’) Wir zeigen nun, dasS(oo) = 5. Sei dazy: = NV(0,1), alsop, (t) = e % e L., Daher ist nach
dem soeben gezeigten

Vo 15() )
s 1 1 e 22
:2S(oo>'m'\/%'/,me c
s 1
= 25(c0) 'E"Pu(x)
_ s 1 7%
T 25(c0) Vor ¢

alsoS(occ) = 3.

b) Seienu,v Verteilungen aulR mit ¢, = ¢,. SeiN := {z € R : u{z} > 0oderv{z} > 0}. N
ist hochstens abzahlbar, und fur jedes Interi@lb) gibt esa,,, b, € R\ N mit [a,,,b,] " (a,b).

Daher ist Teila)
pl(a,0)) = sup p ([an, ba)) "= sup v ([an, ba]) = v ((@,1)

n

alsoy = v.

O
Um auslimy, .o ¢s: = ¢ar(0,1) die Konvergenz’s. = N(0,1), d.h. derZentralen Grenzwertsatz
schlieRen zu kdnnen, benodtigen wir noch den folgenden Sat

16.15 Satz (Stetigkeitssatz)
Seienu, ., Wahrscheinlichkeitsmal3e aRf Dann gilt:

Wn => p  genau dann, wennlim,, . ¢, (t) = ¢, (t) fur allet € R.

Daraus folgt nun sofort unter Beriicksichtigung von KadI&.® der Zentrale Grenzwertsatz.
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16.16 Satz (Zentraler Grenzwertsatz)

SeienX1, X, ... unabhangige identisch verteilte Zufallsvariablen mit:= E[X;] undo? :=
V(X;) < 00. Sei
1 n
S:; = Xk —m
vVno? ;( )
die zentrierte und standardisierte Partialsumror X1, . . ., X,,. Dann konvergiert

Ps;; :>N(0,1) .

Beweis von SafzI6]15: Konvergiereu,, = p. DaRe!™® = cos(tx) und Je'® = sin(tz) fur jedes
t € R beschrankte stetige Funktionemire R sind, folgtlim,, .« ¢, (t) = ¢, (t) aus der Definition
der schwachen Konvergenz.

Der Beweis der Umkehrung beruht auf den beiden folgendemhastian

16.17 Lemma EXxistiertg(t) := lim,, . ¢, (t) fir allet € R und istg stetig beD, so ist(y,, ), straff.

16.18 Lemma Existiertg(t) := lim, .o ¢, (t) fur allet € R und ist(u,, )., straff, so isty(t) charak-
teristische Funktion eines Wahrscheinlichkeitsmaf3esfR undp.,, — v.

Gelte nunlim,, .o ¢y, (t) = pu(t) fur allet € R in Sat416.Ib. D, stetig ist (Lemm&ZIoI2b), folgt
aus Lemm&I617, da$s,, ), straff ist, und aus Lemnfa_I€l]18, dass es ein Wahrscheielicmialy/
gibt mit p,, = v unde, (t) = lim, . ¢, (t) = ¢, (t) fur allet € R. Aus dem Eindeutigkeitssatz
0611 folgt schlieBlickv = i und dahe,, = p. a

Beweis von LemnfaI6]17: Aus dem Satz von Fubini folgt fitr > 0

%/_1(1_%@))@_/: [% /_z (1 eitr) dt] djin(z)

— [ O; E [ i(l—cos(t:c)) dt} dpn (z) — i [ O; E [ isin(t:c) dt] dpin ()

=0

(g [ (-

: 2
22-/ (1—M)dun(w)ZMn{wER:|$|Z—}-
{lol>2} ur “
——

2

[SE

Sei nune > 0 beliebig. Dag(0) = lim,,—,~ ¢, (0) = 1 und dag(t) beit = 0 stetig ist, gibt es zu
e > 0einu > 0 mit

1 u
— 1—g(t))dt .
o YOS
Daher folgt aus (*) und dem Satz von der majorisierten Kogeeg, dass

1/“(1—g<t>>dt\<e,

2 1M
lim sup pr, {xER: |x| > —} < limsup — / (1—p,(t)dt <
u u J_y

n— o0 n—oo U J_y

d.h.(uy ), ist straff. O

Beweis von LemnfaT6118: Da (), straff ist, hat jede Teilfolgé,,); von (i), eine Teilfolge
(i, )j» die schwach gegen e konvergiert. Aus der schon bewiesenes™Richtung von Satz
[I&15 folgt fur jedes solche Limes-Maf3

n—oo
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Aus dem EindeutigkeitssalzI8]11 folgt dann, dass alléolgén (u.,, ,, ); gegen das gleiche MaR
konvergieren, als@,, — v. ]

16.19 Beispiel Sei \,, die Gleichverteilung auf-n, n], also

sin(tn)

o, (t) = $ /_” e dx = ﬁ (sin(tn) — sin(—tn)) = (t#0).

2n tn

Seig(t) := lim, o ¢, (t). Dannistg(t) = 0 fur ¢ # 0, wahrendg(0) = 1, so dasg(t) beit = 0
unstetig und daher keine charakteristische Funktion ighdDist()\,,),, nicht schwach konvergent, ja
nicht einmal straff.

16.20 Beispiel Seia > 0 und seienX1, ..., X,, unabhangig identisch verteilt mit Bernoulli-Verteilung
zum Parametey = -, S, := X +--- + X,,. Dannist

. o .
px,(t) =pe + (1—p) =1+ — (" ~1) ,

also )
es, () = (px, ()" — =D mitn — co.

Dieser Limes ist die charakteristische Funktion der PaisgerteilungP(«) zum Parametet, sieche
Beispield&.ID. Also konvergieRs, = P(«).

Es gibt eine grof3e Zahl von Verallgemeinerungen und Versohgen des Zentralen Grenzwertsatzes.
Einige davon sollen im Folgenden zwar diskutiert, abertieuwiesen werdef.Seien alsoX, Xo, ...
Zufallsvariablen mitny, := EX; undo? := V(X}) < co. SeiV, := V(X1 + -+ + X,,). Mit

n

mk

k:

bezeichnen wir wieder die zentrierte und normalisiertéi#laumme vonX,, .. ., X,,. Um Verteilungs-
konvergenz’s. — N(0, 1) nachzuweisen reicht es wegen des Stetigkeitssaized 16zEbgen, dass

limy, 00 052 (1) = ©ar0,1)(t) = e~ % . Als Muster dafir (im einfachsten Fall) dient der Beweisivo

Sat{16).

Sind dieX; nicht unabhangig, so lasst sich schon der erste Schritt,

n

5.0 = [ ox. ( \/tv) )

nicht Gibertragen. Trotzdem kann man die Unabhangigkeitshme abschwachen (“mischende stati-
onare Prozesse” lautet das relevante Stichwort) und eleatralen Grenzwertsatz beweisen.

Im Folgenden nehmen wir an, dass die unabhangig sind und dasg > 0 fur alle k. Dann ist
Vo =02 +---+ 02, und es gilt die Identitat (*). Da die zweiten Momente dégr endlich sind, gibt es
nach SatET615 Funktioneh, : R — R derart, dasiim;_,q 85 (¢t) = 0 und

2
X (£) = 1 — % (02 + B(t)) im Limest — 0. (%)
Beachte nun, dassu — u? < log(1 — u) < —u fir [u| < 0.48 Geht danr¥/,, — oo fiir n — o0, so
folgt aus (*) und (**) fur hinreichend grol3e

log ps; (¢ Zlog(l——(a,%wk(j/_n))) —g—iznjﬁk(

1Details findet man z.B. in Kapitel 27 vofi [Billingslay].
2 k
2Beachte, daskog(l —u) = —u— % — 302 4 %
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und

n

lo (t) > £ ﬁ(t) t42n: 2+6(t)2

* _— = = 1 ey o ]
Besi= "9 oy, O T avE 2\ T,
Ist nunlim;_.q Bk (¢) = 0 gleichn@Rig ink (das gilt, falls die Familié X ?);~( gleichgradig integrierbar
ist) und sind die Summander} von V,, nicht zu verschieden (es reicht, dasiy, o7 > 0; dann geht
automatisch/,, — oo mit n — oc), so zeigt man leicht, dass

t2
lim log ¢s: (t) = —3 fur allet € R.

Durch ein @hnliches Argument erhalt man z.B. mit der obiljetation:

16.21 Satz (Zentraler Grenzwertsatz unter der Lyapunov-Bdingung)
SeienX1, X», ... unabhangig mib < o7 < oo fir alle k. Ist die Lyapunov-Bedingunerfiillt, d.h.
gibt es einr > 2 mit

so gilt Ps. = N(0,1).

Die scharfste Aussage dieser Art ist

16.22 Satz (Satz von Lindeberg)
SeienX;, X», ... unabhangig mi < o7 < oo fir alle k. Ist dieLindeberg-Bedingunerfiillt, d.h.

gilt fir jedess > 0

IR
lim — ZE [(Xk - EXk)2 ’ 1{(Xk—EXk)225V"ﬂ =0 ’

n—oo
" =1

S0 gilt Ps = N(0,1).

In der Tat ist die Lindeberg-Bedingung fast schon aquivaleir Gultigkeit des Zentralen Grenz-
wertsatzes. Sie folgt aus der Konvergéhz —- N (0, 1) und der zusatzlichen Bedingung

X2
Ve>0: lim max P{—kze}—O.
n—oo k=1,...,n Vn

Eine Verscharfung des Zentralen Grenzwertsatzes lidfariSatz von Berry-Esséen, der die Konver-
genzgeschwindigkeitim Zentralen Grenzwertsatz absthat

16.23 Satz (Berry-Esgen)
SeienX1, Xs, ... unabhéngig mip < o—,% < oo fur alle k. Bezeichnd,, die Verteilungsfunktion voh

S* und® die vonN(0,1). Dann gilt fiir allen € N:

6 n
sup | Fy (2) — ®(x)] < —75 - > E[|Xk— EX,] .
z€R Vi 1

Im Fall unabhangig identisch verteiltar, wird die rechte Seite zebnst - n= 2.

3Siehe z.B. Satz 4.2.10 il JGanssler-Stute].
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Der Beweis basiert auf folgender Abschatzung, diefftr = 5= >, E [| X — EX;[*] den
Anschluss an obig&berlegungen liefert:

dt n 24
[t|  Tav2or’

Fo(a) — 0(a)| < . /T ! ;
su ) —o(x) < — ‘ *( ) —e T
zeg ™ —-T 90571, \/Vn




Kapitel 17

Normalverteilung und zentraler
Grenzwertsatz auf demR*

Die Idee der Normalverteilung lasst sich &ff-wertige Zufallsvariablen verallgemeinern. Der einfach-
ste Fall liegt vor, wenn man einen Zufallsvektor alisnabhangigef®R-wertigen normalverteilten Zu-
fallsvariablen betrachtet. Mit Verallgemeinerungen dieSituation befassen wir uns in diesem Kapitel.

SeiV eine reelle, symmetrische, positiv definitex d-Matrix, insbesonderdet(V') # 0. V' lasst
sich diagonalisieren als

V =UTAU, U Orthogonalmatrix,d.fii” =U~!, A =diag(\1,...,\),

wobei\, ..., \g > 0 die Eigenwerte voiv sind.
Definierefy : R — R,
L Lory—1 )
X)) i=m —F— - X ——x'V X .
@ = e ©® ( 2
Furd = 1 undV = (0?) ist fy- gerade die Dichte zW/(0, 02). Allgemein gilt:

> fy >0,

> fy(M~1lz) =|det(M)| - farvarr (z) fur invertierbare reelle x d-Matrizen M, da
det(MVMT)/det(V) = det(M)?, so dassy (U ~'x) = fa(x), also
> g Sy (@) de = [pu fy(Ura)de = [p. fa(z)de = H?Zl ﬁ I e T dx; = 1, wobei wir
den Integraltransformationssatz und die Tatsakhél”) = det(A) = Hle A; benutzt haben.
Daher istfy eine Wahrscheinlichkeitsdichte (zum Lebesgue-MaRRsuf

17.1 Definition (Normalverteilung aufR?) Die Verteilung mit Dichtef, aufR¢ hei3td-dimensionale
Normalverteilungmit Erwartungd und Kovarianzmatri¥’, kurz\ (0, V).

Diese Sprechweise wird durch folgenden Satz gerechtfertig

17.2 Satz (Eigenschaften der Normalverteilung auR?)
SeiX = (Xy,...,Xq)7T eineR?-wertige Zufallsvariable, deren Verteilung Dichte hat.

a) Ista € R?, soistP,r x = N(0,aTVa).
b) CO’U(XZ',XJ') = Vij (’L,j = 1, oo ,d)

¢) Xi,...,Xq sind unabhéngig genau dann, wann= A.
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Beweis:

a) Wir bestimmen die charakteristische Funktion wdi:

E [et"X] = / e fy(2) dr = / M (U ey de (U =UTM)
R R

R i1 2w
d
- H exp (——t2 ((UUL);F)2 AJ) (BeispieI6.1D)
j=1
= exp —%tQ Z ((Ua)?)2 )\j> = exp (— tQ(Ua)TA(Ua))
j=1

= PN(0,aTVa) (t)

b) Im Folgenden stehE[Z], wennZ eine Matrix mit zufalligen Koeffizienten ist, fir die Matrder
koeffizientenweisen Erwartungswerte.

(Cov(X;, X;)),; = BE[XXT] = /

zxt fy(z)de = / UTx(UT2)T fy (U ) da
Rd

Rd

:/ UTxa:TUfA(a:)da::UT-/ zxl fo(z)de - U=UTAU =V,
Rd

Rd
denn
d 1 z%
zixifale)de = | ... | x;x; e Pk dry...dx
,/]Rd i ij( ) ,/]R /]R [ jk1;[1 /—27T)\k 1 d
22 x?
J. x-#efﬁidmf T; —A— e_Wjida:-:O (i # j)
R Vi3 iR i
i o
Jg ©? T;)\i(fwwtclari:/\i (i =7)
c)

2

d
. 1 _ % .
X1, ..., Xq unabhangig= fv(z) = [ | e T = fy = fa 22NV = A

a
Das Transformationsverhaltdrdimensionaler Normalverteilungen beschreibt der foltpeBatz.

17.3 Satz (Lineare Transformationen mehrdimensionaler Nomalverteilungen)
Seid" < d undM eined x d-Matrix mit vollem Rangd'. Ist dannX nachN(0,V) verteilt, so is

MX eine nach\V'(0, MV MT) verteilteR? -wertige Zufallsvariable.

Beweis: Wir beweisen diesen Satz in drei Schritten.
1. Schritt:d’ = d. Dann istM invertierbar und fir messbar@&sC R< ist

P(MX € B) = /IB(Mx)fv(x)d:c:/1B(y)fV(M_ly)|det(M_l)|dy

= /1B(y)fMVMT (y) dy
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2. Schritt: M = (M, 0) fur eine invertierbare’ x d’-Matrix M. Weitere Notation:

X1 & ; Vin Vi Cu :
X = , X1 R® -wertig, V = , V11 eined’ x d'-Matrix.
< Xo ) ! g < Vo1 Vaz > 1

DannistM X = M Xy, alsoPyx = Py, = N(0, MVi1MT) = N (0, MV MT) nach Schritt 1.

3. Schritt: M_sei nun beliebig. Dann gibt es eine orthogonate d-Matrix R derart, das/R~! =:
N = (N,0).fiNach Schritt 1 istPzx = A’(0, RV RT), nach Schritt 2 daher

Pux = Pypx = N(0,NRVR'NT) = N (0, MV MT) .

O
Nun kommt der folgende Zentrale GrenzwertsatZiinwertige Zufallsvariablen nicht iberraschend.

17.4 Satz (Zentraler Grenzwertsatz imR?)
SeienX 1, X,, ... unabhangige und identisch verteiké-wertige Zufallsvariablen mit Erwartungs-
wertvektor) und KovarianzmatriX’. Dann konvergiert

Der Beweis benutzt die folgende Charakterisierung von ¥é&teinlichkeitsmaf3en durch ihre ein-
dimensionalen linearen Projektionen.

17.5 Satz (Cran&r-Wold-device)
SeienX undY Zufallsvariablen mit Werten iriR®. Dann giltPx = Py genau dann, wenB,r y =

P.ry fiir allea € R?.

Die “="-Richtung ist trivial. Der Beweis der Umkehrung beruht al&m Eindeutigkeitssatz fur
charakteristische Funktionéf'-wertiger Zufallsvariablel, denn ausP,ry = P,ry furallea € R4
folgt E[e'®" X] = E[ea” Y] fur allea € R,

Beweis von SalzTT.4: Da die X; identisch verteilt sind, ist die Konstante= Z?:l E[X7,] furalle
1 dieselbe. Se¥,, := \/iﬁ >, X,. Fur die euklidische LangeZ,, |, des zufalligen Vektor&,, gilt:

d d n

B2 =Y BlZ2,1 =3 2 S B = Y e=c

Jj=1 7j=1 =1 =1
Daher folgt aus der Chebyshev-Ungleichung fir jedes0

C
P(|Z]s>7r) < o)

und die Folge der VerteilungeR;, ist straff, d.h. relativ folgenkompakt bzgl. der schwackemver-
genz (siehe Safz15114). Zu zeigen bleibt daher, dass jedamshe Haufungspunkt val,;  mit der
NormalverteilungV'(0, V) Gbereinstimmt. Gelte als#,,, = Z. Dann folgta” Z,,, = o Z fur alle
a € RY. Andererseits folgt aus dem eindimensionalen Zentralem@wvertsatz

1 n

T T T

a' Zn, = — g a' X; = N(0,a" Va),
Vn =

dennV (a” X;) = a*Va nach SatE718. Also is®,r, = N'(0,a” Va), d.h.P,r, = P,y falls Py =
N(0,V), fur allea € R?. Mit dem Cramér-Wold-device schliet man, d&ss= Py = A(0,V). O

1R transformiert die ZerlegunB< = ker(M)~+ + ker(M) nachR? @ Ri—4",
2Sjehe z.B.[[Ganssler-Stiite, Satz 8.7.1]
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Wir beschlieBen dieses Kapitel mit einer Anwendung von E2f2 auf die Statistik normalverteilter
Beobachtungen. Seien zunachst . . ., X,, u.i.v. Wir bezeichnen dasmpirische Mittel der X; mit

>x
i=1

X:

S|

und ihreempirische Varianz mit

1 & -
52 = — (X - X)2.
i=1

Beachte, das&[X] = E[X;] und

E[s? = — > EIXE - % 03 BN+ %Z SOEXXS] | = VX,

n—1 . — £
=1 j=1 =1 j=1

Sind dieX; normalverteilt, so gilt

17.6 Satz (Unabkngigkeit von X und S? bei normalverteilten Stichproben) )
SeienX1, ..., X, u.i.v. nach\'(u, o*). Dann sindX undS? unabhéngigX istN (u, <-)-verteilt, und
n-152 istx?_,-verteilt. (2 _, ist die Verteilung vorZ? + - -- + Z2, wenn dieZ; u.i.v. nach\' (0, 1)

o2

sind.)
Beweis: SeiaV), ..., a(™ das folgende Orthonormalsystemnirt:
JCO N (I S
V'l yn
a®) = | = ! R ! ,,/k_l,o,...,o
VE(k—1) Jek—1 V&
firk = 2,...,n, wobeial®. ... al¥) = 0. BezeichneA die Matrix mit den Zeilera(V, . .., a(™

k41>

undX = (Xi,...,X,)T. DannistY := AX = A(X — 1) + pAl nachN (uAl, Ac?IdAT) =
N(pA1,021d) verteilt (SatI7I3), so dass dig¢ unabhangig normalverteilt sind. Da = (a(")X =
v/n X und

SVE=YTY - Y2 =XTX - nX? =Y (X; - X)? = (n— 1),

=2 =1

sind X undS? unabhangig.

Aus A1 = (v/n,0,...,0)T folgt dannX = ﬁYl ~ N (i, Z), und zusammen mitt 2 =

Yoy ()% aucht s ~ x ). D
Ein analoges Ergebnis fidrdimensional normalverteilte ZV'en gilt ebenfalls.
Eine Konsequenz dieses Satzes und der Formeln fiir die Mierden Normalverteilung ist, dass

_ — 0'2 20’4
E[X]=pu, VIX] = — =0 und E[S?] =02 V[S? =

— 0 mitn — oo,
n—

so dassX undS? erwartungstreue und konsistente Schatzepfiizw. o2 sind.



Kapitel 18

Zerlegungsstze fur Malde

Ziel dieses Kapitels ist es, zu zwei gegebenezndlichen MaRep undv auf einem messbaren Raum
(2, A) eine messbare Mengé € A mit folgenden Eigenschaften zu finden:d)A¢) = 0 und 2)v|4
hat Dichte bzgl .

Zunachst wiederholen wir ein paar einfache Tatsachen asgegangenen Kapiteln. Sél, A)

ein messbarer Raum.

> Isth : Q — [0, +oc] A-messbar, so wird durdn(A) := [, hdu (A € A) ein MaB autA definiert.
v ist endlich genau dann, werne L}L. (Korollar[83) Man sagtv hat Dichteh bzgl. u, kurz:

v=hyu und h:%.
dp

> Isty = hy, so gilt fir messbarg : Q — [0, +o0]

/fdu:/fhdu *)

Fir beliebige messbarg : © — R gilt daher:f € £ <= fh € £, und fir jedesf € L,
gilt (*) ebenfalls. (Diese Aussagen wurden nicht explitst&atz bewiesen, folgen aber leicht durch
“algebraische Induktion”, vergl. den Beweis zu 9aiz17.20.

> Beispiele sind u.a.:

a) Normalverteilung auR:  Lebesgue-MaR auR, h(z) = ﬁ exp (— (””2_;?)2), m € R,
o? > 0, siehe BeispidZI319.
b) Exponentialverteilung aué, co): i Lebesgue-MaR a6, «), h(z) = ae™**, a > 0, siehe

UbungI3ID.

In den uns interessierenden Fallen bestimmt ein Mal3 sdttgdeindeutig (so es Uiberhaupt eine hat).

18.1 Satz (Eindeutigkeit der Dichte)
Seienu, v o-endlich. Hatr sowohl Dichteh, als auch Dichtés bzgl. i, so isthy = ho p-f.s. Also ist

die messbare Funkti(% u-f.s. eindeutig definiert.

Beweis: Dap undv (und damit auch: + v) o-endlich sind, gibt esA,, € A, A, " Q, u(A,) +
v(A,) < co. Esreicht zu zeigen, dass = hs p-f.s. sicher aufjedem,,. Sei daheB,, := A,,N{h; >
hg}. Dann iSthn(hl — hg) d/L = V(Bn) — V(Bn) =0und daan (hl — hg) >0, fOlgt h1 —hy =0
u-f.s. auf B, siehe Sati 7l#a. Analog zeigt mapn — hy = 0 p-f.s. aufA, \ B,, zusammen also
hy = ho p-f.s. aufA,, fur jedesn. O
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18.2 Bemerkung Istv = hpu, so gilt
AeApu(A)=0 = v(4)=0 (**)
Dadurch motiviert definiert man

18.3 Definition (Absolut stetig) Sindu, v zwei Mal3e au(s, .A) und gilt (**), so heil3t> absolut stetig
bzgl. i1, kurz:v < . Man sagi, undv sind aquivalentkurzy, =~ v, falls p < v undv < p.

Aus dieser Definition folgt sofort: Hat Dichte bzgl.u, so istv < u. Wichtigstes Ergebnis dieses Ka-
pitels wird sein, dass fitr-endliche Mal3e auch die Umkehrung davon gilt (Satz von Radikodym).
In vielen Fallen lasst sich Absolutstetigkeit durch eif+Kriterium charakterisieren.

18.4 Satz €-6-Kriterium)
Seienu, v Mal3e auf(, A). Gilt

Ve >035 >0VA€e A: u(A) <dé = v(A) <e, (***)

soistv < u. Istv ein endliches Mal3, so gilt auch die Umkehrung.

Beweis:
“=" SeiA e Amitpu(A) =0. Wegen (***)istv(A) < e fur jedese > 0 und daher(A4) = 0.

“«<" Seiv endlich. Angenommen (***) ist falsch. Dann gibt es ein- 0 und eine Folge vod,, € A
(n € N) mit u(A,) < 27" aberv(A,) > e fur alle n. BetrachteA := limsup,,_,., 4, =
Mozt Upsn Ak Dann ist

k>n k>n k>n

w(A) < lim p (U Ak> < lim Zu(Ak) < lim 22_’“ =0
aber

n—oo

v(A)” endien Jim o (U Ak> >infr(A,) >e>0
k>n

im Widerspruch zw < pu.
O

18.5 Beispiel Die Aquivalenz im vorhergehenden Satz gilt ohne die Endlidisleginahme an nicht.
Beispiel: 1 =Lebesgue-MaR auf), 1], v(A) := [, L dx. Dann istv o-endlich aber nicht endlich,
u =~ v, aber fir die Mengent,, = [27",2- (V] gilt: u(A4,) = 27" — 0, v(A4,) = log2~ (=1 —
log2™" =log2.

18.6 Definition (o-additive Mengenfunktion, signiertes MaR) Sei (€2, .A) ein messbarer Raum. Eine
Funktiony : A — R heilSto-additive Mengenfunktionder signiertes Mafalls

i) p(U,—y An) = > 02, ¢(Ay) fur paarweise disjunktd.,, € A.

18.7 Bemerkungen

a) Dayp(A) € R, also|p(A4)] < oo firalle A € A, istlim, .o Y >, ¢(Ar) = 0 flr paarweise
disjunkteA,,. In diesem Sinn ist auch die Konvergenz in Punkt ii) der obiBefinition zu verste-
hen.Aus KorollaEZI8]1 folgt dann allerdings spater disadlte Konvergenz.

b) Einecs-additive Mengenfunktion ist in der Regel nichtsubadditiv.
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18.8 Beispiel Sind i, v endliche MaRe auf(2, .A), so isty = 1 — v ein signiertes Maf3. Wir werden
zeigen, dass jedes signierte Mal so darstellbar ist.

18.9 Satz (Zerlegungssatz von Hahn)
Seip : A — R ein signiertes Maf3. Dann gibt es disjunkte Mengen )~ € A, QT U Q™ = Q,
sodas(E) > 0 firalleE C QF, E € A, undp(E) <O0firalleE CQ ,E € A.

Beweis: Seia := sup{p(A) : A € A}. Wir werden zeigen, dass es ¢l € A mit (1) = «
gibt. Danniste e RundfurE C Q1, E € A, gilt

a> Q" \E)=p(Q") - ¢(E) =a-¢(E),
alsop(E) > 0.FUrE C Q™ :=Q\ QF, E € A, gilt
a> QT UE)=¢(Q) +p(E) =a+p(E),

alsop(E) < 0.

Wir zeigen nun die Existenz voit € A mit p(Q1) = a. WahleA,, € A mit p(A,,) — a und
setzeA = J,—, A,. Day auch negative Werte annehmen kann, besteht das Problem dass die
A, auch fur gro3ex noch “Inseln negativer Masse” enthalten kbnnen. So kanm mieht, wie im Fall
eines Mal3es schlieBen, dggsi) > lim,,—,o ¢(A4,) = a. Zum Beispiel kdnnten did,, von der Form
QT UE, mit0> ¢(E,) — 0und{J, E, = Q~ sein. Dannwarel = QT UQ~ = Q und nichts ware
gewonnen. Deshalb miissen wir genauer indljenineinschauen.

Fir jedes: betrachte di€” Mengen);_, Aj, wobei jedesd), entweder gleichi;, oderA\ Ay ist.
Diese Mengen bilden eine Partiti@h, von A. (Einige der Mengen kdnnen auch leer sein.) Setze

C, = U P.

PePn, o(P)>0

Da A,, Vereinigung de2™~! MengenA,, N ﬂZ;ll Al st istp(Ay,) < o(Ch).

Betrachte firn < n die Mengenk), = C,,U- - -UC,,. DajedesP € P, in genau einend) € P,,_
enthalten ist, ist furm < n die MengeE", \ E"~! disjunkte Vereinigung von MengeR € P,, mit
o(P) >0, alsop(E™ \ E""1Y) > 0.FUrE,, :=J, -, C,dgitdannE? /' E,, (n — oo) und

P(Am) < 0(Cm) = @(EJ) < o(Ep)+ > w(ER\ER™)
n=m-+1
=¢ <EZZ v U @ \Eﬁl)> = ( U Eﬁl) = @(En) -
n=m-+1 n>m

SetzeQt = (N >_, B, alsoE,, \, QT. Dannist

P(Em) =¢ (QJr U U (En\ En-H)) = () + Z P(En \ Entr) B@‘P(Q+) (m — o0) .

n>m n>m

Also:
a= lim ¢(A4,) < lim o(E,) = o),

m— 00 m— 00

was zu zeigen war. m|
Der Satz von Hahn fuhrt direkt zur Zerlegung eines sigaieitlalies in einen positiven und einen
negativen Teil, disinguar zu einander sind.

18.10 Definition (Singularitat von MalRen) Zwei MaBeu undv aufA sind singulazu einander, kurz
w Ll fallseseind € Amitp(A) =0=wv(Q\ A) gibt.
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18.11 Korollar (Zerlegungssatz von Jordan) Seiy ein signiertes Maf3 ayf, A). Dann gibt es end-
liche MaBBep™ undyp™ auf A mit = o+ — = undp™ 1L ™.

Beweis: SeiQ2 = QT w Q™ die Zerlegung aus dem Hahn’schen Satz. SetzeA) := p(A N QT),
e (A) = —p(ANQ7). o
Es folgt einer der beiden wichtigsten Satze dieses Kapitel

18.12 Satz (Zerlegungssatz von Lebesgue)
Sei(2, A, 1) o-endlich und sei ein weiteres -endliches MaR3 auf2, A). Dann lasst sich wie folgt
in zweio-endliche Mal3e zerlegen:

V = Vabst Vsing, Vabs<< [y Vsing L

vaps hat Dichte bzgly, unddZ—f’fs ist A-messbar ung-f.s. endlich.

Eine sofortige Konsequenz daraus ist der bekannteste Baesdapitels.

18.13 Korollar (Satz von Radon-Nikodym) Sei(), A, u) o-endlich und sei ein weiteres -endliches
Maf auf(f2, A). Dann hatv Dichte bzgl.,. genau dann, wenn < p. Ist das der Fall, so isgﬁ A-

messbar ungd-f.s. endlich.j—z hei3t auch die Radon-Nikodym-Ableitungpnv nachp.

Beweis: “="ist BemerkundI812. Fur<” wende Satf 1812 an. Zu zeigen bleibt dana v, Sei

dazuA € A so, dasgi(A) = 0 undusing(2 \ A) = 0. Dav < p, folgt darausssing(A) < v(A) = 0,

also insgesamising(2) = 0, d.h.v = vaps O
Zum Beweis des Lebesgue’schen Zerlegungssatzes bemitigiolgendes Lemma:

18.14 Lemma Seienp, v endliche MaB3e auf?, A), n Y v. Dann gibt es eill € A mit u(A) > 0
und eine > 0 derart, dass

e-u(F)<v(E) firalleE C A, E € A.

Beweis: SeiQ) = Q W Q, eine Hahn-Zerlegung zum signierten MaR — %N)- Dann istM :=
MNn>o 2, die Menge derjenigen Punkte§t in denen }: unendlich mal so viel Masse konzentriert wie
v".DaM C Q furallen,ist(v—1u)(M) < 0,d.h.v(M) < Lu(M) furallen und daher(M) = 0.
Dap L v, folgt un(Q\ M) = p(U,-0 %) > 0, d.h.u(F) > 0 fur mindestens eim = ng. Mit
A=Qf unde = L istdannu(A) > 0und(v — eu)(E) > 0firalle EC A, E € A. O

Beweis von Safz I8]12: Wir betrachten zunachst den Spezialfall, dassnd » endliche MaRe sind.
Unser erstes Ziel ist es, ein maximales Element in der Famili

G = {g : Q2 — [0, oo]‘g A-messbar,/ gdu <v(A)VA € A} .
A

zu konstruieren. Von dem zeigen wir dann, dass es die gesDatiite vornpsist.
Natirlich istg = 0 € G, alsoG # (). Wir zeigen:

91,92€G = max{q, 92} €G. *
Setze daz = {g1 > go}. Dannistfurd € A

/ max{gl,gg}duz/ gldu—i—/ g2du <v(ANE)+v(A\E)=v(A).
A ANE A\E

Sei nuny := sup{ [ gdup : g € G}. Wir konstruieren einf € G mit [ fdu = . Wahle dazu
gn € G Mit [ g, du — ~ und setzef,, := max{g,...,gn}. Wegen (*) istf,, € G furallen, und es ist
0 < f1 < f2 <....Aus dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt dahef férsup,, f,.:

/fdu:sup/fndugu(A) VAe A
A n Ja
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und

/fduzsup/fnduzsup/gnduZ”y-

Alsoistf e Gund [ fdu =~ <v(Q2) < co.
Definiere nunvaps undsing durch

VapdA) := /Afdu, Using(A) 1= V(A) — vap{A4) .

Dann istvaps < w1 ein endliches Mal3 mid-messbarer ung-f.s. endlicher Dichtef bzgl. 1, und da
Using(A) = v(A) — fA fdp > 0 (wegenf e G), ist auchusing €in endliches Mal3. Bleibt zu zeigen:
Vsing L p.

Angenommen, es wangijng £ p. Wegen Lemm@&I814 gabe es datire A mit p(4) > 0 und
e > 0 derart, dass - (E) < vsing(E) VE € A, E C A. Also ware fir alleB € A

/B(f +ela)du= /deu +epu(BNA) < vapdB) + Using(B N A) < vapd B) + vsing(B) = v(B) ,

d.h.(f +e14) € G, im Widerspruch zuf (f + € 14) du = v + € u(A) > ~. Daher istvsing L 1 und der
Satz ist fur endliche. undr bewiesen.

Um daraus die Aussage firendlicheu undv herzuleiten, benutzen wir die Charakterisierung der
o-Endlichkeit aus LemmBILIL0: Es gibt strikt positifes £}, undg € L. Seij = fu, v = gv. fi
und# sind endliche MaBe auf?, .A). Aus dem ersten Teil des Beweises folgt:

U = Ugps+ Dsinga Vaps <K ﬂa ﬂsing i /1 .

Setze
Vabs ‘= —Vabs, Vsing := _ﬂsing-
g g
Dann ist
1_
Vabs+ Vsing = ;V =v,
1 - 1 di)absN o i di)abs

Vabs = Uaps K [l /2[4 UNdvaps = —Daps= ——— M p )
g g dp g dp

Using L 1, daVsing ~ Using undp = i .



Kapitel 19

Bedingte Wahrscheinlichkeit, bedingte
Erwartung

Wir beginnen dieses Kapitel mit einer Diskussion des Bégdér bedingten Wahrscheinlichkeit, die
sich an die Vorstellungen der elementaren Stochastik atleh

Sei (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraumy, B € A. Die bedingte Wahrscheinlichkeit vaa
gegebemB ist P(A|B) = ngégf). Ist Q@ hochstens abzahlbar ud({w}) > 0 fir jedesw € , so
kann man auf diese Weise die bedingten Wahrscheinlichkéited|w) := P(A|{w}) definieren. Ist
aberP({w}) = 0 fir jedesw € €2, so muss man dazu etwas weniger naiv vorgehen. Wir illustrie

eine solche Vorgehensweise zunachst im Rahmen der elareargtochastik.

19.1 Beispiel Seig = (B; : i € I) eine endliche oder abzahlbare Partition ¥din messbare Mengen
positiven MaResF = o((3). (F ist die o-Algebra aller Mengen, die sich als Vereinigung von Mengen
B; darstellen lassen.) Dann definieren wir fie A

PIA|F](w) := ) 1p,(w) - P(A|B).
el

P[A|F] ist also eineF-messbare Funktion. Sie nimmt alif den WertP(A|B;) an und zeichnet sich
durch folgende Eigenschaft aus: Fur alec F ist

/BP[Ayf] dP =Y P(A|B)) / 1, dP =Y P(A|B;) P(BNB)

- B N
I I
€ € =0 oder=P(B;)

> P(AB)P(Bi))= Y. P(ANB;)=P(ANB)

iel,B;CB icl,B;CB
= / 14dP = (14P)(B) .
B
DaB € F, folgt
| PlAIFIaRs = (14P)#(B)
Mit den Bezeichnungen des letzten Kapitels ist daher:

d((1aP)7)
d(Pr)
eine Radon-Nikodym-Ableitung tiber dem messbaren R&Qn#). Damit ist P[A|F](w) zwar nur

noch fur P-f.a. w eindeutig definiert, aber dafur kann man diese Vorgeheissveif sehr allgemeine
Wahrscheinlichkeitsraume Gibertragen. Das ist das Zésles Kapitels.

PlA|F] =
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Sei nunf eine Teilo-AlgebravonA. Beachte, dass fur messbafes) — R gilt: (f P);r < Pr.

19.2 Definition (Bedingte Wahrscheinlichkeit, bedingte Ewartung)

a) SeiA € A. Die F-messbare Funktion

d((1a P)x)
d(Pr)

heil3t bedingte Wahrscheinlichkeibn A gegeber¥ .

P[A‘]:] =

b) Sei0 < f € L}. Die F-messbare Funktion

d((f P) )

Bl = d(Pr)

heil3t bedingte Erwartungpn f gegeberf.

c) Seif = f* — f~ € L}. SetzeE[f|F] := E[f|F) — E[f~|F].
Wenn notig schreibt man zur Verdeutlichung atg f | F).

19.3 Bemerkungen
a) P[A|F] = E[14|F).

b) P[0|F] = 0und P[Q|F] = 1.

c) 0 < E[f*|F] ist P-f.s. definiert und endlich, dg* P ein endliches MaR ist (Satz von Radon-
Nikodym).

19.4 Lemma (Charakterisierung bedingter Erwartungen und kedingter Wahrscheinlichkeiten)
Seienf, g € LY, g seiF-messbar. Dann gilt:

a) Istg- E[f|F] € L}, soist[ g E[f|F]dP = [ gf dP. Aquivalent dazuE[g - E[f|F]] = E[gf].
Insbesondere ist, E[f|F|dP = [, f dP furalleB € F.

b) Esgilt [, gdP %; [ fdP furalle B € F genau dann, Werm%; E[f|F].

c) IstC einn-stabiler Erzeuger vair, ) = | J,—_, C,, fiir geeignete’,, € C undistf, gdP = [ f dP
firalleC € C, so istg = E[f|F].

BeachteAlle Gleichungen und Ungleichungen, die bedingte Erwaggm(oder bedingte Wahrschein-
lichkeiten) involvieren, kbnnen immer nur fast sicherstanden werden, da Radon-Nikodym-Ableitungen
nur fast sicher festgelegt sind! Wollen wir eine bedingte&itung oder Wahrscheinlichkeit als iiberall
definiert verstehen, so wahlen wir eine Version davon. 8tidann messbar bzgl. derAlgebra, auf die
bedingt wird.
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Beweis:

a) Dag F-messbar ist, ist
[out1A1aP = [gBl|A ARy = [ga((s Pyr) = [gdirp) = [asar.

b) Wir beweisen diquivalenz fir “<”; firr * >” verlauft der Beweis genau so.
“«<” SeiBe€ F.Dannistf, gdP < [ E[f|F]dP 2 Jg fdP.
“=" Seih:= E[f|F] - g. Dannisth F-messbar und

02/ th:/ E[f|.7-']dP—/ gdP:/ fdP—/ gdP >0,
{h<0} {h<0} {h<0} {h<0} {h<0}

alsoP{h < 0} =0, d.h.g < E[f|F].

¢) Man zeigt leichtD := {C € F : [,gdP = [, fdP} ist ein Dynkin-System. D& C D ein
N-stabiler Erzeuger fUf ist, folgt aus SatE 115, dass = o(C) = D(C) C D. Aus Teil b) des
Lemmas folgt nury = E|[f| 7).

0O

19.5 Beispielea) F = A. DannistE[f|F] = f, da (;;l‘*‘) d(j;f) = f.

b) F trivial (d.h. P(A) = 0 oder1 fiir alle A € F). Dann istE[f|F] = E[f], daE[f] die einzige
P-f.s. konstante Funktion ist, die den gleichen Erwarturggswie f hat.

c) IstY € £}, unabhangig vorF, so istE[Y | F] = E[Y], denn fiir alleB € F ist

/MYM%JMWMﬂ:/EWMP

und daraus folgE[Y'| 7] = E[Y] nach Lemm&T93b. (Beachte, dass das vorhergehende Beispie
ein Spezialfall dieser Aussage ist.)

d) SeiF = o(B), 8 = (B;|i € I) eine hdchstens abzahlbare messbare Partitiofvmit P(B;) > 0.
Dann ist (
d((1aP)5)
PlA|F] = iPy = 1p, P(A|B))

el
wie in Beispie[IQ1L. Allgemeiner ist in diesem Fall

1
BUIF =3 7y [ rap-is..

e) Sei(Q, A) = (1 x Qa, 41 x Az), Py ein Wahrscheinlichkeitsmall adfi und K ein stochastischer
Kern von{; nachA,. SetzeP := P, x K (siehe Satg1117). Dann ist filr € A

PlA|ny ' Ay (wr,w2) = K (w1, Au,)

wo Ay, = {ws € Qo : (w1, ws) € A}. Das folgt aus LemmiaI3#c, denn fur alle= B; x Qs €
—1 HS
T Ay gl|t.

/BK(wl,Awl) AP (w1, ws) = /

= K(wl,Awl)dpl(wl)
B

= [ K(wi,(ANB),,)dPi(w)
1971

=P(ANB)
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wobei man beachte:

A, fal B
(AﬂB)M:(Aﬂ(leﬂg))w]:{ p falswr € B

0 sonst

19.6 Satz (Elementare Eigenschaften der bedingten Erwarhg)
FurX,Y, X, € L}, unda, 3 € R gilt:

a) ElaX + BY|F] = a E[X|F] + BE[Y|F].

b) X <Y P-fs. = E[X|F] < E[Y|F] (Insbesonderér < P[A|F] < 1)

¢) X F-messbar= E[X|F] =X

d) |E[X|F)| < B[] |7]

e) Istlim,, .., X,, = X P-f.s.und|X,| <Y P-f.s.firallen,Y € L}, so ist

lim E[X,|F] = E[X|F] P-fs.

n—oo

Beweis:

a) Seip := a E[X|F] + B E[Y|F]. ist F-messbar und fuB € F ist

/(de
B

Die Behauptung folgt aus Lemrha18.4b.

b) Fir jedesB € Fist [, E[X|F|dP = [, X dP < [,Y dP, also nach Lemma T3t [ X | F] <
E[Y|F].

a/BE[X|]-"]dP+6/BE[Y|]-"]dP:a/BXdP+6/BYdP

/ (aX + pY)dP
B

¢) Folgt aus LemmBIdMb fifi= g = X.
d) Folgtaus Aussage b), daX < |X|.

e) SeiZ, := supys,, | X — X|. Dann gilt: Z,, \, 0 P-f.s. und0 < Z,, < 2Y, so dassf ZndP — 0
nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz. AuBerdel X, | 7| — E[X|F]| < E[Z,|F]

wegen Aussage a) und d), und es fﬂmZn\]-"] \. Z > 0 P-f.s. wegen Aussage b). Zu zeigen
ist Z = 0 P-f.s., was weger > 0 aquivalent ist zuF[Z] = 0. Das folgt aber au§ ZdP <
[ ElZy|FldP = [ Z,dP — 0.

O

19.7 Satz
SeienX € L}, Y F-messbarun&Y € L},. Dann ist

EXY|F]l=Y - E[X|F] *

Beweis: Beide Seiten von (*) sindF-messbar und fuB € F ist

/Y-E[X\f]dP:/1BY-E[X|f]dPL/1BYXdP:/ Y X dP
B F-mb B
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Die Behauptung folgt aus Lemria18.4b. O

19.8 Satz
SeienfF, C F, Teil-o-Algebren vonA, X € L},. DannistE[E[X | F]|Fi] = E[X|F].

Beweis: Die linke Seite istF;-messbar, und fuB € F; C F» qilt

/BE[E[X].FQH}"l]dP:/BE[X]}"Q]dP:/BXdP.

Die Behauptung folgt aus Lemrha18.4b. O
Sind 4;, € A paarweise disjunkt{> 0), so ist
P L—lek‘}‘ =F|lim > 1y, f] SE® i B | 1, f] SER i ST [14,|F]

= *

S P4

=1

Da auRerdenP[)|F] = 0 und P[Q2|F] = 1 (BemerkundI9I3b), liegt die Vermutung nahe, dass die
Abbildung A — P[A\}‘] (w) fur jedes (oder fuP-fast jedes)o ein Wahrscheinlichkeitsmal aufist.

In voller Allgemeinheit ist diese Vermutung leider falsclenn fur jede FolgéA,,),.~o paarweise
disjunkter Mengen id kann dies-Additivitat von PJ. ]}‘] (w) in (*) auf einer anderen Nullmenge von
w’s verletzt sein, und die (Uberabzahlbare) Vereinigwigreer Ausnahmemengen muss keine Nullmen-
ge sein. Ein Beispiel dafirr, das auf der Existenz nicht Boressbarer Teilmengen vd, 1] beruht,
wird in [Billingsley, Problem 33.13] vorgestellt.

Es gilt jedoch:

19.9 Satz (Existenz bedingter Borel'scher Wahrscheinlidkeitsverteilungen aufR)
Ist P ein Wahrscheinlichkeitsmal3 auf den Borel-MengevonR und istF eine Teilo-Algebra von
B, die alle Borel-Nullmengen enthélt, so gibt es einen sastischen Kerix » von(R, F) nach(R, B)
derart, dass fiir jede$ € B

P[A|F)(z) = K#(z, 4),

d.h. fiir jedesA € Aist Kz (., A) eine Version vorP[A|F].
Die K x(z, .) heiBen bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Beweis: Furr € Q seiF(r, .) eine Version vonP[(—oo, ]| F]. Furr < sist (—oo,r] C (o0, s,
also gibt es wegen LemniaIBl4b eiReNullmengeA,. ; mit

F(r,x) < F(s,z) Vo & A, ;.

Wegen Satg_T9%6e gibt es aullerdBmlullmengenB,. (r € Q) undC derart, dass

lim F(r—i—l,x):F(r,x) Ve ¢ B, und

n—oo n
lim F(—n,z)=0, lim F(n,z)=1 Vz&C.

N = UmeQ A s U UTGQ B, U Cist eineP-Nullmenge, alsaV € F, und furz € R\ N undz € R
ist

F(z,z) :=inf{F(r,x):r € Q,r > z}
wohl definiert. Man prift leicht nach, dadg( ., z) eine Verteilungsfunktion ist. Fiit € N setze
F(z,z) := Fy(z), wo Fy eine beliebige fest gewahlte Verteilungsfunktion istnBéstz — F'(z, z) far



Kapitel 19 Bedingte Wahrscheinlichkeit, bedingte Erwartung 112

jedesz € R eine Verteilungsfunktion. Das durch sie bestimmte Walestithkeitsmal auB werde
mit Kz (z, . ) bezeichnet.
FurA = (—oo, 7], r € Q, ist

Kr(x,A) = F(r,z) = P[A|F](z) - 1p\n(2) + Fo(r) - 1n(z)

als Funktion vonr F-messbar. Wegen Bemerkung11.4 ist danr> Kr(z, A) fur alle A € B F-
messbar, d.hK # ist ein stochastischer Kern.
Betrachte nun eiB € F. FUrA = (—oo, 7], r € Q, ist

/K}-(x,A)dP(x):/ P[A|F]dP = P(ANB).
B B

Da beide Seiten dieser Gleichung (als Funktion ¥jrein endliches MalR aufl beschreiben, folgt aus
dem EindeutigkeitssalzZ]12, dass diese Gleichheit fardle B gilt. Aus LemmdI9Hc folgt dann,
dassKz(z, A) = P[A|F](z) P-f.s. fur jedesd € B. |

19.10 Bemerkung (Existenz bedingter Wahrscheinlichkeitgerteilungen auf polnischen Riumen)
Der letzte Satz bleibt richtig, wenn die MenBedurch einen polnischen Raum ersetzt wird, vergleiche
Bemerkund1214.

Eine Art Umkehrung zu Safz_19.9 lieferte Beisfuel1@.5 e.

19.11 Satz (Bedingte Erwartungen durch bedingte Wahrschalichkeitsverteilungen)
Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraun; C A eine Teilo-Algebra mit bedingten Wahrscheln-
lichkeitsverteilungerk = (w, . ). Dann ist fir jedeg € L

Eplf|Fl(w) = / F(') Kr(w, d’) = By, yf] -

Beweis: Die rechte Seite isfF-messbar (LemmaTl.6). Filir=14, A € A, ist
/Q J() Krlw,do') = K5(w, A) = PA|F)(w) = ELf|F]().

Durch algebraische Induktion (siehe Beweis zu £aiz] 7.20) ébe Gleichheit firf € £}. Dabei wird
zur Behandlung voi?»[ f| F] mehrfach SatzI9.6 heran gezogen. m|

Auch die Jensen’sche Ungleichung (4aiz110.9) kann auf bezlifrwartungen verallgemeinert wer-
den:

19.12 Satz (Bedingte Jensen’sche Ungleichung)

Seil C R ein offenes Intervall (nicht notwendig endlichy),: I — R konvex,(Q2, A, P) ein Wahr
scheinlichkeitsraumX eine Zufallsvariable mit Werten i f.s., X, o(X) € £}, und seiF eine
Teil-o-Algebra vonA. Dann ist

¢ (E[X|F]) < E [o(X)|F] .

Ist ¢ strikt konvex, so gilt fast sicher Gleichheit genau dannpm& = E[X \}‘], also genau darnn
wennX F-messbar ist.

Beweis: Nimmt man die Existenz bedingter Wahrscheinlichkeitsirhgen an, so folgt der Satz
direkt aus der einfachen Jensen’schen Ungleichung 10.9:

¢ (EIX|F1@)) = ¢ (Exr(w,)[X]) € Bxpw, (X)) = E [p(X)|F] (w)
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und fir strikt konvexes ist die Ungleichung mit positiver Wahrscheinlichkeit ktrigenau dann, wenn
X # E[X|F] mit positiver Wahrscheinlichkeit.

Der Wollstandigkeit halber geben wir hier auch den Bewiisden allgemeinen Fall. Wir wiederho-
len aus Bemerkurig10.8:

[e]
Jedes konvexe : I — R st stetig im Inneren vod, also auch messbar, und fur allec I existiert

g PO — @) el Ly — o(x)
- 1

vlx vV—x n—00

o*(x) = (Monotonie!).

n

Mit ¢ ist auchp* messbar, und

o(r) — p(u) < ' (2) < p(v) — ()

r—Uu vV—x

Wegen (*) gilt furz,y € T

furalleu <z <wvinlI. *)

pr(x) - (y— ) + o(x) < p(y) -
DaX € If.s., istauchE[X|F] € I f.s. (Sat{19Kb), und es folgt mit= E[X |F] undy = X
¢"(BIX|F]) - (X = BIX|F]) + o(E[X|F]) < ¢(X) .

Nimmt E[X | 7] seine Werte f.s. in einem kompakten Teilinterv&llC I an, so istp* (E[X | F])

wegen (*) f.s. beschrankt, und durch Anwendung voin ]}‘] auf die Ungleichung erhalt man unter
Berticksichtigung von Safz19.6 und Safz19.7

¢* (E[X|F]) - (E[X|F] - E[X|F]) +¢ (E[X|F]) < E [o(X)|F] , (**)

=0

also die Behauptung.
Andernfalls seik,, " I eine Folge kompakter Teilintervalle und

F, =1 furallen > 0.

(BIX|Flek.)
Wabhlex, € | J,, K. Da dieF,, F-messbar sind, ist
E[Fo, X+ (1—F,)|F] =F, - E[X|F]+(1-F,) -2 € K, fs,
also wegen (**)
go(Fn-E[X‘]:]—i—(l —F,)-x0 € Kn) <FE [cp(FnX—i-(l — F,) o) ’.7:]
= E[Fp(X) + (1 = Fo) ¢(0) | 7]
= F, Blp(X)|F] + (1 = Fu) - ¢(x0) -

Fur allew mit F,,(w) = 1 folgt darausp(E[X | F])(w) < E[p(X)|F](w), und daly,  1fs., folgt
die Behauptung. ]

In der folgenden Bemerkung werden bedingte Erwartungemgétsch als Orthogonalprojektoren
in einem Hilbertraum interpretiert.

19.13 Bemerkung (Bedingte Erwartungen als Orthogonalprogktionen) Sei wieder((2, A, P) ein
Wabhrscheinlichkeitsraunm# C A eine Teilo-Algebra. Mit L% (F) bezeichnen wir die Menge der
P-AquivalenzklasserF-messbarer, quadratintegrierbarer Funktioffen Q& — R. Durch das Ska-
larprodukt(f,g) = [ fgdP wird L%(F) zu einem Hilbertraum, siehe Bemerkung-10.6 mit daraus
abgeleiteter Nornfi f||2 = (f, f)2.

Da das Skalarprodukt auf% (F) die Einschrankung des Skalarprodukts auf dem groReremRa
L%(A) ist, und da del.% (F) mit seiner Norm vollstandig ist, ist er ein abgeschlosséinearer Teil-
raum des.%(A).

Definiere nun

O L3(A) = LH(A),  (f) = Ep[f|F].

Dann gilt
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> @ istlinear,

> ®(f) € LL(F)furalle f € L%(A) (Jensen’'sche Ungleichung angewandt auf die konvexe Famkti
t — t2) und

> O(Of) = Ep[E,[f|F]|F] = ®(f), alsod? = @,

> <(I>f,f—<1>f>:f(I)f-(f—(Df)dP:fE[@f-(f—@f)‘]—'} dP:fq)f-E[f—(I)ﬂ]:} dP =
0, dadf = E[fF].

Also ist ® die Orthogonalprojektion aut% (F) und f = E[f]f] +(f- E[f}}‘]) die orthogonale
Zerlegung vonf bzgl. L% (F).

Wir beschlieRen dieses Kapitel mit einem Beweis des Ergeateag§ 913 fiir maRtreue Transforma-
tionen im nicht-ergodischen Fall. Sei wie dé&, 7, ;1) ein Wahrscheinlichkeitsraurfl; : X — X
messbar und maRerhalteth. ;. o T—! = p). Wir bezeichnen mit

I(T)={Ac A: T 1(A) = A)}
die Familie defl-invarianten messbharen Teilmengen vn

19.14 LemmaZ(T) ist einec-Algebra.

Beweis: EinfacheUbung. O

19.15 Satz (Birkhoffscher Ergodensatz fur maBerhaltend&ransformationen)
Seif € El Dann gibt es eine Versiof der bedingten Erwartung| f |I )] derart, dass

p-f.s.undinL, undes gilt:[ | fldu < [ |f|du < oo, alsof € L},.

Beweis: Der Beweis ist eine Verallgemeinerung des Beweises zUSatz 9
Seienf eine Version vorE[f|Z(T)], und seiS,, f := ZZ;& foT¥ (n > 0). Wir werden zeigen,
dass
F —hmsup S f<f pfs.

n—oo

Durch Anwendung des gle|chen Arguments auf die Funktighfolgt dannlim sup,,_, }lSn( <
—f pfs., d. hhmmfn_)OO =S f > f p-f.s. Beide Ungleichungen zusammen ergeben die Behaup-
tunghm,HOO is.f=Ff p- f.s. Die Unglelchund|f|du < [|f]dp < o folgt schlieBlich direkt aus
SatZT9Bd.

Fire > 0 seieng. := (f — f — €)1~y UNdGe := limsup,, . +S5,g.. Wie im Beweis zu
Satd9B folgiG. o T = G, und genau so zeigt mdno T = F.

Da f eine Version vorE[f|Z(T)] ist, ist f messbar bzglZ(T). Daraus folgtf o T = f, denn fir
allea € R gilt

{foT<a}=T"Yf<a}={f<a}, da{f<a}eZ(T).

Daher istG, = (F—f—e)l{p>f+5}, und es reicht zu zeigen, dgs§G. > 0} = 0 fur jedesec > 0,
dennwege{ F > f + ¢} = {G. > 0} folgt darausu{F > f + ¢} = 0 fur jedese > 0, so dass

u{F>f}—u<U{F>f+ }><ZM{F>f+ }=o0,

k=1
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alsoF < f u-f.s.

Nun zum Beweis vom{G, > 0} = 0: DaG. o T = G, ist{G. > 0} € Z(T).

Sei M, := max{0, S14c, - - -, Sng.}. Genau wie im Beweis zu SdizD.3 zeigt mdopfs Maxima-
lungleichungund die daraus folgende Abschatzung

/ gedp > 0.
{M, >0}

Nun ist abe{ M,, > 0} /' J.—,{Snge > 0} = {G. > 0}, so dass aus Korollar8110 zum Satz von der
majorisierten Konvergenz folgt

/geduz lim gedp >0
n—=00 JiM, >0}

und daher

OS/QEdM:/ fdu—/ fdp—e=—e-p{G} <0,
{F>f+e} {F>f+e}

wobei wir benutzt haben, dags= E[f|Z(T)] und dasF > f + ¢} = {G. > 0} € Z(T). Also ist
u{G. > 0} =0 fur jedese > 0.
i



Kapitel 20

Markov-Ketten

Dem Begriff derMarkov-Kette(= Markov-Prozess mit Indexmen@eoderZ, oft interpretiert als dis-
krete Zeit) kann man sich auf zwei leicht unterschiedlicred#h nahern: Konstruktiv, indem man mit
Hilfe von Ubergangskernen ProduktmalRe mit speziellen Eigenschgéwinnt, die dann als Vertei-
lungen solcher Prozesse fungieren, oder analytisch, indam mit Hilfe des Begriffs der bedingten
Wahrscheinlichkeit gewisse Bedingungen an die Verteikings Prozesses formuliert. Wir werden bei-
de Zugange vorstellen und zeigen, dass sie zum gleichesbaigjfiihren.

Wir beginnen mit dem analytischen Zugang. Bek N oderZ, (X;):cr €in kanonischer Koordina-
tenprozess aufR”, B, P). (P ist also gleichzeitig die Verteilung vaiX;);cr.) Wir filhren folgende
Notationen ein:

> FUrl C T seiFr:=o(X;:t e I),siehe auch Definitiond.9.
> Furt € T seienf, := Fpyy, F<y i= Fser:s<iy UNARS! := RESETSt ysw,
20.1 Definition (Markov-Kette) (X;):cr ist eine_Markov-Kettefalls fir alle B € B und fir alle

s<teTgilt
P[X; € B|F<,] = P|X, € B|F,] (Markov-Eigenschaft (ME)

20.2 Bemerkung Aus der Markov-Eigenschaft folgt sofort fur jed@&s-messbarg € £L
Blf|F<s] = E[f|F]

dennfirf = 14, A € F, istdas gerade (ME), und fur allgemeifizvendet man algebraische Induktion
an.

Fir unsere weiteretiberlegungen ist folgendes Lemma niitzlich.

20.3Lemma Sei f : RT — R F;-messbar] C T. Dann gibt es eing’-messbare Abbildung :
R! — R derart, dasg = go 7t .

Beweis: Istf = 1p, F € F;, sogibtes eirG € B! mit F = (#7)~'G, alsof = 1g o «?. Flr
allgemeinef folgt die Behauptung nun durch algebraische Induktion. m|

20.4 Satz (Charakterisierung der Markov-Eigenschaft fur7 = N, Z)
Erfiillt der Prozes$ X, ).cr die Eigenschaft (ME) fir alle= s + 1, so auch fir alle¢ > s.
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Beweis: Induktion nachn = ¢ — s: Flirn = 1 ist das gerade die Voraussetzung. Gelte also (ME) fur
t = s+ n, s € T beliebig. Dann ist

Induktion

P[Xi11 € B|F<)) *B2E [P[X,11 € B|Fegii]|Fes] ™" E [P[X141 € B|Fopa]|Fes]

B.EOAfurt =s+1 Induktlon

E [P[Xi41 € B|Foya]| 7]
P[X:41 € B|Fy]

E [P[Xi11 € B|F<oii]|F]
S.Eﬂ

O
In der Situationt = s + 1 wollen wir mit K<* und K* die stochastischen Kerne v¢R”', )
bzw. (RT, F,) nach(R, B) bezeichnen, die die bedingten Wahrscheinlichkeft¢l 1 € .|F<,] und
PlXs11 € .]}‘S] realisieren. Lemm@20.3 garantiert dann fiir jeden ProZ€sgc7 (und nicht nur fur
Markov-Ketten) die Existenz von stochastischen Kernen

K= :R=*x B —[0,1], K=%(w,A) = KSS(ﬂ'gsw,A) und “
K°:RxB—[0,1], K?®(w,B)=K*ws,B).
Ist allerdings(X;);cr eine Markov-Kette, so kdnnen diese Kerne so gewahlt werdizss
E=*(wzs, A) = K (ws, 4)

wobei w<, abkirzend firrl w steht. In diesem und im nachsten Kapitel wollen wir den Begr
Markovkernfiir diese Situation reservieren.
Nun beginnen wir, den Blick von der analytischen in die kanigive Richtung zu wenden.

20.5 Satz (Rekonstruktion der Prozess-Verteilung aus Kern K =)

Die VerteilungP des ProzessesX,)cr lasst sich aus der VerteilunB<o := P o (nZ,)~" des
ProzessegX;):<o und den Kerneilx =%, s > 0, zuriickgewinnen: Sed=* = X°, A; mit Ay € B=9,
A; € B(i>0)undA; =R (i > s). Durch

Q (ASS) = /Ao /A1 e /143 KSS_l(WSs—lv dws) 000 Kgo(wﬁ(b dwl) dPSO(wSO) )

wird ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 a(iR™, BT) definiert, und es ist) = P. Im Fall einer Markovt
Kette ist

ASS — s—1 s S oee 0 , ' .
Q( ) /AO/A1 /AK (Ws—1, dws) K°(wo, dw1) dP<o(w<o) )

Beweis: Der Satz von lonescu Tulcea (SRiz_12.9) garantiert die &xstines Wahrscheinlichkeitsma-
Res auf(RT, BT) mit der Eigenschaft (**). Wir zeigen, dags= P, was aquivalentist zQ <, = P<;

fur alle s. Dazu reicht esQ(A=%) = P(A=®) fur MengenA=* des betrachteten Typs nachzuweisen
(siehe SatzEB.7 uld2112): Rl 0 ist Q(AS?) = P<o(Ag) = P(A="), und durch Induktion nach
folgt

A<s+1

L)),
L)),

e / KSS(WSS, dws+1)K§5_l(w§3_1, dws) . Kgo(wgo, dwl) dpgo(wgo)
+1
B /1Afs CP(m1) " Avn | Fes] dQ

A
P[A5+1 ’fgs](st)Kgsil(stfl, dws) e KSO(WS(), dwl) dP§0 (WSO)

:/ - P[(rl 1) ' As41|F<s]dP  (nach Induktionsannahme)

= P(A=*t1) (nach SatE1317)
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O

Beim konstruktiven Zugang zum Begriff der Markov-Kette ti@snken wir uns auf den Fall = N

und beginnen mit eineBtartverteilungP, auf (R, B) und einer Folge von Markovkerndii®, s > 0,

von (R, B) nach(R, B) wie in (*). Damit definieren wir das Wahrscheinlichkeitsm@auf (R?, BT)
wie in (**'). Wie in Beispiel[[9.5%® zeigt man

Q[Xerl € B‘}—SS](WSS) = KS(wS,B)
ist Fs-messbar, also
Q[Xs41 € B|F<i] = Eq [Q[Xs41 € B|F<i]|Fs] = Q[Xo11 € B|F]

fur alle B € B. Mit Satz[20.} folgt daraus die Markov-Eigenschaft (ME) dién Prozes§X;);cr mit
der Verteilung®.

20.6Ubung (Partialsummenprozesse als Markov-Ketten)Seiensy, &1, £, . . . unabhangige Zufalls-
variablen. Setze(,, = """ , &;. Zeigen Sie, dassX,,),>o eine Markov-Kette ist.

20.7 Bemerkung (Irrfahrten) Sind die¢; in der vorigenUbungZ-wertig, so nennt marx,, auch eine
Irrfahrt aufZ. Sind die¢; Z-wertig, so erhalt man eine Irrfahrt auf deidimensionalen GitteZ<.

Wir spezialisieren uns nun auf zeitlich homogéwarkov-Ketten aufR: Seien dazu eine Startver-
teilung P, auf B und ein Markovkernk von (R, B) nach(R, B) gegeben. Die Verteilun@ auf BY
werde mit den Kerne'! = K2 = ... = K konstruiert. Die folgende Sichtweise taucht in der Theorie
der zeitlich homogenen Markov-Ketten haufig auf: Beze&Ri(R) den Raum der Borel'schen Wahr-
scheinlichkeitsmalie alif. Man betrachtet den (konvex linearen) Operator

Vic : P(R) — P(R), (VicP)(A) :/RK(J:,A)dP(a:) (= (P x K)(r' 4)) .

20.8 Lemma In obiger Situation isPx, = VP, fur alles > 0.

Beweis: DaPy, (A) = Q(w;A), folgt das sofort (durch “konzentriertes Hinsehen”) au$ i Satz

n

P035. Betrachte dott<* mit Ag = - -- = A,_1 = R, 4, = A. =

20.9 Satz (Statio@re Markov-Ketten)
In obiger Situation ist die zeitlich homogene Markov-Kéth& ):cn Stationér genau dann, wenn

(Vi Po)(A) = Po(A) **)

fur alle A € B. Hinreichend fiir die Stationaritat ist sogar, dass (*f1) alle A aus einenmn-stabilen
Erzeugect vonB gilt.

Beweis: Sei zunachst die Markov-Kette stationar. Dann ist
Po(A) = Q(my 1 4) SEHEQ (5 g 1 A)) = Q(my P A) = Py, (A) = (Vi Ry)(A)

fur alle A € B nach Lemm&2018.
Gelte nun umgekehrt (***) furd € C. Das heilt, die MaR&, und (Py x K)o 7, ' stimmen aut
und damit auf gan# Uiberein (beachte Sdiz2112). Wegen £aizl6.11 reicht eslifi’Fa N zu zeigen,

dass . .
Q <ﬂ{Xk+1 € Ak}) =Q <ﬂ{Xk € Ak}>

k=0 k=0
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furalle Ay, ..., A, € Bundn > 0:

k=

Q <ﬂ0{xk+1 € Ak}> = /R/A/A K (wn, dwny1) - .. K(wo,dwr) dPy(wp)

:/ / K (wny dwns) - K (w1, dwn)d ((Po x K) o w7t (w1)
Ag A,

=P,
=Q <ﬂ{Xk € Ak}> .
k=0
m|
20.10Ubung (Autoregressiver Prozess 1. Ordnung)Seien&, £1, &, ... unabhangige Zufallsvaria-

blen, P, = N(m,7?) und P, = N(pu,0?) furi > 1. Seia € (—1,1). Definiere X,, rekursiv
durch

XO = 503 Xn+1 - aXn + §n+1 (n Z O) .

((Xn)n>0 ist einautoregressiver Prozess 1. Ordnupg

a) Zeigen Sie, dasgX,),>o eine zeitlich homogene Markov-Kette ist und bestimmen Sie gu-
gehorigerJbergangskern.

b) Bestimmen Sie die gemeinsame Verteilung ¥&q, ..., X,,).
c) Bestimmen Sien undr? so, das$X,,),>o Stationar ist.

d) Zeigen Sie, dass (fiir beliebige undr?) gilt: lim,, o = Z;é X, = £ fs.

e’
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Gibbs’'sche Zufallsfelder

Im vorigen Abschnitt haben wir die Verteilung eines Proeesausgehend von einer Startverteiluifg
oder Py, mit Hilfe stochastischer Kerne Schritt fur Schritt aufgeb Hing dabei die bedingte Verteilung
einer neu hinzu genommenen Koordinate (gegeben die bigteachteten Koordinaten) nur von der
Realisierung der direkten Vorgangerkoordinate ab, datreh wir von einer Markov-Kette gesprochen.

In diesem Kapitel untersuchen wir wieder eine Markov-Egpmaft, andern allerdings unseren
Blickwinkel.

> Anstelle der Indexmenge oderZ betrachten wir allgemeiner die Indexmerife= Z4, d > 1.
Das ist aber nicht der wesentliche neue Gesichtspunkt, &teh auch den Begriff der Markov-
Kette in diese Richtung verallgemeinern kénnen.

> Wir gebenkeineStartverteilung vor, sondern nur eiertraglichesSystem bedingter Verteilungen
und fragen

1. ob sich dieses System zur Verteilung eines stochastidefazesses tib&f “zusasmmenset-
zen” lasst,

2. ob, falls 1. mit “ja” zu beantworten ist, die dort gefundeverteilung eindeutig durch das
System bedingter Verteilungen bestimmt ist.

Motiviert wird diese Betrachtungsweise durch Fragestgln der statistischen Mechanik. Das werden
wir im Anschluss an dieses Kapitel durch ein paar Untersngba anising-Modellillustrieren.

Um alle Messbarkeitsfragen so einfach wie moglich zu mabeschranken wir uns in diesem Ka-
pitel auf Produktraume

> Q =%, wo¥ eine endliche Menge ist uid = Z?. Q) ist wie uiblich mit der von den Zylindermen-
gen erzeugten-Algebra ausgeristet, die in diesem Fall mit der Produtigebra der diskreten
o-AlgebrenB := P(X) Ubereinstimmt, siehe SdizB.7.

> (X¢)ter bezeichne den kanonischen Koordinatenprozess, sieherBengg.IB.
> FUrS C T seiFs := o(X; : t € S), siehe Definitiof.519.

> Esseif(T) := {A C T : A endlich} wie in Definition[IZ1.

> Flrw € QundS C T seiwg = miw.

Zunachst einmal mussen wir uns dartiber klar werden, 2chgeArt von Systemen bedingter Ver-
teilungen wir passende Prozessverteilungen finden wdllanu gehen wir das Problem von riickwarts
an, d.h. wir beschreiben Eigenschaften, die solche Sysbediagter Verteilungen sicher haben, wenn
sie von einer Prozessverteilung herrithren.

Sei nunP ein WahrscheinlichkeitsmaR a(®, BT). Wegen SatzT99 zusammen mit Bemerkung
L3I0 gibt es fir alle\ € £(T) einen stochastischen Kefi® von (X4, BAY) nach(ZA, BY) derart,
dass

P (7 A|Fae] (w) = K*(wae, A) firalle A € BA. *)
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(Beachte, das8* = p(x*), dax? endlich ist.)

21.1 satz (Vertragliche stochastische Kerne)
Die stochastischen Kerrié* aus (*) kénnen so gewéahlt werden, dass fiirBlte A € £(T), A € B"

undB € BA\T

KA (WA%(W?)_lAm(WQ\F)_IB) = /( . BKF (wre, A) K™ (wae,dwy) - (**)
TA\T -t

Beweis: Furfested C A € £(T)undA € BY, B € BA\ ist

KA (w,\c, (M~1AN (WQ\F)—lB) =P _ngAmw;\er\fAc} (w)

Prrt ANl BlFre ] [ Fac ] (@)

P lrrt AlF] 1 gl Fac] @)

K" (wre, 4) 1, B’f,\c] ()
:/ KT (wre, A) K® (wpe, dwy)
(rd, 1)1 B

fir P-f.a.w. Dajedes3?, A € £(T), endlich undS(T") abzahlbar ist, gibt es einé-NullmengeN C
derart, dass (**) fur alld C A € £(T), A € BY, B € BA\ undw € Q\ N gilt. Firw € N
modifizieren wir die Kernd<” wie folgt:

K™ wpe, .):=Pomy ',

d.h. K*(wxe, .) wird nicht als bedingte Wahrsacheinlichkeit sondern atb@dingte) Marginalwahr-
scheinlichkeit aufF, definiert. Dann gilt (**) natrlich auch fiw € N. |

21.2 Definition (Vertragliches System von stochastischen Kernerg) Ein SystentkK” : A € £(T))von
stochastischen Kernen heil3t vertraglitdils (**) fiiralle T C A € £(T), A € BY, B € B*\' und

w € Q erfiillt ist. (Dabei miissen die Kerrié” nicht wie in (*) aus einem gegebenen Wahrschein-
lichkeitsmaldP gewonnen sein.)

b) Die Kerne hei3en stetidalls die Abbildunger — K (wy., A) firalleA € £(T) und alleA € B
stetig sind.

Wurde ein System von stochastischen Kernen wie in (*) ausneisWahrscheinlichkeitsmal auf
gewonnen, so folgt sofort, dass

P (nytA) = /QKA(WAC,A) dP(w) furalleA € £(T)undA € B, (DLR)

21.3 Definition (Gibbs-MalR) Ein WahrscheinlichkeitsmaR, das die Bedingung (DLE)srfullt, heif3t
Gibbs-Malzum Systen{ K™ : A € £(T)).

Obwohl die Bedingung (DLR) zunachst schwacher aussisht‘y ist sie doch zu ihr aquivalent, wie
wir im folgenden Satz zumindest im Fall stetiger Kerne zeige

1(DLR) steht furDobrushin-Lanford-Ruelledrei der filhrenden Vertreter dieser Forschungsrichtung
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21.4 Satz
SeiP ein Gibbs-Mal3 zum Systefiik™ : A € £(T)) stetiger Kerne. Dann gilt (*) fir all& € £(T),
d.h.

P [ry A|Fae] (w) = K*(wae, A) firalleA € B

Beweis: SeienA, € £(T), A, /' T.DaFpc = o (U {wA \WB:Be€ BAH\A}), reicht es zu
zeigen, dass fur grof3e(so grof3, dasg C A,)

P (wxlAﬂ WXJ\AB) = /ﬁﬂ . KMwpe, A) dP(w)
Ap\A
firalle B € BA\A: Daw +— K™ (wae, A) stetig ist, gibt es zd > 0 ein N > n, so dass diese Funktion
auf jedem EIementarzyImde«rA1 {w} mit w € A¥ um hochstens oszilliert. Insbesondere gibt es

eine FunktionFyy : ¥4% — R mit [K* (wpe, A) — Fy(wa, )| < 6. Es folgt
P( Amwgl\AB ‘DLR)/KAN wig, (TAY)TLAN (mhN ) 13) dP(w)

) / / wAc, A) KA (wAﬁ\, sdwp ) dP(w)
(71'

An, \A) lB

://A Fn(way) K™ (wa, , dway ) dP(w) + 61
(AN )1

(OLR) /  Fx(wa,)dP@) + 6
ﬁAyl\AB
= KA(wAc,A)dP(w)+51+§2
TaraB
mit|§1|,|§2| < 4. O
In Analogie zum Satg_T12.3 von Kolmogorov stellt sich nun diadge, ob zu jedem vertraglichen
System stetiger stochastischer Kerne genau ein Gibbs-Mafieet. Die Antwort ist in diesem Fall
leider viel schwieriger. Die Existenz eines solcherkann zwar gezeigt werden, die Eindeutigkeit ist
aber oft nicht gegeben — in der Tat werden wir im nachfolgerlgschnitt sehen, dass gerade dadurch
diese Systeme zur Modellierung von Phaseniibergangémgesind.
Um diesen Fragen systematisch nachgehen zu kdnnennfisfiréolgende Bezeichnungen bei fest
gegebenem vertraglichem Syst¢ii® : A € £(T)) stetiger stochastischer Kerne ein:

> S ist der Raum aller signierten MaRRe d6if, BT). Durch(ayp; + Bp2)(A) == api (A) + Bpa(A)
wird S zu einem reellen Vektorraum. Figr= o™ — ¢~ definiertmanf f dy := [ fdot— [ fdp~
und zeigt durch algebraische Induktion, ddséd(ap1 + Bp2) = a [ fder + B [ f des.

> FUrA € £(T) definiere
Ww:8—=S8, (Vap)(C /A /Alc (wa \/wAc)K (wAc,de)d(cpowxcl)(wAc)
DIV
(waVwae bezeichnet diejenige Konfiguration dusdie aufA mitw, und aufA© mitwy. Ubereinstimmt.)

Ist o > 0, also ein endliches MaR, so wird dadurch ein endliches Mag auf B definiert. Fur
allgemeinep € S setzt mart/yp := Vapt — Vap™.

> SeiG:={pecS:Vap=pVAc &)}, Gt i={pcG:p>0},G ={peGt: u) =1}

21.5 Lemma G; ist gerade die Menge aller Gibbs-MafRe.
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Beweis: IstVy ¢ = pfuralleA € £(T), so ist
p(my ' A) = (Vag)(my ' A)
:/ / Lawa) KMwne, dwa) d(p o i) (wae)
SAC J3A

KM wae, A) do(w)
Q

fur alle Zylindermengen der FormAlA mit A € £(T)und A € BA, d.h. es gilt (DLR) fiirp.
Ist umgekehrt ein Gibbs-MaR, so folgt aus S&izA1.4 tir= 7' AN 7' B

VASD ‘/gAC /EA 1A (UA 1p wAc)K (wAc’de)d(SOOWXcl)(wAc)
/71 o [mx Al Fae] (W) dip(w)
B
=¢(C)

a
Die Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit eines Gibb&&4 lasst sich nun so formulieren:

> Existenz cardG; >17?
> Eindeutigkeit cardG; <17?

Um uns diesen Fragen nahern zu kdnnen, sammeln wir eingga&chaften vog undV im folgenden
Lemma.

21.6 Lemma Fiir alleA € £(T) gilt:

1) V) : S — Sistlinear.

2) Va(Gh) € g*.

3) (Vap)(2) = o(Q) firallep € S.

) peG=ypt o egt.

Beweis:

1) Folgt aus der Definition.

2) Folgt aus der Positivitat der Kerdé® und der Positivitat des Integrals.
3) FolgtausK ™ (wpe, ¥4) =1

4) Seip € G, Q = QT U Q™ eine Hahn-Zerlegung voRl (SatAI8P) und = ¢ — ¢~ die Jordan-
Zerlegung vonp, alsop™ (Q7) = ¢~ (Q1) = 0 (Korollar[I811). SeiB messbarB™ := BN Q.
Dann ist fur alleA € £(T)

o (B) = o(B) 77 (Vap)(B) M (130t (BY) — (Vag ) (BY) e (Vagh)(B).

Es folgt

e (B) = ¢ () — " (B°) = (Vap™) () — (Vap™)(B®) = (Vap™)(B) ,

Vi linear +
) =T

alsop™(B) = (Vae™)(B),unddaVp~ = Va(pT—¢p —p=¢ ,sindpT, o~ € GF.
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O
Die letzte Aussage dieses Lemmas erlaubt es, das folgendeuigkeitskriterium zu beweisen: Fir
n >0 sei

Ap={teZ: |t|<n(i=1,...,d)}.

21.7 Satz (Eindeutigkeitskriterium fur Gibbs-Malie)
Sei(K* : A € £(T)) ein vertragliches System stetiger stochastischer Keit#.es eine Konstante
C > 0 derart, dass

KA" ((.()A% y A)

T (i > An 5 Kk
K (@ons , A) < C fiurallen >0, Ae B* undw,o € 2, (***)

so istcard G~ < 1.

Beweis: Angenommen, es git, v € G|, 1 # v. Dannisty := y—v € G\ {0}, und wegen Lemma
2I8[3) sindp™, o~ € Gt \ {0}. AuBerdem istpt () — ¢~ () = u(Q) — v(Q) = 0. Daher ist fur
n>0undA e BA»

(er(ﬂ'XjA) = /KA" (wae, A) do™ (w) < sup KAn (wae, A) 0t (Q),
o~ (TFX:A) = /KA" (wae, A) dp™ (w) > inf KA (wae, A) 0™ (Q),

also

ot (myr A)
e (mytA) T e ()

Da {w;jA :n > 0,4 € BA) eineBT erzeugende Algebra ist, folgt z.B. aus dem Approximations-
satd3 1B, dasg™ < Cyp~, im Widerspruch zy™* | o~ (siehe KorollaEI811). O

Um die Existenzvon Gibbs-MalRen zu zeigen, machen wir von den sehr gumstamologischen
Eigenschaften vof = X7 Gebrauch. Die wichtigsten sind hier zusammengestellt:

> Auf dem GitterT = Z< fuhren wir den Abstan¢t — s|; := Zle [t; — s;| ein.

> Auf Q betrachten wir die Metrikl(w,w') := 37, 0w, 20, 2711, (Beachte, dasy, ., 27111 <
Yo o(2n+1)427" < 00.) FUrT = N ist das gerade die in Bemerkulgll.3 diskutierte Metrik.
Man sieht leicht, dass alle dort verwendeten Argumente imukldzahlbarkeit vod” = N benutzen,
sodasg(?, d) auch im Falll’ = Z? ein kompakter metrischer Raum ist.

> Insbesondere ist die Menge aller Borel'schen Wahrsclosikéiitsmale auf) straff, also relativ
folgenkompakt in der Topologie der schwachen KonvergeiehésSati 15.14).

> SeiZ = Upegr{Zw = (71~ Hw} : w € X} die Familie der (elementaren) Zylindermengen
in Q. Dann sind alleZ € Z offen und abgeschlossen. Daher sind alle Indikatorfunietn ~,
Z € Z,und damit auch alle bzgl. einer der endlichemlgebrenF,, A € £(T') messbaren
Funktionen stetig.

Ausgerustet mit diesem Wissen konnen wir nun den folgeftastenzsatz beweisen.

21.8 Satz (Existenz von Gibbs-Malf3en)
SeiT = 7% und (K" : A € £(T)) ein vertragliches System stetiger stochastischer Kédaan ist
G # 0, d.h. es existiert ein Gibbsmal3 gi™ : A € £(T)).
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Beweis: Wie vorher sei fim > 0
Ap={tez®: |t|<n(i=1,...,d)}.

Sei P einbeliebigesVahrscheinlichkeitsmafd atf, z.B. P = ¢, fur einw € Q. Flrn > 0 betrachten
wir die Wahrscheinlichkeitsmaf3e
P, = (Pomy}) x K»

auf(. Zur Erinnerung: Fur € B+ ist dann

Pa(ritA) = [ BN (ong, Ay (P o mlong) 0
Da die Folge(P,,),, >0 straff ist, gibt es eine TeilfolgéP,,,); und ein Wahrscheinlichkeitsmafauf
derart, das$,, = u.

Wir zeigen, dasg. € G,": Sei A € BA furein A € £(T). Wahleiy so, dass\ C A, fur alle
n; > N :=n;,. Zu zeigen ist

p(rytA) = / KMwpe, A) dp(w) . (DLR)
Seid = (wﬁN)—lA. Wegen der Vertraglichkeitseigenschatft (**) ist (DLR)udvalent zu
L (WX:,A) = /KAN(wA?V,fl) du(w) ,

und wir kdnnen ohne Einschrankung annehmen, dassA .
Da die Funktionew — K (wxe, A) undw — 14(w) nach Voraussetzung stetig sind, ist

/ KEMwpe, A) dp(w)
Q

= lim [ K*wpe, A)dP,, (w)

11— 00 Q

—~
wn

)

hm / N KA((UA% \/(:JAn_\A,A) KA”i (wAc_,d(:JAn,)d(POFX} )(wAc_)
Q J2hn; v o i o i i

11— 00

"Bl | KM (wag L (my )T A A(P o mid ) (wag )

11— 00 Q

@ lim Py, (v (1) 714)

11— 00 i

= lim P, (my'A)

= M(FXIA) )

d.h. es gilt (DLR). |
Die Stetigkeitsvoraussetzung von S@iz P1.8 ist insbeseratnn erfilllt, wenn die Kerng™® die
folgende Markov-Eigenschaft haben. Fue £(T) sei

UA):={teT: I3se Asodasss —t|; <1}.

U(A) besteht also aus der Mendeund all ihren direkten “Nachbarn”. Insbesondere ist iauch
U(A) endlich.

21.9 Definition (Markovkern) Der stochastische Keri” ist ein Markovkernfalls die Abbildungen
w > K™ wpe, A) fir alle A € BY messbar sind bzgFy ).

21.10 Lemma (Stetigkeit von Markovkernen) Ist K ein Markovkern, so sind die Abbildungen—
KMwae, A) fiiralle A € B stetig.

Beweis: Mit A ist auchi/(A) endlich, so dass — K (wxe, A) fur jedesA konstant auf Zylindern
uber/(A) und damit stetig ist. a



Beispiel: Ising-Modell

Wir schlie3en an die Notation des vorigen Kapitels an, lobten aber nur die Situatidh = {+1, -1},

T =74 Esistalsd) = {1, +1}Zd. Einw € Q = %7 wird nun interpretiert al&onfigurationvon
positiven oder negativen “spins”, die auf einem “Gitt&t'verteilt sind. Man kdnnte z.B. an eine idea-
lisierte Kristallstruktur denken. Modelliert werden sdle Situation, dass auf dem Gitter benachbarte
“spins” sich dahin gehend gegenseitig beeinflussen, dagsrs mehr oder weniger starke Tendenz ha-
ben, sich gleich auszurichten, d.h. den gleichen Wert sstamen. Eine vollig homogene Ausrichtung
(nur +1 oder nur—1) wird aber durch “thermische Fluktuationen” verhindeig dine um so groRere
Abweichung von der Homogenitat verursachen, je hdhefThenperatur” ist.

Um Missverstandnissen vorzubeugen: Es geht hier nicliaaien zeitlichen Verlauf solcher “ther-
misch induzierter” Fluktuationen zu modellieren, sondesnst unser Ziel, “Momentaufnahmen” typi-
scher Konfigurationew zu beschreiben, also mehr oder weniger zufalligé, +1) - Muster als typi-
sche Realisierungen eines WahrscheinlichkeitsmalR&3 aufdentifizieren. Wir bewegen uns daher im
Rahmen der sogenanntstatistischen Mechanik von Gleichgewichtsaoden

Wir beginnen mit einigen idealisierenden Annahmen, dieressarmoglichen zu einem mathema-
tisch handhabbaren Modell zu gelangen.

> Wechselwirkungebestehen nur zwischen benachbarten “spins”, d.h. zwis@igarpositionen
s,t € T'mit|s —t|; = 1. Sei daher

Ni={{s,t}:s,t€T,|s—t]y =1} und N*:={N € N: NNA# D} fur A € £(T).
> DasWechselwirkungspotentialner Konfigurationu € Q2 im BereichA € £(T') wird definiert als

HA(wA|wAc) = — Z Wy
{s,t}eN?

Das Wechselwirkungspotential ist also hoch, wenn es vietebhbarte Paare nicht gleich ausge-
richteter “spins” inA gibt. Es ist am geringsten, wennkonstant4-1 oder konstant-1 ist. Das
sind Konfigurationen minimaler Energie. Beachte, dd$gw |wa-) nur von denv; mitt € U(A)
abhangt, vergleiche Definitign21.9. Di#* werden auch alslamilton-Funktionerezeichnet.

Nun wollen wir zunachst fur eine feskRandbedingung - undn € R ein Wahrscheinlichkeitsmalid
py auf S* bestimmen, das dem totalen Zufall (d.h. der Gleichvengjiw* auf =*) moglichst nahe

kommt, das abef H* (wx|wae) dug(w,\) = n erflllt. In einem Satz Uiber Informationsminimierung
unter Nebenbedingungen (SBfz_13.7) haben wir gesehergidi@ssolche Verteilung Dichte

exp (ﬁ Z{S,t}ENA wswt)
expy3(wae)

fé\(wA|wAc) = exp (—75((4)[\6) — BHA(wA|wAC)) =

bzgl.m* hat, wobeis = ((n). Dort hatten wird an Stelle von-/3 geschrieben, aber wegen des phy-
sikalischen Hintergrunds des jetzt betrachteten Modetsukzen wir den Paramet@r der alsinverse
Temperatuiinterpretiert wird

2|n der Physik wird er noch mit der sogenannioltzmann-Konstanteskaliert, um alle GroRen in den {iblichen Einheiten
ausdriicken zu kdnnen. Darauf verzichten wir hier aberintegjrieren die Boltzmann-Konstante in die inverse Terafer



Kapitel 21  Gibbs’sche Zufallsfelder 127

Damit haben wir Verteilungen
K (wae, A) = / P (@alwas) dm (wa) *)
A

auf 2 gefunden, die

> bei sehr hoher Temperatgf \, 0) die Gleichverteilung approximieren, also fast sichedigol
ungeordnete Konfigurationen produzieren,

> bei sehr niedriger absoluter Temperattr / +oo) Konfigurationen minimaler Energie, also (na-
hezu) konstante Konfigurationen bevorzugen.

Dieser Effekt ist in Abbildun§ 21 recht deutlich zu seflen.

Allerdings ist diesetJbergang bei endlicherh kontinuierlich, ja sogar vollig glatt, is. Insbeson-
dere fallt es schwer, das folgende physikalische PhanaresPhaseiibergangsn diesem Modell
wieder zu finden: Bei niedriger Temperatur gibt es zwei &aBleichgewichtszustande: einen, in dem
die +1'en stark Uiberwiegen, und einen, in dem dié’en stark Uilberwiegen, wahrend es bei hohen
Temperaturen nur einen Gleichgewichtszustand gibt, bei-d& und —1 je zur Halfte vertreten sind.

Die Losung dieses Problems liegt in der Beobachtung, dagfliche Phaseniibergange nur auf
“groRRen” Gitterbereichen auftreten. Sie sind daher angemessener auf einem unesnliitter, z.B.
aufganzl’ = Z¢, als auf einem sehr groRRen endlichen Gitter zu modell@#sterdings wird durch ()
nun nicht die Verteilung selbst angegeben, sondern winkar(*) nur als bedingte Wahrscheinlichkeit
interpretieren, dass im endlichen “Fenstarter Ausschnittu, einer Konfiguration zu sehen ist, falls
der Ran®A := U(A) \ A mit wyy belegt ist. Dahinter sollte naturlich eine Verteilunguf (2 stehen,
fur die

p[my A Fae] (w) = Kj(wae, A) .

Nun scheint die Frage nach der Koexistenz von Gleichgegzcistanden vor dem Hintergrund der
Diskussion in Kapitd[A1 auch in unserem sehr einfachen emagtischen Modell sinnvoll.

A) Wir missen zeigen, da@(}} : A € E(T)) fur jedess > 0 ein vertragliches System von stochasti-
schen Kernen bildet, und

B) wir miissen zeigen, dass fur ausreichend grd(&ehr niedrige Temperatur) mindestens zwei Gibbs-
Malfie existieren.

(Wir sehen also Gibbs-Male als die adaquate mathemaBssohreibung von Gleichgewichtszustanden
an.) Damit ist das mathematische Programm fir den Ressli®lsschnitts umrissen. Wir formulieren
zunachst die Resultate, illustrieren einige von ihnerckd@imulationsergebnisse, und liefern die Be-
weise am Ende nach.

21.11 Lemma Fir jedess > 0 bildet (K g : A € E(T)) ein vertragliches System von stochastischen
Kernen.

Bezeichne nug;" () die Familie der Gibbs-MaRe 2k : A € £(T)).

21.12 Satz (Eindeutigkeit des Gleichgewichtszustands insihg-Modell in Dimensiond = 1)
Auf dem GitterT = 7 ist card G,"(8) = 1 fiir jedesp > 0, d.h. es gibt keine koexistierenden
Gleichgewichtszustande.

3Die AbbildungerZIH und@Z.3 wurden mir von A. Klenke zurfilgung gestellt.

“4Diese Situation ist vergleichbar damit, dass die Gesetz&dehanik besser durch Satze, der reellen Analysis - alsden
idealisierten reellen Zahlen - als durch Satze einer diskr Analysis, deren kleinste Einheit aus der Quantentheotlehnt ist,
zu beschreiben sind.
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Abbildung 21.1: Typische
Ising Konfigurationen auf ei-
nem 150 x 150-Gitter. 5 =
0.4407 ist ein “kritischer” Para-
meter; fur groBered Uiberwiegt
eine Art von “spins”. Wegen
der+/— Symmetrie des Models
kann das+ or — mit gleicher
Wabhrscheinlichkeit sein.

21.13 Satz (Phasenkoexistenz im Ising-Modell bei niedrig@emperatur in Dimension d = 2)
Auf dem GitterT' = 72 istcard G, (8) > 2 fiir hinreichend gro3es. (In der Tat gibt e, = €

G (B) mitpt L p.)

21.14 Bemerkung Dieser Satz bleibt auch in Dimensieh > 2 richtig. Daruiber hinaus kann man
zeigen, dass
Vd>2383.(d) > 0V3 €[0,8.(d) : cardG; (B) = 1.

Beweis von LemniaZI]11: Um die recht aufwendige Notation etwas zu entlasten, setireft = 1 im
Beweis und unterdriicken es in allen Bezeichnungen. DeeBsfiir allgemeings verlauft ganz genau
s0. Seiem\; C As € £(T). Zu zeigen ist:

[ RN (ong, 4) K (ngadon,) = K (g, () 4) )
J A2

furalle A C X1, siehe Satz 211 1. D8** endlich ist, reicht es (*) fiir einelementige Mengén= {u},
u € XM, zu zeigen.

Sei nunw € 222 fest gewahlt. Wir betrachten Konfigurationen= w; V ws V & wobeiw; die
MengeX*t durchlauft undv, die Mengex?2\A1, Dann ist (*) furA = {u} gleichbedeutend mit

—(@) . —(@) —7(w2V@) . N
— uVws _ — L (u|lwa Vo — w1Vws|@
¢ Z e~ HM(uvun|@) _ ¢ 7 Z € HM(ulwavd) | o HM2 (w1 Ve @)
2|A2] 2|A2] 2|A1]
wa€XA2\AL w1 Vwa EXA2

und es ist zu zeigen, dass fir jedgse X2\

e—v(wz\/dz)e—HAl(uwz\/dz) Z 6—HA2 (W1Vew2|@) _ 9|Ai] e—HA2(qu2\a) (%)

w1 EXM
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Dau € T/, ist
H (ulws V &) + HA2 (wy V ws|@)

= Ii[A1 (’U,|w2\/@)+HA1 (w1|w2 \/(:J)—‘r Z WsWy
{s,t}END2\N A1
= H™ (wy|wy V@) + H (uV wy|@)

und es folgt

e—HAl(u\wg\/d;) Z e—HA2(w1\/w2\&):e—HA2(u\/w2|dJ) Z e—HAl(vaaJ)
w1 EXAL w1 EXM

_ 9lA Y(wa Vo —H22 (uVws |@
— olMlpv(weva), (uvewsz|@)

also (**). ]
Beweis von SafzZT]12: Wir weisen die Giiltigkeit des EindeutigkeitskriteriumssaSat{ 2117 nach.
Seih=A, ={-n,...,n},uc XA und seienv,» € Q S0, dassuy, = u = &,. Dann ist

exp (=B (H™ (ulwac) — (HMul@ac))) = expB Y (wowr — B@t)

{s,t}eN?
= expﬁ (wf(nJrl)w—n - ‘D*(nJrl)(D—n + Wn41wp — ajn-ﬁ-l&n)
< s
Also ist
va(wae) = Z exp (—BH (v|wae)) < e’ Z exp (—BH (v|@ac)) = e*Pya(@ac)
veETA veEDA

und das gilt naturlich auch bei vertauschten Rollenwamdo. Daher ist
KM wae, {u}) = f5 (ulwae) < € f5 (uldne) = e KN (@ae, {u})
und es istk M (wye, A) < 3% - KM Qpe, A) fir A C £A. O

21.15 Bemerkung Die 8 im Exponenten vor* ergab sich im Beweis al2“x 2 x card(dA,,)”. In
Dimensiond > 1 ist die entsprechende GroBe 2 x 2d(2n+1)4~1 nicht gleichmaRig im beschrankt,
so dass Safz21.7 nicht anwendbar ist.

Beweis von Safz ZT]13: Der Beweis, dass es in Dimensidn= 2 bei niedriger Temperatur minde-
stens zwei verschiedene Gibbs-MalRe gibt, beruht auf eirenbiatorischen Argument, das dem zum
Beweis der Existenz einer kritischen Perkolationswatesdichkeit (Sat£6.119) ahnelt. Es geht auf R.
Peierls zuriick und wiard daher oft &sierls-Argumenbezeichnet.

Wir stellen uns eine Konfiguratian als ein unendliches (unregelmaRiges) Schachbrett vesete
Felder mit+1'en und—1'en bedeckt sind. Zwei benachbarte Felder (d.h. zwei Gitbektes, t € 7>
mit |s — ¢|; = 1) werden durch eine Kante, den gemeinsamen Rand der beittiar Fetrennt. Formal
bezeichnen wir die Menge aller solcher Kanten mit

Li={{st}:|s—t|=1}.

Genau wie auf einem richtigen Schachbrett konnen Kanteirmm Kantenzug aneinander gehangt
werden. Einen einfach geschlossenen Kantenzug wollen widem Buchstabed' bezeichnen. Der
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Jordan’sche Kurvensatz lehrt uns, dass ein solcher Kamgesin
zusammenhangendes Innefé€’) hat. Daher kénnen wir zuje-| * | - | +| + | + | -
dem einfach geschlossenéheine Abbildungre : 2 — Q de-
finieren, (1cw)s = —w, fur s € I(C) und (Tew)s = w; fur
s € I(C). Fur ein “Feld”s € Z? seiC(s) die Menge aller einfach
geschlossenen Kantenziu@emit s € I(C).
SeiEf ={weQ:w=—-1lws =+1Vs & A, }. Mit A(w)
bezeichnen wir diejenige “Zusammenhangskomponente™vbn
Feldern, die die Koordinate enthalt. A(w) wird von einem ein-
fach geschlossenen Kantenati§v) umrandet. Es isb,w; = —1
furalle {s,t} € C(w), d.h. jede Kante i’ (w) trennt ein+1-Feld
von einem—1-Feld. Eine solche Kurve nennt man elentur fur
w. AbbildundgZI R illustriert diese Bezeichnungen.
Ibstumgheli‘ezhrtdgln'\(/lalnfach glgleschlogiser:er anielrdz‘fggggb:n,soAbb"dung 212: Aw) ist das hel-
ezeichnéic die erlge a"ew < n_“ “o , fur die A(w) graue Gebiet ist das dunklere Feld,
durchC umrandet wird. Fiw € E;f ist dannA(w) C A, und C(w) ist die fett gezeichnete Kontur.
falls {s,t} € C, soist{s,t} N A,, # 0.

Seinunw € E;". Wie im Beweis zu SafzZ1112 schatzen wir ab

+
1
+
1
1

1
+
1
+
1

1
1
1
1
+ ]+ + |+

- - -+

+ |+ + |+
1
+
+
+

+ |+ + |+ -

1
HM (wn, [wae ) — HM ((rew)a, | (rew)as ) = -3 Yo D> (wewr— (rew)s(Tow)y)
~ —
SEA, teZ? {s,t}eC __ 4 =+1
> 2-card(C)

Sei nunC ein einfach geschlossener Kantenzugné /(C) C A,. Dannist(tow)a: = wae =
(+1)%, und darc injektiv ist, folgt

> e (—ys(wng) = BHY (wa,lwng )

wEEFNQe
< Z exp (—75((—1—1)/\;) —2f card(C) — BHMn ((Tcw)/\n (—l—l)A;))

weE:{ﬁQc (§)
< exp (=28 card(C)) - exp (—75((—1—1)/\;)) . Z exp (—ﬁHA” (w|(+1)Aib))

weXAn
= exp (—2f card(C)) .
Wie im Beweis zu SatzZ11.8 betrachten wir nun MaRe
— A An
Pn = (5(+1)Zz OﬂAg) X Kﬁ = 5(+1)A% X Kﬁ .

Wir schatzen ab, wie sich die rein positiven aul3eren Radiigungen auf die Verteilung des Werts von
wo auswirken. Es ist

P {wp = -1} =exp (—75((4—1)1\3)) . Z exp (—ﬁHA” (wa, lwae))
wEETT
= D Y e (—yleng) - BHY (0a,lwng))
C:0€I(C) we B N
(2 > exp(—2Bcard(C))

C:0€1(C)

< Z Z exp (—2f8 card(C))

l=4 C:0€I(C),card(C)=l

oo
< Zl L gl-1,—28L
=4
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Fur die letzte Ungleichung mussten wir die Anzahl einfaebahlossener Kantenzigeder Langd mit
0 € I(C) abschatzen: Offensichtlich enthalt jeder solche Kanigmmindestens ein horizontales Seg-
ment “oberhalb” des Ursprungs mit Abstand hbchst@anem Ursprung. Die Anzahl solcher Segmente
ist hochsteng. Ausgehend von einem solchen Segment ist der Rest der Kureh (I — 1)-malige
Auswahl zwischen hochstens drei Richtungen bestimmt.

Konstruieren wir nun ein Gibbs-MaR" wie im Beweis zu SafzZ1.8 als schwachen Haufungspunkt
der MaReP,, so ubertragt sich obige Abschatzung - die ja unablavgin ist - auf das Maf+, und
wir kdnnen schlielen

pHwo=—-1} <> 1:371 e 50 mits— oo,
=4

Also gibt es zue > 0 ein 3(e) < oo derart, dasg™{wy = —1} < € fur 8 > [(e). Da die
H” symmetrisch unter defdbergang von einer Konfiguratian zu ihrem “negativen Spiegelbild?
sind, ist mitu* auch ™, definiert durchy=(4) := p*{® : w € A} ein Gibbs-MaR, und es ist
p{wo = +1} < ¢ alsop™{wy = —1} > 1 —e. Daraus folgt, dass™ # p~. Genau wie im Beweis zu
SatAZTJ folgt daraus unter Benutzung von LerimalPllL.6(4xligtenz zweier zueinander singularer
Gibbs-Mal3e. |

21.16 Bemerkung Der Beweis des Satzes zeigt, dass bei ausreichend gré@angeschlossener Kan-
tenzug, auf dem alle “spins” den gleichen Wert annehmenhpotier Wahrscheinlichkeit auch in sei-
nem Inneren ganz Uberwiegend diesen Wert annimmt. Dasniséigt eine “Inselbildung” wie in Ab-
bildunglZIL3B. Das Bild kann man interpretieren als einer3emri‘Ozean” mit schwarzen “Inseln”. Die
grofRen schwarzen Inseln spielen auf kleinerer GroRenagidann die Rolle von schwarzen “Ozea-
nen” mit kleineren weiRen “Inseln”, und bei einigen dies@&i®en “Inseln” kann man diese Beobach-
tung noch eine Stufe kleiner fortsetzen. Auf einem unehelicGitter findet man diese Struktur in jeder
Grolenordnung wieder.

21.17 Bemerkung Mit etwas mehr Aufwand (§bungsblatt 5) kann man zeigen, dass die im Beweis
konstruierten MaRg* undy~ bereits singular zueinander sind. Im Fak= 2 gilt sogar: Jedeg € G;
ist eine Konvexkombination voa™ und .
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Abbildung 21.3:Typische Ising Konfiguration auf einef®0 x 800-Gitter. 3 = 0.4410 ist etwas groRer als der
kritische Paramete$. = %sinh*1 (1); daher Uberwiegt eine Art von “spins”. Die in BemerkdngI8 diskutierte
geschachtelte “Ozean-Insel-Struktur” ist deutlich dieint



Kapitel 22

Die Brown’sche Bewegung

Wir beginnen dieses Kapitel mit ein paar einfaclilrerlegungen dazu, wie ein Prozess in stetiger Zeit
aussehen misste, um als Grenzfall einer Folge immer sehablaufender symmetrischer Bernoulli-
Irrfahrten angesehen werden zu kdnnen.

Sei (Sk)k>0, Sk = Zle &;, die symmetrische Bernoulli-Irrfahrauf Z, d.h. die¢; seien un-
abhangig und®(¢; = —1) = P({; = 1) = 1. Lassen wir die Zeit “schneller laufen” indem wir den
Prozess um den Faktar € N “beschleunigen”, also das Teilchen zu den Zenpunl@geh =, n, .
“springen” lassen, so erhalten wir die Fami(i§};.,,):>0, 7 € N, von stochastischen Prozessen mit
stetiger Zeit. Dal¢; = 0undV (§;) = 1, giltfur¢ > 0

Siomy = 0 (22.1)
V(S[t,n]) = [tn] ~n-t. (*)

Will man nun die Zeit immer mehr beschleunigen und dabeirfir~ co zu einem “Grenzprozess”
gelangen, so muss man dig.,,; wegen (*) normieren. Daher betrachtet man die Prozesse

n 1

Es folgt sofort, dass

=—— >t (n— ).

Diese Normierung scheint also verniinftig zu sein.
Wegen der Unabhangigkeit d¢r folgt aus dem Zentralen Grenzwertsatz k= ¢p < t; < --- <
t-undA,...,A. €B

1
:P ﬁs S[t11n])€A(’L—1 ))
1
H ( 77, - S[ti,yn] ) 6 A’L
i1 _\,_/
B Summe vores (t; — ti—1)n WiV.&;

- HN(O,ti _ti—l)(Ai) (TL—>OO)
=1
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Mit anderen Worten: Seb := diag(t, — to,. .., t, — t,—1). Dann konvergiert

P

n n o » = N(0,D) firn — oo.
(X =x i x - x () (0, D)

Durch Transformation mit der MatriA, a;; := 1;>;, folgt

P(X(n) x(M) = N(0, ADAT) furn — oo
X

und o
T T 7 J
(ADA™),; = Z Z aikdieaje = Z dre = ting = ti A tj,
k=1/¢=1 k=1/¢=1
wo u A v := min{u, v}, siehe Satg 17 3.
Daher suchen wir einen “Grenzprozeg#;);>o mit By = 0, dessen Marginalverteilungen auf
Indexmenged = {to = 0,11, ...,t.} die GestaltP; := do x N(0, (t; At;); jen 0y) haben.
Sei&y([0,00)) = {I C [0,00) : 0 € I,ITendlich}. IstI C J € &([0,0)), so entsteh{t; A
tj)ijen{o} aus(t; A tj); je\foy durch Streichen der Zeilen und Spalten mit Indizes &us/. Da
mehrdimensionale Normalverteilungen eindeutig durcle ikovarianzmatrizen bestimmt sind, folgt
Pr = Pyo(rf)7t, dh.(Pr: I € &([0,00))) ist ein vertragliches System von Randverteilungen. So
gelangen wir zum folgenden Satz.

22.1 Satz (Brown’sche Bewegung - erster Schritt)
Es gibt ein WahrscheinlichkeitsmaBauf(R(%->) | B[0:>°)) mit endlich-dimensionalen Randverteilln-
genP o 7TI_1 = 60 X N(O, (tl 74\ t])’t,jGI\{O})

Fir0 =ty < t; < --- < t, sind die Zufallsvariablef;, — B,
nachN (0,t; — t;—1) verteilt.

Q

i =1,...,r, unabhangig un

i—1"7

Beweis: Die Existenz vonP folgt aus dem Fortsetzungsséiz_12.3 von Kolmogorov. Fiar Riest
beachte, dass mit den oben eingefiihrten Matrizemd D

(B, — Bigy-.., By, — By, )= A" (By,...,B,)
nach\ (0, A=1(ADAT)(A=1)T) = N(0, D) verteilt ist, siehe Safz11.3. O

22.2 Bemerkung (Konstruktion von Gaul3-Maf3en) Auf genau die gleiche Art und Weise kann man
zu jeder Familie von vertraglichen KovarianzmatrizenWhrscheinlichkeitsmaR a(iR[(0:>°) | B[0:>))
konstruieren, das gerade die durch die Kovarianzmatriestiramten Normalverteilungen als endlich-
dimensionale Randverteilungen hat. Solche Malie nenniGaaf-Malie

Mit der Konstruktion aus Safz22.1 konnen wir noch nichtgzaufrieden sein, denn da die Spriinge
der stiickweise konstanten Prozesss,, Grbﬁeﬁ haben, sollte ein verniinftiger Limes-Prozess ste-

tige Pfade haben, d.h. die Abbildunger- B, (w) sollten fur P-f.a. w stetig sein. Das kann man aber
nicht erwarten, wie die folgende Diskussion zeigen solk. béinotigen folgendes Lemrla.

22.3Lemma Sei A € B”, T eine beliebige Indexmenge. Dann gibt es eine hichsternshtitzare
TeilmengeS C T derart, dasst € (71)~(B%).

Beweis: Sei

A= | @5 s,
scT
S abzahlbar

A enthalt alle Zylindermengen, und man zeigt leicht, ddssnes-Algebra ist. Also ist3” C A. O

22.4 Korollar (Nichtmessbarkeit vonC(T; R) in BT) SeiT C R ein nicht triviales Intervall.

1Die Darstellung hier und in den weiteren Kapiteln folgt im $&atlichen dem Buch von Revuz und Yor[RevuziYor].
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a) {w e R” : t > w; stetig ¢ BT
b) {w € RT : t — w; monoton wachsendZ B”.

Beweis: Andernfalls wirden die Eigenschaftens w, ist stetig” bzw. t — w; ist monoton wach-
send” durch die Wertey; fur ¢ aus einer abzahlbaren Teilmenge iBxeterminiert, was aber nicht der
Fall ist. ]

22.5 Bemerkung Ahnliche Probleme treten auf, wenn man aus dem PrqZ&i$s- o hergeleitete zufal-
lige Grol3en wie

T(w):=inf{t > 0: B(w) > 1} oder M(w):=sup{|Bs(w)|:s <t}

betrachten will. Die bisherige Konstruktion, dié¢ C R wie eine vdllig strukturlose Uberabzahlbare
Indexmenge behandelt, erlaubt es nicht, die MessbarlesediGroRen nachzuweisen. Wir missen die
Konstruktion daher modifizieren.

22.6 Definition (Stetige Pfade)SeiT C R. Ein stochastischer Prozess, ). hat stetige Pfaddalls
die Abbildungt — X.(w) fir jedesv auf ganZl stetig ist.

22.7 Definition (Modifikation eines Prozessesywei auf dem gleichen Wahrscheinlichkeitsraum de-
finierte stochastische Prozes3& ):cr und(X)):cr sind Modifikationenvoneinander, falls

VteT: X; = X|fs.

22.8 Bemerkung (Modifikation = gleiche Verteilung) Sind(X;);cr und(X}).cr Modifikationen von-
einander, so ist auohXs,, ..., X;, ) = (X{,,..., X{ ) f.s. fur beliebige!y, ..., ¢, € T'. Insbesondere
haben die beiden Prozesse die gleichen endlich-dimensioRandverteilungen und damit die gleiche
Verteilung (als Prozess).

Hinreichende Bedingungen, unter denen ein Prozess eindikéditin mit stetigen, ja sogar Holder-
stetige Pfaden besitzt, gibt der folgende Satz an.

22.9 Satz (Kriterium von Kolmogorov)
SeiT C R ein Intervall. Fiir den reellwertigen stochastischen PssgX;).cr gebe es Konstanten
a, 3,C > 0 derart, dass fir alle,t € T

E[|X: — X|¥ < Ct—s|'TP.

Dann hat X;):cr eine Modifikation( X}):cr mit stetigen Pfaden.
Es gilt sogar mehr: Fiir jedesc (0, g) und jedes\ € N st

[e3%

X]— X!
E sup M < 00.
sternio,N] |t — s|Y
st

Insbesondere ist fast jeder Pfad \oxy)):cr ~v-Holder stetig aul” N [0, N, und durch Modifikation
des Prozesses auf einer Nullmenge erhélt man einen Proegsiem samtliche Pfade lokaiHolder
stetig sind.

Wir stellen den Beweis zuriick und wenden den Satz zunalfsien in Satf 2211 konstruierten
Prozesg B;):>o an.

2Seiy > 0, T C R ein Intervall. Eine Funktiorf : T — R heilty-Holder-stetig falls 7., (f) := sup{w :

z—y[Y
z,y € T,z # y} < oo. f heildt lokaly-Holder-stetig, falls jedes € T' eine Umgebung besitzt, auf déry-Holder-stetig ist.
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22.10 Satz (Existenz der Brown’schen Bewegung)
Der in Sat£2211 konstruierte Prozésk ):>o besitzt eine Modifikation mit stetigen Pfaden. Sie istf.s.
eindeutig bestimmt. Sie kann so gewéahlt werden, dass itadeRir jedesy € (0, ) lokal v-Holder-
stetigsind. (Diese Modifikation wird wieder m{tB,);>o bezeichnet.)

22.11 Definition (Brown’sche Bewegung)Ein Prozes$B;).> heilst Brown'sche Bewegungenn er
wie die in Satg£22.10 konstruierte Modifikation folgendedtigchaften hat:

i) Bo=0,
i) P, ... B.)=NO,tAt;)i=1,
ii) (B:):>o hat stetige Pfade.

n) flrallety, ... t, >0,

.....

22.12 Bemerkung (Gaul3-Prozesslrordert man in dieser Definition in ii) andere Kovarianzrizan,
so gelangt man zu allgemeiner@aul3-Prozessesiehe die Beispiele2ZP3 uhd22.24.

Beweis von Safz2Z110: Wir wenden das Kolmogorov-Kriterium mit = 4 und3 = 1 an: Firs < t
ist B; — Bs nach\/ (0, t— s) verteilt. Daher ist[| B; — Bs|*] = (t—s)? E[B{]. (Man kann nachrechnen,
dassE[B{] = 3.) Also gibt es eine Modifikation mit stetigen Pfaden.

Sind(B;).>0 und(B}'),>o zwei Modifikationen vor(B;);>o mit stetigen Pfaden, so gilt fast sicher:
B = B/ furallet € Q N[0, c0), und aus der Stetigkeit der Pfade folgt, dass fast sicher®fil= B}’
furallet > 0.

Wendet man das Kolmogorov-Kriterium mit = 2k und 3 = k — 1, k € N, an, so erhalt man
E[|B; — B,|**] = (t — s)* E[B?*] = E[B3*]|t — s|'*7. Die Forderungy < £ in SatZZZP wird dann
Zuy < l — Qlk, und da mark beliebig grof? wahlen kann, folgt, dass die Brown'scherd®fiér jedes
~v €10, ) fast sichery-Holder-stetig sind. O

22.13 Bemerkung Aus der Stetigkeit der Pfade folgt leicht, dass die beidefallavariablenl” und M,
aus Bemerkung22.5 messbar sind:

T(w)=inf{t e QN[0,00) : By(w) > 1}, M (w)=sup{|Bs(w)|:s€QnI0,t}
22.14 Korollar Sei(By):>o eine Brown’sche Bewegung. Dann ist jeder der folgendend3seX,):>
ebenfalls eine Brown'sche Bewegung:
a) Seis >0, Xy := Bs1y — Bs, t > 0.
b) X, :=—By,t>0.
c) Seic >0, X; :=cByje2,t > 0.
d) Xo:=0,X;:=tBy, (t > 0). (Indiesem Fall muss der Prozess eventuell noch modifimenden.)

Beweis: Inallen vier Situationenisky = 0 undP(Xt vvvvv x,,) farty, ... t, > 0 einen-dimensionale
Normalverteilung (SatzZI7.3). AuBerdem K&t ),>, in den Fallen a)- c) stetige Pfade.

a) Cov(Xp, Xp)=(t+s)AN({t' +s5)—s—s+s=tAt.

b) Cov(X:, Xy) = Cov(By, By) =t At.

€) Cov(Xy, Xp) =2 (L AL)=tAL.

d) Cov(Xy, Xy) = tt' - (3 A &) = t At'. Also haben die Prozes$&;);~o und (B;);>¢ identi-

sche Verteilungen. AuBerdtem hat der Proze¥g):~o stetige Pfade, so dass nur zu zeigen bleibt
P(lim;—,0 X; = 0) = 1. Da (X:):~0 und (Bi):~ identische Verteilungen haben, folgt das aus
P(lim;—,o B; = By = 0) = 1, sobald man gezeigt hat, dass das Ereighis; ., X; = 0} messbar
ist. Wegen der Stetigkeit der Pfade fiir> 0 ist aber{lim;_.o X; = 0} = {lim;—o,tcq X: = 0}
messbar.
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O

22.15 Bemerkung Aus KorollafZZIEH folgt sofort, dassn,_... t~' B, = lim,_o X; = 0 fast sicher.

Beweis von Safz22.9: Wir betrachten zunachst nur das Parameterintefva@i", 2V] fir ein festes
N € N. Sei

k
Dn:_{—neTﬂ[—ZN,2N]:keZ} (n>0), D:=JDn,
2 n>0
A, ={(s,t) 15,6t € Dy, |s—t|=27"}.

Beachte, dassard A, < 2"V +2, Wir betrachten die Zufallsvariablei,, := sup(, ,ea, [X: — Xal.
Es ist
EBIKS< > E[IX;— X[0] < 2mtNH2. 0a7n(H8) = N +2p=0n *)
(s,t)eA,

Zus,t € D undm > 0 definiere
Smi=max{u € Dy, :u < s}, ty:=max{u€ D, :u<t}.
Es qgilts,, /" sunds,, = sfallss € D,, mitm > n. Analog firt,,. Daher ist

Xt - XS = (thn - Xsm) + ('Xt - 'thl) + (XS - Xswn)
= (Xtm - Xsm) + Z(Xti+1 - th) - Z(X5i+1 - XSZ) )
Ist|s —t| < 27™, so ist entwedes,,, = t,, oder(s,,,t,) € A,,. In jedem Fall ist also

|Xt—XS|§Km+2§:KM§2iKZ—.

i=m i=m
Setzt man nun | |
X — X,
Mfy.—sup{w S,teD,S#t},

so folgt

M, < sup {2(m+1)'y - sup {|Xt — X,|:s,teD, 27D <t — 5] < 27m}}

meN
<sup{2-2mtD7 . NT R,
mGN{ 1:Zm

<27 20K,
1=0

Fura > 1 folgt daraus fury € (0, g) unter Beachtung von (*)

1

M, <217 2WKOL<21'YC2} 2‘* 21(77)<oo
=0

also E[M¢] < oo. Ista < 1, kann man (wegen der Konkavitat van— =) auf die gleiche Weise
E[M$] an Stelle vorj| M., ||, direkt abschatzen.

In jedem Fall istM, < oo f.s., und es folgt, das® > t — X,(w) fur fast jedesv gleichmaRig
stetig ist. Daher kann man fiir solchediese Abbildung stetig fortsetzen zu

X, = hn} Xs.

seD
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SchlieBlich ist fur jedes € TN [0, N]

E(IX - X[ <E

lim | X, — XS|"‘] <liminf B [|X; — X,|] <liminf C |t — s|'"*7 =0,

seD seD seD

so dassX; = X fast sicher.
Die Holderstetigkeit der Pfade vdiX;).cr folgt nun leicht: Da wir schon wissen, dass diese Pfade
stetig sind, ist

X - X! X - X!
sup | t s|7 u | t s|

s,teTn[—2N 2N |t — S|V - s,stitD |t — S|V
t

s

=M, <oofs,

wobei wir fur die zweite Gleichung benutzt haben, ddss= X f.s. firt € D.
Noch kann es eine Nullmendé C Q geben, fir di¢ — X/(w) nicht Holder-stetig ist. Wir modifi-
zieren daheX aufU, indem wir fiir ein geeignetes € T setzenX/(w) := X/ (w) (w € U). O

Nun stellt sich die Frage, wie es mit deiHolder Stetigkeit Brown’scher Pfade f&r> % aussieht.
Wir werden sehen, dass sie ftir> %"fast sicher nirgends-Holder stetig sind. Folgendes Konzept
erweist sich dazu (und auch fur spatefeerlegungen) als nitzlich.

22.16 Definition (Unterteilung) Eine Unterteilung\ des Intervall40, t] ist eine endliche, aufsteigen-
de Folge) =ty < t; < --- < t, = t. Man setzt

|A| = sup{|ti—ti_1|:z’: L...,n}

und, fur einen stochastischen Proze¥s),>o,

n

QtA = Z(th - Xti—l)Q :

i=1

22.17 Definition (Endliche quadratische Variation)  Ein stochastischer Proze¥'s= (X;);>o hat
endliche quadratische Variatiofalls es einen stochastischen Proz€¥sX) = ((X,X)¢)t>o mit
Werten in[0, o) gibt, so dass fir jedels > 0 und fir jede FolgéA,,),~o von Unterteilungen mit
lim;, 00 |Ay| = 0 gilt:

QtAn - <X, X>t stochastisch. *)
Der ProzesgX', X') heif3t die quadratische Variatiaon X .

22.18 Satz (Die quadratische Variation der Brown’schen Beegung)
Fir die Brown'sche Bewegung3:):>o ist (B, B); = t fir jedest > 0. Die Konvergenz in (*) gil
sogar imL?-Sinn.

Beweis: Da die(B;, — By,_,)? unabhangig sind und Erwartungswest— ¢;_; haben (siehe Satz
227), ist

E [(Qf - t)Q] —E <2n: (B, = Bi,,)* — (t: — t“))>

=1

I
NE

E [((Bti, — By, )= (ti — ti_l))ﬂ

.
Il

|

(t; — tio1)*E[(B} — 1)?]

1
Al-E[(Bf —=1)"] =0 (|A]—0)

K2

IN
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22.19 Bemerkunglst )~ |A,| < oo, so folgt im Fall der Brown'schen Bewegung aus dem Borel-
Cantelli Lemma sogar fast sichere Konvergenzin (*).

22.20 Korollar (Unendliche Variation Brown’scher Pfade) Seie > 0. Fiir fast jeden Pfad
t — Bi(w) gilt:

n
VO<s<t: sup{Z|Bti—Bti1|2_6:s:t0<t1<---<tn:t}=oo.
i=1

Beweis: Zunéachst reicht es, rationateundt zu betrachten. Damit kann man sich auf ein festes Paar
s < t beschranken. Wegen Korollar ZZ14a reicht es dann, ddnsFal 0 zu betrachten. Sei daher
(Ag)r>0 eine Folge von Unterteilungen v, t] mit ), [Ax| < oc. Dann ist

N Ak
t
B (v (w)—B w)|?>7¢ > 4 ~ k — o0
; | tik)( ) tﬁ’i)l( )= sup; | B,o (w) — Bt@l (W)l sup; | B,m (w) — Btgi)l (W) ( )

fur fast jedesv, und dau — B, (w) auf dem kompakten Intervald, ¢] fur jedesw gleichmaRig ste-
tig ist und|Ag| — 0 geht, konvergiert der Nenner dieses Ausdruckskfir> co gegen0, so dass
Yot IB,o (W) = B, (w)[>~¢ — oo fast sicher. O

Daraus folgt direkt (mit = 2 — 2):

22.21Korollar Isty > i, soistt — B,(w) fast sicher auf keinem nicht trivialen IntervaHolder
stetig. Insbesondere ist— B, (w) fast sicher auf keinem Intervall differenzierbar. (Man kaogar
zeigen, dass das auch nochfik= % gilt; der Beweis ist aber aufwendiger.)

22.22 Bemerkung (Wiener Maf? aufC'(]0, c0); R)) SeiX = (X;):>0 ein stochastischer Prozess auf
(Q, F, P). Wie in Definition[&® Betrachtet : Q@ — RI%>) (X¥(w)); := X;(w). Die Verteilung
von X ist P o X~1, ein WahrscheinlichkeitsmaR af’->). Hat der Prozesg’ stetige Pfade, so ist
X(Q) C C([0,00);R), aberC([0,00);R) ¢ B>, siehe Korollal22}4. Trotzdem kann man auf
C(]0,00);R) die o-Algebra

B = B 1 C([0,00)R) = {ANC([0,00):R) : 4 € B}

betrachten. Dann ist : Q — C([0,00); R) naturlichF — B[CO’OO)-messbar und wir kdnneR o X!
als MaB aufC([0, c0); R), B[CO’OO)) interpretieren. Dadurch haben wir eikenonische Versiomon X
auf dem Wahrscheinlichkeitsrauf@'([0, co); R), B[CO’OO), P o Xx~1) gewonnen.

Ist X eine Brown’sche Bewegung, so heil3t dieser kanonische s3a¥Ener-Prozelsind das MaR
P o X~ Wiener-MaR

Die beiden folgenden wichtigen Gaul3-Prozese lassen siefieamentare Weise aus der Brown’schen
Bewegung gewinnen.

22.23 Beispiel (Ornstein-Uhlenbeck Prozesseiena, 3 > 0, (B;):>0 eine Brown'sche Bewegung.
Furt € R setze
U i=e ™ Bge2at .

(Up)er ist ein stationareGGaul3-Prozess mit stetigen Pfaden. Die Stetigkeit der Rddgedirekt aus
der Stetigkeit Brown’scher Pfade. Wir zeigen, déSs).cr ein stationarer Gaul3-Prozess ist.
Seient; < --- < t,, s € R. Mit den Bezeichnungen

B = [e?*s, A :=diag (e*“tl, ce e*“t")

3nach Norbert Wiener (1894-1964)
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Der zufallige Vektor
T _as r
(Ut1+87"'aUtn+S) =€ A (Bée2at17"'7Bée2atn)
hat die Verteilung
N (07670514‘/670(5 AT) (mlt ‘/ij _ (5620415,; A B€2atj )ij _ (BBQQ(tiAtj))ij)
=N (O, (6_2(!866_&”€2a(ti’/\tj)€_atj) )
ij
=N <(), e—alti—t;l > ’
(6 )ij
also eine von der Verschiebungnicht abhangende Normalverteilung. Insbesondere ist
Cov(Us,Up) = Be~ =t
22.24 Beispiel (Brown’sche Briicke)Firy € R definiere den Proze$8} )o<:<1 durch
BY := B, —t(B; —y), alsoBY =B +ty.

Dieser Prozess hat ebenfalls stetige Pfade, und €8st 0, BY = y, E[B}] = ty. AuBerdem ist
(BY)o<i<1 ein zentrierter GaulR-Prozess, denn(fid ¢ < -+ < t, < 1ist

BY 1 —t B,
: = . : BI
0 _ tn

By 1 —t, B

Die Kovarianzstruktur berechnet sich zu

Cov(B?, BY) = Cov(Bs, B;) — sCov(By, By) — tCov(By, By) + stCov(By, By)
=sANt—st—ts+st=sNt— st

Es folgt sofort, dass auch fur beliebige
Cov(BY,BY)=sAt—st.

Es ist moglich, die Verteilung vo(mB,Z{_)oStSl als “bedingte Verteilung voriB:)o<t<1 gegeben
By = y”" zu interpretieren. Das wird in dedbungen genauer beschrieben.
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Der Poisson-Prozess

In diesem kurzen Kapitel konstruieren wir den Prototyp siReozesses mit stiickweise konstanten (also
nicht stetigen) Pfaden, défoisson-Prozes®abei spielen zwei klassische Verteilungen eine herausra
gende Rolle.

Zunachst einmal benotigt man die Exponentialverteiemgum Parameter > 0, d.h. die Vertei-
lungen aufl0, co) mit Dichte f,(z) = ae™". Inshesondere isP(X > z) = [~ ae™*" dz = e~ 7
undE[X] = f0°° zoe™ " dx = L fur nach&, verteilte X. Exponentialverteilungen haben die folgende
charakteristische Eigenschaft: I§tnach&, verteilt und sindz, b > 0, so ist

P{X > b —a(a+bd)
P{X>a+b|X >a} = Eo{fij}}:eeaa —e = P{X >0b}.

Diese Eigenschaft nennt man auch @iedachtnislosigkeitier Exponentialverteilungen.

Des Weiteren bendtigt man dRoisson-Verteilungef?, zum Parametety, d.h. Wahrscheinlich-
keitsmale aulNy mit P, (k) = e*ao‘k—’f. Fur nachP, verteilte X ist E[X]| = e~ > >, k(z—’f = a.

Seien nunXy, X5, ... unabhangige nacfy, verteilte Zufallsvariablen. Setzg, := X; +---+ X,,.
DalS, — E[X;] = 1 f.s. nach dem Gesetz der groBen Zahl, gght— oo f.s., und daX;, > 0 f.s.
fur jedesk, folgt

0=:5(w) < Si(w) <S(w) <--- /00

fast sicher, und durch Modifikation auf einer Nullmenge kamam annehmen, dass das fur allee Q2
gilt. Wir interpretieren dieS,, (w) als eine Folge zufalliger Zeitpunkte, zu denen gewisséghigse
realisiert werden, (z.B. atomare Zerfallsereignisse,fkeines neuen Kunden an einem Bedienungs-
schalter, Anfrage an einen Server, u.s.w.). Die Zeitirgevzwischen zwei Ereignissen sind dabei so
“zufallig” wie moglich (bei gegebenem Erwartungsweéi, sieheUbungI31D.

Setze nun fir jedes> 0

Ni(w) :=max{n>0:S5,(w) <t} , d.hSy, <t<Sn,i1.

N:(w) ist also die Anzahl der zufalligen Ereignisse bis zum Zwritzktt. Dann ist
{N; >k} ={S, <t} furallekeNy. *)

23.1 Lemma (Verteilung vonN,) Die ZufallsvariablerN, sind nachP,; verteilt.

Beweis: Sei f,(z) die Dichte vonS,, = S,,_1 + X,,. DaPx, = Px, = Pgs,, ist

~Jaem™*® (x>0)
fl(z)_{o (z <0)

fa() = (fa—1% fi)(2) = /0 ' fo1(y) fi(x —y)dy furn>2 (siehe SatEIII)9



Kapitel 23 Der Poisson-Prozess 142

Durch Induktion zeigt manf,,(z) = ae™2* ((’f) T A Es folgt:

CP(N, = k) = S (P(N. > k)~ P(N, > k +1))
d

= = (P(Sk <) = P(Sk1 <8)) = fu(t) = fia (1)

o (5 8).

so dass
(at)*

P(Ny = k) = ¢ "=

+Cka

und dad_,~ , P(N; = k) = 1, mussC, = 0 sein.

23.2 Satz (Poisson-Prozess)
Der Prozes$N,).>( heif3t Poisson-Prozegam Parametex. Er hat folgende Eigenschaften

) No = 0 und alleN; sindNy-wertig.

i) Fur0 =ty <t1 < --- <t sind die Zuwachs&;, — Ny, , (i = 1,...,k) unabhangig und nach
Pati—t,_,) verteilt.

iii) Firallew € Q istt — N.(w) nicht fallend und rechtsseitig stetig mit Sprunghéhe

Beweis: i) N =0,dasS; > 0. N;(w) € Ny folgt direkt aus der Definition voiV;.
iii) Die Monotonie folgt aus der Definition, die Sprunghthaus der Beobachtung, daSs < S,,+1,
und fir die rechtsseitige Stetigkeit beachte man
Ny=n = 5,<t<Sp41 = N, =nVt €lt,Snt1)
i) Zum Beweis der Verteilungsaussage fiihren wir folgeHdEsprozesse ein: Sei> 0. Definiere
X .= Sy, 1 —t (“erstes Sprungereignis naeh, X" := Xy, 1 (k>2).

Weiter unten werden wir zeigen:

Fur allen € Ny undt¢ > 0 ist die bedingte Verteilung vth,gt))kzl gegeben{ N; = n} (*%)
gleich der Verteilung voriXy ) k>1.

Zu (X,gt))kzl definieren wir wie vorheﬂff) = Xf) + -+ Xff) und

N(t) *max{n>0 St)<s} .

Dann |stS(t) SN,+n —tund
Ns(t) =max{n >0:Sn,4n <s+t} =max{m >0:S5, <s+t} — Ny = Nyt — Ny,

und wegen (**) hat(Ns(t))SZO die gleiche Verteilung wi€N;)s>0. Insbesondere sind die Zuwéachse
Nsi++ — Ny nachP, ;s verteilt.
Seiennu =ty <t; < --- <tpundn; € Ny (i =1,...,k). Dannist

Nti o Ntifl = (Nti - Ntl) - (Nti—l - Ntl) = Nt(fi)M N(ztli t1

1f,, ist die Dichte del-Verteilung mit Parametera undn.
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und daher
P{N; =Ny, , =n;(i=1,...,k)}
- P{Ntl =, N = N =i (i=2,... k) }

i—1—t1

o(XJ(.tl):jzl,z...)—messbar
= P{Nt1 = nl} -P {Nti_tl — Ntwﬂ—l—tl =n, (Z =2,..., k)} wegen (**)
= P{Ntl—to = nl} - P {Nti_tl — Nti—l_tl =MN; (Z = 2, “e ,k)} .

Durch Induktion folgt

k k
P{Ny, =Ny, , =ni(i=1,....5)} = [[P{Nt,—e.., =ni} = [[ P {Ne, = Ni,_, =i}
=1 =1

daPn, , . =Pagt;—t:_1) = Pn,,—nN,,_,, das heil3t die Zuwachse sind unabhangig.

Es bleibt (**) zu beweisen: Zunachst ist

P{Nt :n,Sn+1 >y+t} :P{Sn St,XnJrl >y+t—Sn}

=F [1{5n§t} . P[Xn+1 >y + (t — Sn)’U(Sn)H

— E{1{Sn§t} P[Xni1 > y|o(Sn)] P Xnys >t — Sn|a(Sn)]}

—e— Y

daX,;1 vonS, unabhangig, also die bedingte Verteilung &R, gegeberb,, gleich Px, , = &,
ist (beachte die Gedachtnislosigkeit der Exponentiédbidlaing!). Daher ist

P{Ny=n,811>y+t} =€ P{S, <t < Sp1}=P{Xni1 >y} P{N;=n} .
Es folgt furyy, ..., yx > 0:
P{Nt =n, X{" >y, X§ > o, X > y’“}

:P{Nt:nasn-H >y1+t, Xonpe >y, Xk >yk}

o(X1,...,Xn+1)-messbar

k
=P{N;=n,Sn11 >y +t} [[P{Xnss > vi}
=2
k
=P{N; =n}-[[ P{Xnsi > v}
L N ——
=1 =P{X;>y;}

=P{Nt=n}-P{X1>y1,...,Xk>yk},

also die Behauptung (**). ]
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Martingale, Submartingale,
Stoppzeiten

In Ubung[ZOb hatten wir gesehen, dass der Partialsummergsranabhangiger Zufallsvariablen ins-
besondere eine Markov-Kette ist. In diesem Kapitel lernareime andere, sehr weit reichende Klasse
von Prozessen kennen, die die Partialsummenprozesseangigér Zufallsvariablen mit Erwarturty
verallgemeinern.

Allen Definitionen und Satzen dieses Kapitels liegt ein Yaheinlichkeitsraur(f?, A, P) zu Grun-
de.

24.1 Definition (Filtration, adaptierter Prozess) SeiT C R.
a) Eine Familid F;).er von Teilv-Algebren vonA heifdt eine Filtrationfalls 7, C F; firs < t.

b) Eine FamilieX = (X, Fi):cr heil3t ein adaptierter Prozedalls X, fir jedest € T eine F;-
messbare Zufallsvariable ist.

24.2 Definition (Martingal) Ein adaptierter Prozess heil3t ein Submartingafalls fiir alles,t € T
mits < t gilt

) E|X| < oound
i) E[X:|F] > X.

Ein Prozess ist ein Supermartingafalls — X = (— X, F;):er €in Submartingal ist, und ein Martingal
falls er sowohl ein Submartingal als auch ein Supermartista

24.3 Bemerkung Ein Martingal ist also eine adaptierte Famili&,, 7;).cr integrierbarer Zufallsva-
riablen mitE[X,|F,] = X, falls s < ¢.

Wir sagen auch, dag(; );cr ein (Sub-, Super-) Martingal ist, fallsX;, F;)ter mit 7 := 0(Xs : s <
t) eines ist. (Man beachte den Unterschied zur Notation in t€Hpi, wo wir dieser-Algebra mitF<,
bezeichnet hatten.)

Zum Ursprung der Bezeichnung “Martingal” werden wir in Be&[25.2 noch ein paar Anmerkun-
gen machen.

24.4 Bemerkungen
a) Die Summe endlich vieler (Sub-, Super-) Martingale ist(&ub-, Super-) Martingal.

b) IstT ein Intervall inZ, so folgt Eigenschaf24Rii auE[XnH\]-"n] = X, furallen mitn,n+1 ¢
T.

24.5 BeispieleWir beschranken uns zunachst duf= Ny als Indexmenge.
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A) Seienéy, &1, &, ... unabhangige ZufallsvariableR)|¢;| < oo furallei > 0, F,, = (o, .- -, &n)-

a) SeiE¢; = 0 (bzw.> 0) fur alled, X,, = & + --- + &,. Dann ist(X,,, F,,)»>0 €in Martingal
(bzw. Submartingal), denn fiar > 0 ist

s[19.8us[19.5¢
E[Xn11|Fn = E[X0|Fol + Eléni1|Fol R X, 4 B = (2)X,
b) SeiE¢; = 1furalled, X,, = & - & - -+ - &, Dann ist(X,,, F,.)n>0 €in Martingal, denn fir
n > 0ist
E|Xn|:E|€O| """ E|§n|<oo,

Bt |Fal = B - e | 7ol S X, Bl |7 P2y e, = X,
B) Sei¢ € L}, (Fn)n>0 €ine Filtration, X, := E[g\]—"n]. Dann ist(X,,, Fn)n>0 €in Martingal, denn
furn > 0ist

sI9.6d
BlXo| < E[BE[¢|F]] = Elg] < oo,

E[Xni1|Fn] = E [BlE| Frsa]|Fn] S@E[g\fn] =Xy .

C) Sei(X,)n>0 eine zeitlich homogene (aber nicht notwendig stationkl@kov-Kette auf( 2, A, P)
mit Werten in[0, oo) und X, € £}. Sie habe dellbergangskeri (z, A), siehe Kapite[20, und es
gebe eine Konstane > 0 derart, dasgfoOO y - K(x,dy) = vy« fur Px,-f.a.z. SetzeY,, := 7y "X,
Fn = 0(Xo,...,Xn). Dannist(Y,,, F,)n>0 €in Martingal, denn aus der Markov-Eigenschaft der
X, folgt

EX,=F {/y~K(Xn1,dy)} =~vEX, 1= =9"EXy < o0,
alsoE|Y,| = y"FE[X,] < oo, und
ElYy|Fa] =7 " E[X,n|o(Xo, ..., Xp)] = 4~ ") B[X |0 (X)]

=Y /y K (Xpydy) =y "y X, =Y
Ein Spezialfall dieser Situation wird im folgenden Beisgjenauer untersucht.

24.6 Beispiel (Galton-Watson ProzesspeienN,, i, (n,k = 1,2, 3, ...) unabhangigidentisch verteil-
te Ng-wertige Zufallsvariablen. Definiere

X'Vl
Xo:=1, Xpy1:= ZNn,k .
h—1

Die klassische Interpretation fur diesen Prozess ist

X, ist die GroRRe einer Population mit nicht Uberlappendendiationen zur Zeit,
N, i ist die Zahl der Nachkommen désten Individuums in der Population zur Zeit

Durch Induktion zeigt man leicht: Fur jedessind dielN,, ;, unabhangig vor,, .
Seiv die Verteilung detV,, ,, aufNy. Da firr € No undA C Ny

————
r-mal

P(Xop1 € A[Xo = 1) = P (Z Nu € A) = (e x0)(A) = K(r, ),
k=1
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ist (X,,)n>0 eine zeitlich homogene Markovkette nilbergangskert’, und es ist

/ y K(r,dy) = Zs v){s} =r-EN,
0 _\/—/ ——

r-mal =y

(Xn)n>0 heiBt auch Galton-Watson-Prozess

24.7 Beispiel (Martingaleigenschaft des Poisson-Prozess Sei(V;):>( der Poisson-Prozess mit Pa-
rametera aus SatL2312F, = o(N, : s < t). Dann ist(N; — at, F):>0 €in Martingal, denn fiir
0 < s < tist wegen der Unabhangigkeit der Zuwach&e— N, von dero-Algebraf;

E[N; — at|F,] = E[N; — N,|F] — ot — s) + (Ns — as)
= F[N; — Ng] — a(t —s) + (Ns —as) = Ny —as..

24.8 Satz (Martingaleigenschaften der Brown’schen Bewegq)
Sei(B:):>0 eine Brown'sche Bewegung. Dann sind die folgenden ProAdastingale:

i) By selbst,
i) B —t,

jii) Mg = exp (aBt . a;t) fur jedesa € R.

Beweis: Sei0 < s < t.
i) E[B|F.] = E|B; — B;|F,] + E|B,|F,| = B,, daB; — B, von F, unabhangig ist (vergleiche
Beispie[I3br).
i) Ahnlich ist
E[Bf’fs] = E[(Bt - BS)Q‘}—S] + 2E[(Bt - Bs)Bs’]:s] + E[Bg‘]:s]
= E[(B; — B)*] + 2B;E[B; — Bs|F,]+ B =t — s+ B,

so dasst[B}? — t|F,] = B2 — s.

i) Esist M = M - exp (a(Bt — B;) — 0‘72(75 - s)), und daM ¢ bzgl. Fs messbar, der Exponent
von F, unabhangig un®’s, _ 5, = N (0,¢ — s) ist, folgt

BlMp |7 =32 [ep (a(Bi- B) - S- )|

oaxr—

a? =2
=M. e~ T (t—s) 30— dx

).

= Me
O

24.9 Lemma (Konvexe Transformation von Submartingalen)Seil C R ein (nicht notwendig end-
liches) Intervally : I — R konvex. SeiX = (X, F;)ier €in Submartingal mit Werten ih.

Ist a) ¢ nicht fallend, oder b)X ein Martingal, so ist auch(X) = (¢(X), Fi)ier €in Submartin-
gal, falls diep(X;) integrierbar sind.
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Beweis: Mit X, ist auchp(X;) bzgl. 7; messbar. Auf3erdem folgt aus der bedingten Jensen’schen
Ungleichung (Satz19.12) fisr < ¢

> p(Xs) imFalla)

Elp(X0)|Fs] = ¢ (B[X| 7)) {_ ©(X,) im Fallb).

O

24.10 Beispiellst X = (X¢, Ft)ter €in Martingal, so sindX [P = (| X¢|P, Fi)ier fUrp > 1, Xt =
(X;", F)ter und X~ = (X, , F;)ier Submartingale. Das folgt aus dem vorhergehenden Lemma fiir
o(z) = |z|P,z*,z~. (FUrX* bleibt die Aussage sogar richtig, wehnur ein Submartingal ist.)

Die Bedeutung von Martingalen in der Stochastik liegt ziegirgro3en Teil darin, dass man aus einem
gegebenen Martingal auf vielfaltige Weise neue Martiagadd Submartingale gewinnen kann. Lemma
war ein erstes einfaches Beispiel daflr. Fur die Tieamd die Anwendungen von Martingalen
von zentraler Bedeutung ist digansformation durch Stoppzeiten

24.11 Definition (Stoppzeit, Abbruchregel) Sei(F;):cr eine Filtration. Eine Abbildung : Q@ — T
heiB3t Stoppzeitbzgl. (F;)ier), falls

{r<t}={weQ:7(w)<tleF VteT.
IstT < 0o P-f.s., so heil3t auch Abbruchregel
24.12 BemerkunglIstT = N oderT = N U {oo}, so sind
{r=n}eF, und {r<n},{r>n}eF,_flralen,
denn

{r=n}={r<ni\{r<n-1},
{r<n}={r<n-1} und {r>n}={r<n}°.

24.13 Beispiellst (X,,, F,,)n>0 adaptiert und3 C R messbar, so ist
mp:=inf{n >0: X, € B} (75 =400, fallsVn>0: X,, & B)

eine Stoppzeit, die Zeit des ersten Eintritts3, denn{rz < n} = {J,_,{Xi € B} € F,. Das ist fur
Uberabzahlbarg nicht immer richtig!

24.14 Lemma SindT,, o Stoppzeiten, so aueh A 1o := min{r, 72 }.
Beweis: {r A <n}={rn <n}U{r <n}eF,. O
24.15 Definition Ist T eine Stoppzeit bzgl(F):cr, So heifdt

Fr={Ac A: An{r <t} e F firallet € T}

dieoc-Algebra derr-Vergangenheit

24.16 Bemerkung . ist tatsachlich eine-Algebra Ubung.
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24.17 Satz (Diskretes stochastisches Integral)
SeiX = (X, Fn)nen, €in (Sub-)Martingal.
a) SeienH,, beschrénkte, nicht negative,_,-messbare Zufallsvariablén = 1,2, ...). Setze
Yo = Xo, Yni1 =Yn + Hop1(Xng1 — Xp) ,  @ls0Y, = Xo+ Y He(Xe — Xi_1) -
k=1

Dann ist(Y,,, Fn)nen, €in (Sub-)MartingalY,, ist dasdiskrete stochastische Integnain H bzgl.

X und wird mit(H - X),, bezeichnet. ISk’ ein Martingal, so kann auf die Nichtnegativititsannahme

an dieH,, verzichtet werden.

b) Seir eine Stoppzeit bzgl.F,,)nen,- Dann ist der gestoppte Prozéss. x,,, Fran)nen, €in (Sub-
Martingal.
Beweis:
a) DieY,, sind offensichtlich adaptiert, und da di&, beschrankt sind, sind dig, integrierbar. Schliel3-
lich ist
Hyp4120
mit Gleichheit, fallst’ ein Martingal ist.
b) SetzeH, := 1{;>y}. Dannistd,, = 1 — 14,<,_1} Fp—1-messbar undH - X),, = X;r,, denn
(H - X)o = Xo = X0, und induktiv folgt
X, fallst <n
HXn :X‘r n+17'n Xn _Xn N
W - X)na rnF Ly (Ko ) {Xn+1 falls 7 > n + 1
= X‘r/\(n+1) .
]

24.18 Satz (Optionales Stoppen, einfachste Version)
Seiens < 7 beschrankt&Stoppzeiten bzgl.F,, ) nen, -
a) SeixX = (X,, Fn)nen, €in Submartingal. Dann ist, < E[XT\}‘O.] mit Gleichheit, fallsX ein

Martingal ist.
E[X] fir jedes solche Paar von Stoppzeiten.
Wir beginnen mit dem Beweis folgender Hilfsbehauptung:
=Y E[X,] fur alle

=y E[X,|F,] fur alle solche )

b) Ein adaptierter integrierbarer Proz€s$, ),cn, ist ein Martingal genau dann, weri[X |
Ist (X, Fn)nen, €in integrierbarer adaptierter Prozess undigk, | (

Beweis:
beschrankten Stoppzeiten < 7 < M, so ist sogarX,
Stoppzeiten.
FiurB € F, seio? := glp + M1pe, 78 := 11 + M1p.. Dann sinds® < 78 < M Stoppzeiten,
denn
BN < M .
{oB <n} = fosn} (n<M) gehort zur,,.
Q (n>M)
(=)

E[X.s] = E[X,1p+ Xnlp] ,

Daher ist
E[X,1p+ Xplpe] = E[X, 5]
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() S

so dasst [X,15] E[X,15]. Da das fur alleB € F, gilt, folgt X, S g [XT\]-'U], siehe Lem-

malI9.Xb.

a) Seinun zunachst ein (Sub-)Martingal undg < 7 < M. Dann sind

X5, 17| < max{|X:,..., | Xu[} € Lp .

SetzeH; = 1(;>ny, Hy, = 1{754). ESiStO < H] — HY = 1,n<-y < 1, als0
(HT-H?) - X),—Xo=H"-X)p—(H - X)pn=Xern — Xorn =X — X,

fallsn > M. (Esist(H™ - X),, = XA, Wie im Beweis von Satz 241’b.) Q@H™ — H?) - X)
nach SatE 2417 ein (Sub-)Martingal ist, erhalt man

(B = H%)-X),] = BIX,] = BI(H = H*)- X)] = BlXa (e
[Xo] — E[Xo] =0,

E[XT] _E[XU] =F
=F

und aus (*) folgtX, = (X |Fs].
b) Die zweite Aussage folgt nun sofort aus (*) und (**).

Eine erste Anwendung dieses Satzes ist der Beweis der fidgdfaximalungleichung

24.19 Satz (Maximalungleichung)
Sei(X,, Fn)n=o... .~ €in Submartingal. Dann gilt fir jedes> 0

.....

AP {SUP Xn 2 )\} < E[XN lisup, x,531] < E[|XN] Lisup, x,>2}] -

Beweis: Die zweite Ungleichung ist trivial. Wir zeigen die erstei 8azu

o {min {n: X, > A} fallsdiese Menge nicht leer ist,
N sonst.
7 < N ist eine Stoppzeit (siehe Beispie[24.13). Daher folgt satz[E4.TB, dass
E[XN] > E[X;] = E [X: Lisup, xo521] + B [ Xr Lisup, X, <2}
> AP {suan > )\} + F [XN Lisup, Xn<A}] .

Durch Subtraktion voE [ X1 x,<x}] auf beiden Seiten der Ungleichung folgt die Behauptung.
0

24.20 Korollar (Maximalungleichung) Sei(X:, F:):er ein Martingal oder ein positives Submartin-
gal. Dann gilt fir h6chstens abzéhlbd»eC T, p > 1 und jedes\ > 0

AP P {sup | X¢| > /\} <sup F [| X¢|"] .
teD teD

Beweis: SeiD,, eine aufsteigende Folge endlicher Teilmengen &omit | J, D,, = D. O.B.d.A. sei
sup,ep E [|X¢|P] < oo. Dannist(|X¢|?, F¢)tep,, fur jedesn ein Submartingal (siehe Beisp[e[24.10),
und aus Safz 24119 folgt

)\pP{ sup |X¢| > /\} = )\pP{ sup |X¢|P > )\p} < E[|Xmaxp, [P] < sup E[|X:|?] .
te D, teDn, teDn,
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Da{sup,cp, |Xi| > A}/ {sup,cp |Xi| > A} (fur “>" an Stelle von “" gilt das leider nicht!), kann
man schlielen

AP P {sup | Xy | > )\} <sup sup E[|X;|?] =sup E[|X:|"] .
teD n teD, teD

Wendet man diese Abschatzung auf eine Falge”™ A an, erhalt man die gleiche Abschatzung mit™
an Stelle von %", also das behauptete Ergebnis. ]

Nun Ubertragen wir diese Maximalungleichung auf Ubeghlizare Indexmengen. Das folgende, wie
auch viele andere grundlegende Aussagen Uber Martinggtien auf J.L. Doob zuriick.

24.21 Satz (Maximalungleichung von Doob)
SeiT C R ein Intervall,(X;, F:):cT €in Martingal oder ein positives Submartingal mit rechiftp
stetigen Pfaden. Dann i&t* := sup, ., | X;| messbar und fig > 1 undX > 0 gilt

)

ANPP{X* > A} <sup E[|X¢"] .
teT

Beweis: Sei D eine abzahlbare dichte Teilmenge vondie den rechten Endpunkt vdh enthalt,
falls ein solcher existiert). Dann iSf* = sup,. p | X|, alsoX* messbar und aus Koroller221 20 folgt

NP{X*>\} = )\pP{sup|Xt| > /\} < sup E [|X¢|P] < sup E [|X¢]7] .
teD teD teT

Wir wenden die Doob’sche Maximalungleichung nun auf dievidarsche Bewegung an.

24.22 Korollar (Maximalungleichung fur die Brown’sche Bewegung) Sei(B,):>o eine Brown'sche
Bewegung. Fiia > 0 ist
2
P{ sup Bs > at} < exp (_a_) .
0<s<t 2

Beweis: Wir benutzen das Marting@/ & )o< <, M® = exp (a . — 0‘725) siehe Satf 241.8. Da
2 2
t t
exp <a~ sup B — a_) = sup exp (aBS - a_) < sup M,
0<s<t 2 0<s<t 2 0<s<t

folgt fur jedesa > 0
%t 2t
P{ sup BSZGt}zP{a- sup Bs—a— Zaat—a—}
0<s<t 2
2t
< P{ sup M > exp (aat— a_)}
0<s<t 2

%
<exp(—aat+2") sup E[M®] (SatAZZZ.
2 ) 0<s<t ——

=E[M§]=1

Dainf,~q (—aat + 0‘72’5) = —‘%t (setzen = a), folgt die Behauptung.

Man beachte didhnlichkeit dieser Abschatzung zur Abschatzung (**) irevigeis des Satzes iiber
grof3e Abweichungdn14.1. O
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24.23 Satz (Satz vom iterierten Logarithmus fir die Brownsche Bewegundt \, 0))
Sei(B¢):>0 eine Brown'sche Bewegung. Dann ist

lim sup __ B =1 fs. und liminf __ B =—-1 fs.

N0 2tlog(log 1) N0 /9t log(log 1)

Beweis: Die zweite Aussage folgt aus der ersten, da aueB,);>o eine Brown’sche Bewegung ist.
Wir beweisen die erste Aussage.

Seih(t) = y/2tlog(log 1) und seiens, 6 € (0,1) zwei Konstanten, die spater bestimmt werden.
Setze

h(6™)
5
Dann ista,, 8, = (1 + 9) log(—nlog #). Genau wie im Beweis der Maximalungleichung zeigt man

2
P{ sup (Bs - %) > ﬁn} = P{ sup (OénBs - %> > O‘nﬁn}
0<s<1 2 0<s<1 2

:P{ sup MJ" > eo‘”ﬁ”}

0<s<1

an = (L+8)07"h(0™), [n:=

< e_anﬁn — (_ loge)—l—(; . n—1—5 .

Daher folgt aus dem Borel-Cantelli Lemma, dass es zu fastjedeinn(w) € N gibt, so dass fur alle
n > no(w) und alles € [0,6m1] gilt

oS a1 1+6 1
< 2 < =—4= my
Bs(w) < 5 + B < 5 + B ( 55 +2)h(9)

Da die Funktiont — h(t) auf einem Intervall0, 6™ ), ny > 0, monoton wachst, gilt fur diese,
n > no(w) +nq unds € (07,61

1+ 1
Bs(w) S (W + 5) h(S) . 0.5 e
Es folgt, dass 4
B, 146 1 3
lims < — 4+ - fs.
”?\bélp h(s) — 26 + 2 03
Lasst man nu® ~ 1 undd N\, 0 gehen, erhalt 4
man o :
BS ¢ 004 008 012 016 020 024 028
limsup—— <1 fs.
ot h(s)

Die Funktionh(t)
Es bleibt die umgekehrte Ungleichung zu zeigen.fFar (0, 1) sind die Ereignisse

Do = {Bon — By = (1= VOR(")}

unabhangig. Wir zeigen am Ende des Beweises, ¥gss, P(T',,) = +oc. Dann folgt aus dem Borel-
Cantelli-Lévi Lemmg, dass fir fast alle gilt:

Fir unendlich vieley istw € T',,, d.h.Bgn > (1 — V8) (h(8™) + Bgni1) .

Sind die Ereignisssed;, Az, ... unabhangig und isf", P(An) = oo, so ist}, 1a, = oo f.s. Beweis:
Ele=Znlan] =], Ele~"4n] =T[,(1 — (1 — e })P(A,)) = 0, sodasg ™ 2n '4n = 0f.s, alsay’, 14, = oo fs.
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Da(—B;):>o ebenfalls eine Brown'sche Bewegung ist, folgt aus dem eBtd des Beweises, dass fir
fast allew einny(w) existiert, so dasBy.+1 < 2h(0"1) fur n > na(w). Dah(f™*') < 2v/0h(0™) fur
hinreichend grol3e, konnen wir folgern

Bon > (1= v0) (h(6™) — 2h(0"+1)) > h(0™) (1 - \/5) (1 . 4\/5) f.s. fur unendlich viele.

Daher ist

) B; i Byn
lim sup —~ > limsup —e— >1—5V8 f.s.,
oo B(t) T P nem) <

und im Limesd \ 0 folgt die Behauptung.
Bleibt zu zeigen, dass -, P(I',) = +oc. Setze

1—-v6 h(om) a2 1-2V0+6 _
n = . , I n 71 1 9 n = 9 1 1 9
an 1= = e, Als0S T—g logllog§7") =: C(6) log(n|log])

mit C'(8) 1 fur 6 \, 0. Beachte nun, das% nachN (0, 1) verteilt ist. Daher ist fur hinrei-

chend groRe:

1 > _% dt L 1 Qp, _% 01(9) —C(@)

— e
V2r 1+a2 Viogn

mit einer geeigneten Konstantéh(#) > 0 undC(6) € (0,1) wie oben. Es folgd_~ >~ , P(T',,) = +o0.
O
Das in der letzten Abschatzung zitierte Lemma liefern vaicm

24.24 Lemma Fir jedes: > 0 ist
<2 a  _a
/a ez dt > 1—}——(]2 e 2 .

Beweis: Die Behauptung folgt aus
o 2 o 2 2 |*° o 2 o2 o0 2
a72/ e~ dt > / t 2T dt=—tte 2| — / e~ Tdt=alte T — / e~ T dt.
a a a a a

24.25 Korollar (Satz vom iterierten Logarithmus fur die Br own’sche Bewegundt — o0))
Sei(B.):>0 eine Brown'sche Bewegung. Dann ist

lim su Lzl f.s. und liminf B

t—>oop v/ 2tlog(logt) t—oo /2t log(logt)

Beweis: Wende Satt24.23 auf die Brown'sche Beweg(1g /;)~o an (siehe KorollaE2Z.13d) 0

=-1 fs.

24.26 Bemerkung Da die Brown’sche Bewegung stetige Pfade hat, folgt ausZZaEB, dass = 0 fir
fast allew ein Haufungspunkt der Nullstellen ven— B;(w) ist, und aus dem Korollar, dass die Menge
der Nullstellen vort — B, (w) fur fast allew unbeschrankt ist.



Kapitel 25

Der Martingal-Konvergenzsatz

Das Hauptergebnis dieses Kapitels ist Doobs KonvergenfiggiSub-)Martingale mit Indexmeng&,.

25.1 Satz (Martingal-Konvergenzsatz)
Sei(X,, Fn)nen, €in Submartingal und gelte

sup E [X}] < 400
n€Np

Dann existiertX », := lim,,_,, X,, fast sicher un@|X .| < oo, also insbesondet& .| < o f.s.
GenauerX o, := lim,,_, X,, wo immer der Limes existiert unfl ., := 0 sonst. Damit iStX .,
messbar bzglF . := (U,cn, Fn)-

Man beachte, dass zwaf,, € LL, aber trotzdem die Konvergen¥,, — X, nur fast sicher
und nicht in £}, gilt. Die damit verbundenen Schwierigkeiten bei der Intetation des Martingal-
Konvergenzsatzes soll das folgende Beispiel illustrieren

25.2 Beispiel Seienéy, &, . . . unabhangige Zufallsvariablen, die die Welte i_% und0 je mit Wahr-
scheinlichkeit% annehmen, wobei > 0. Sei 7, = 0(&,...,&,) und X, = ]_[Z:1 &k X, kann als
Guthaben eines Spielers zur Zeitnterpretiert werden, der bei einem fairen Miinzwurfspiéds setzt
und diesen Einsatz entweder verliert oder ihn etwas mehveatioppelt. Dann is{X,,, F,,)»>1 €in
Submartingal. In der Tat iﬁ[XnH\}‘n] = X, - (1+ %) > X, mit strikter Ungleichung, falls: > 0
undX,, > 0. Ein Spieler, der im Falk > 0 immer nur einen Schritt in die Zukunft schaut, mag versucht
sein, endlos zu spielen, da das erwartete Guthmmﬂ\}"n] nach dem nachsten Spiel immer echt
groRer als sein gegenwartiges Guthaben ist (solangbexhéupt noch ein Guthaben hat). Trotzdem
ist natirlichX,, = lim,, .. X,, = 0f.s., d.h. der Spieler verliert mit dieser Strategie fashesr sein

gesamtes Guthaben. Beachte auch, dass

fur alle n ist, so dass die Voraussetzungen des Martingal-Konvesgéres erfillt sind.

Im Fall o = 0 liegt ein Martingal vor, und man hat es mit einer fairen Sgii@tegie zu tun, die den
Martingalen ihren Namen gegeben haben mag. Im Provenkzatidteil3t diese Strategie beim Roulet-
tespiel “jouga a la martegalo”, wie man im Bug¥ahrscheinlichkeitstheorigon Bauer auf Seite 144
nachlesen kann, wo auch noch weitere Hinweise zu finden sind.

Den Beweis des Martingal-Konvergenzsatzes bereiten wieimér Bemerkung und zwei Lemmas
vor.
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25.3 Lemma SeiT endlich,(X;, Fi):er €in adaptierter Prozess,eine StoppzeitB C R messbar.
Dann ist auch® eine Stoppzeit, wo

P i=inf{t >7: X, € B} (7P =max(T), falls{t > 1:X, € B} =0).
Beweis:
B<ty= Xs€ B} = —nnXseBrer
= Uxen=U U r=rn{X.eBlen

€T €T
TS<s§t r€T 7‘S<s§t eF.CF: €EFsCF

O

25.4 Bemerkung (Absteigendé&berquerungen (“downcrossings”)) SeiT € R und X = (X;)ser
ein stochastischer Prozess. Fi)b € R mit a < b und eine endliche Teilmengé = {t; < --- <
ta} C T definieren wir induktiv Zufallsvariablen

1 :inf{ti Zth. >b}, nginf{ti > T iXtT; <a},
Ton4+1 = mf{tl > Top - Xti > b}, Ton+4+2 = mf{tl > Top+1 - Xti < a},

wobeiinf ) = t,4 gesetzt wird. D& endlich ist, gibt es eik, derart, dass;, = t4 furallek > k. Setze
D(X, F,[a,b]) :=sup{n: 1o, < tq}.

D(X, F,[a,b)]) ist die Anzahl der Male, die der durdly, X, ), ..., (ta—1, X, ,) definierte zufallige
Polygonzug das Intervalt, b] “von oben nach unten” Uiberspringt (“downcrossings”).

Xy

In diesem Beispiel isD (X, F, [a, b]) = 2 (nicht =3!).
Ist (X, Fy)ier adaptiert, so sind dig, Stoppzeiten - siehe Lemria2b.3.
SchlieRlich setzt man
D(X,T,|a,b]) :=sup{D(X, F,[a,b]) : F C T, F endlich .
Ist T hdchstens abzahlbar, so gibt es endli€hg, ~ T, und es folgt, dass

D(X,T,[a,b]) = sup D(X,D,,|a,b]) .

Dabher ist in diesem FalD(X, T, [a, b]) messbar, also eine Zufallsvariable.
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25.5 Lemma (“Downcrossing”-Ungleichung) Sei X = (X, F:)ier €in Submartingal mit héchstens
abzahlbarer Indexmenge Dann gilt fiir jedes Intervalh, b)

(b—a)-E[D(X,T,[a,b])] <supE [(X; —b)"] .
teT
Beweis: Es reicht offensichtlich, diese Ungleichung fur endlichieu zeigen. Sei daher nufi =
F = {t1 < - < tq} und dier, wie in Bemerkun§ 25l4. Setzé;, := {7, < tq4}. Dannist4; € F.,,
Ags1 C Ay und A, = O furk > ko. DaX,,, , > baufdy,_; undX,,, < aaufAs,, kdnnen wir
folgendermafen abschatzen:

SZTB
0 g/ (X, , —b)dP < / E[X.,, —b|F,,_ ] dP
Agp_1 Azp—1
— [ e -WdP<@-nPUn)+ [ (X, —b) dP
Aom_1 Aop—1\A2n,

Dary, = tq auf AS,, folgt

(b—a) P(Asy) < / (X:, —b) dP
Azn—1\A2n

und daher
E[D(X,F,[a,b)] ZP (X, F, [a,b]) ZPA%
< Tan<tqg
< (X, —b) dP
- —a Z /Azn 1\A2n td )
1 +
< — X, —b)" dP
—_ b_ a ( td )
da die Mengems,, 1 \ As, paarweise disjunkt sind. O

Beweis von Safz2%.1: Es ist

{X,, konvergiert nich} = {lim inf X,, < limsup Xn} = U {lim inf X,, < a<b<limsup Xn}
n—oo a,beQ n—oe n—oo
a<b

und

n—0o0 n— oo

{limiann <a<b< limsuan} C {D(X,N,[a,b]) = oo} .

Dabei istP({D(X, N, [a,b]) = c0}) =0, da

Lpsa 1

E[D(X,N,[a,b])] <

sup E [(X, —a)t] < bL (|a| +supE[X+]) o .

—a
Also existiertX,, = lim,_, ., X, f.s., und aus dem Lemma von Fatou folgt
E|Xo| < liminf E|X,| < sup E[2X,} — X, | < 2sup E[X,[] — E[X(] < 00
n—oo n N——— n
:|Xn‘

dennE[X,] > E[X,], weil X ein Submartingal ist. O

25.6 Korollar a) Ein nach oben beschrénktes Submartindal, F,,)nen, konvergiert fast sicher.

b) Ein nach unten beschrénktes Marting&l,, F,,)nen, konvergiert fast sicher.
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Beweis: a) folgt direkt aus Satz23.1, und fur b) beachte, das¥.,, F..)»cn, €in nach oben be-
schranktes Submartingal ist. ]
Als erste Anwendung betrachten wir das Martingé§|F,,] aus Beispie[24I5B.

25.7 Satz (Konvergenz bedingter Erwartungen)
Sei¢ € L}, (Fn)nen, €ine Filtration,Fo, = o (U
fast sicher und i}

nen, Fn). Dann konvergierE[¢| F,] — E[£| Fuo)

Zum Beweis benotigen wir folgendes Lemma.

25.8 Lemma (Gleichgradige Integrierbarkeit bedingter Erwartungen) Sei¢ € LL. Dann ist die
Familie

{Xg = E[¢|G] : G C F Teil-o-Algebra}
gleichgradig integrierbar.

Beweis: Seig eine Teilo-Algebra vonF unda > 0.

S119.6d
/ I&W’S./ EMMME/ €] dP
{|Xg|>a?} {|Xg|>a?} {|Xg|>a?}

-/ lap+ €ldP
{IXg|=a?}n{l¢|<a} {IXg|=a?}n{l¢[>a}

<a-P{Xolza)+ [ jelap
" J{l{|>a}
<5 ElXg]

1
s—ma+/ €| dP
a {l¢1>a}

-0 (a— )

gleichmagigirg. ]

Beweis von Salz2%.7: Sei X,, := E[g\}‘n]. Nach Beispie[24I9B istX,,, F»)nen, €in Martingal,
und wegen des vorhergehenden Lemmas sindSigyleichgradig integrierbar. Insbesondere ist auch
sup,, E [X,I] < oo. Daher kann man den Martingal-Konvergenz§aizl25.1 anwerstedassX ., :=
lim,, . X, fast sicher existiert. Setz&,, = 0, wo dieser Limes nicht existiert. Dann i&t,, bzgl.
Fo Messbar. DieC},-Konvergenz folgt aus Salz8]20. Bleibt zu zeigan;, = E[g\}‘oo]. FurA e F,
undm > n > 0ist

/Axmdpz/AE[gyfm]dP:/Agdpz/AE[gjfoo]dP,

also
/ XodP = lim [ X,,dP = / E[¢|Fu) dP,
A m—0o0 J A A
und daF = o (U,.cn, Fn) folgt Xoo = E[¢]Foc] aus Lemma Tt O

Der Martingal-Konvergenzsatz garantiert, dass der fagtese GrenzwerX,, = lim, .. X,
integrierbar ist. Trotzdem liegt, anders als im gerade bsenen Satz, im Allgemeinen kein -
Konvergenz vor, wie schon Beisple[Zb.2 zeigte. Die FrageywSubmartingale id! konvergieren,
klart der folgende Satz. Seine Aussage iii) zeigt, dassaitz[E5.F schon der allgemeine Fall eines
L'-konvergenten Martingals behandelt worden ist.
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25.9 Satz £'-Konvergenz und gleichgradige Integrierbarkeit)
a) SeiX = (X, Fn)nen, €in Martingal und gelteup,,c, E [X;[] < +o0. SeienX,, und ., wie
in Sat42511. Dann sind folgende Aussagen aquivalent:
) (X»)nen, ist gleichgradig integrierbar.
i) limy—oo B|Xn — Xoo| = 0.
i) X = (Xy, Fn)o<n<oo iSt €in Martingal.

b) IstX nur ein Submartingal, so gilt 8 i) = “X ist ein Submartingal”.

Beweis: i) < ii): Folgtaus Satg8.20.
ii) = iii): Aus SatzZ[25.1 folgt, das&’| X .| < oo und dassX, bzgl. F,, messbar ist. AuRerdem ist
fur jedesk € Ny

E [(E[Xoo]}‘k] - Xk)_] -5 [ lim (E[X,|#] — X)

n—oo

_ 7 Fatou _
| < timint B [(BXG|F] - Xe) 7

und (E[X,| 7] — Xx) =0 (n > k) gilt sogar fur Submartingale. Also i#[X .| %] > X, und fur

Martingale folgt die umgekehrte Ungleichung durch Bettanly des SubmartingalsX'.

i) = ii): Da X € LLundX,, = E[Xoo\}‘n] nach Voraussetzung, folgt das aus $afz]25.7. O

25.10 Korollar Jedes gleichgradig integrierbare Submartindal, F,.)nen, konvergiert fast sicher
undinl}.

25.11 Bemerkung Ist sup,, E[| X, |F] < oo fur einp > 1, so ist(X,,)nen, gleichgradig integrierbar,
dennsup,, f{‘Xn|>a} |X,|dP < a= " Vsup, [|X,[PdP — 0mita — occ.

Dieser Satz hilft uns, einen erweiterten Satz tber optes@toppen zu beweisen. Anders als in Satz
muissen die Stoppzeiten nicht mehr beschrankt sein.

25.12 Satz (Optionales Stoppen)

Seieno < T fast sicher endliche Stoppzeiten bZgF..).cn, und seiX = (X,,, Fp)nen, €in gleich-
gradig integrierbares Submartingal. DannXst < E[XT|]-'U] mit Gleichheit, fallsX ein Martinga
ist.

25.13 Bemerkung Ohne die Annahme der gleichgradigen Integrierbarkeievaieser Satz falsch. Be-
trachte z.B. das Marting&lX,,, 7, )nen,, WO X, := [[1—; &, Fo := 0 (&1, ..., &) mit unabhangigen,
identisch verteiltery;, P{¢; = 0} = P{¢ = 2} = 4. Danniistr := inf{n > 0 : X,, = 0} > 1 eine
fast sicher endliche Stoppzeit, abgfX ;] = 0 # 1 = E[X;].

Beweis von SafzZ5]12: Wir beweisen den Satz hier nur fir Martingale. Einen Bevi@sSubmartin-
gale findet man z.B. irirjaeV, Abschnitt VI1.2.1].

Da X gleichgradig integrierbar ist, isX,, = E[Xoo|fn] (SatzZ[25B). Sev,, = E[XOO\me].
Dann ist auchY}, ).en, gleichgradig integrierbar (Lemnila2b.8) ubigd = XA, denn fird € F,»,

Ist
/A : kZ:O AN{T An=k} kz:%) An{rAn=k} A
—

€F},

Da X,,, — X, f.s. und daX,,, = Y, f.s. und inL' konvergiert (Satf25817), konvergiert auch
XT/\n — XT |n El.
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Seinund € F, undA,, := An{c < m}.DannistA,, € Form, denn firn > 0 ist

An{oc<m}eF,CF, fallsn > m

A, N{ocAm<n)=
{oAm<n} {Aﬂ{agm}ﬂ{agn}—Aﬂ{JSn}6.7:", fallsn < m.

Es folgt
/ X,dP = lim | X,npdP S iy / Xopn dP = / X, dP
Am n—oo Am n—oo Am Am
und dalimy,, .o P(4\ 4,,) = 0, folgt [, X, dP = [, X, dP, alsoX, = E[X,|F,]. o

Eine andere Verallgemeinerung des optionalen Stoppermsthrankten Stoppzeiten ist #liald’sche
Gleichung

25.14 Satz (Wald’'sche Gleichung)
Seienéy, &, ... unabhangige identisch verteilte integrierbare Zufalitablen,F,, = o(&1,...,&)
undr eine Stoppzeit zur FiltratioftF,,),>0. ISt E[7] < oo, so folgt

E§i+--+&]=El7]- El&] .

Beweis: SeiX,, := & + -+ &, — nE[&]. Dannist(X,,, F,)n>0 €in Martingal (Beispie[24I5A).
Aus Sat£ 2478 folgE X, »,, = EX; = 0, also

E[§1+"'+€T/\n]:E[T/\n]'E[gl] (*)
Sind die¢; > 0, so folgt aus dem Satz von der monotonen Konvergenz

Egi+-+&|=suwpE[&1+ -+ &nan] =supE[r An] - E[&1] = E[7] - E[&1] < 0.

Fur allgemeing; folgt insbesondere, dagg + - - - + & an| < &1+ +(&| € L] furallen, so dass
aus (*) und dem Satz von der majorisierten Konvergenz folgt

Efgi+--+&] = lim E[§+-+&nn] = lim Efr An]- E[&1] = Elr] - El&1] .

a
Bevor wir dieses Kapitel mit einer Anwendung der “Downcings-Ungleichung auf die Regula-
risierung von Pfaden von Submartingalen mit kontinuibicindexmenge beschlie3en, beweisen wir
noch eine Variante des Martingal-Konvergenzsatzes fiokRartsmartingale.

25.15 Definition (Ruckwartsmartingal) (X,,, F.)nen, it einRickwartsmartingafalls der adaptier-
te Prozes$X _,,, F_.)nc—n, €in Martingal ist. (InsbesonderE.{Xn]}‘nH] = Xnt1.)

25.16 Bemerkung (Gleichgradige Integrierbarkeit von Ru&wartsmartingalen) Ist (X,,, 5. )nen,
ein Ruckwartsmartingal, so ist nach Definitidy = E[Xo\]-'n]. Aus Lemm§2518 folgt, dags(,, ) nen,
gleichgradig integrierbar ist.

25.17 Satz (Konvergenzsatz fir Ruckartsmartingale)
IstX = (X, Fn)nen, €in Rickwartsmartingal, so existiext,, := lim,,_,., X,, P-f.s. und inL.
X hat eine Version, die bzgk_ . := ﬂneNO F, messbar ist.

Beweis: Wegen der gleichgradigen Integrierbarkeit (BemerKun@@gst nur die fast sichere Konver-
genz zu zeigen. Betrachte dazu fiir> 0 die Martingale)JUV) = (XN—n,FN_n)o<n<n- Bezeichnet
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U™ {o,...,N},a,b]) die Anzahl der “Upcrossings” des Martingdi™) tiber[a, b] im Intervall
{0,..., N}, soist

D(X,{0,...,N},[a,0]) = U™ {0,...,N},[a,b]) = D(=Y™ {0,...,N}, [~b, —a]),
also nach LemmiaZ3.5 (und Bemerkling2b.16)
E[D(X,Ny,[a,b])] = Sl]i.pr [D(X,{0,...,N}, [a,b])]

sup sup E[(—=Xy_n+a)t
iy A

1
— (supE|Xn| + |a|)
b—a \ ,
< E|Xo| + |a < o

- b—a

IN

Daraus folgt die fast sichere Konvergenz wie im Beweis destiktgal-Konvergenzsatz€s 2b.1. Die
Messbarkeitsaussage ist dann sofort klar. ]

Im nachsten Kapitel werden wir diesen Satz bei der Unténsong verschiedendr-1-Gesetzan-
wenden. Dieses Kapitel schlieBen wir mit folgendem Satzdab,nur exemplarisch darstellen soll,
wie Martingaltechniken auch bei Submartingalen mit kam#énlicher Indexmenge angewandt werden
kdnnen.

25.18 Satz (Regularisierung von Pfaden von Submartingalén
SeiX = (X, Fi)ier,. €in Submartingal. Dann gilt fiir fast jedes

lim X, (w) =: Xl(w) existiert fir jedes € (0,00) ,
r€Q
ligl Xs(w) =: X/ (w) existiert fur jedes € [0, 0) .
sEQ

Nach Konstruktion sind fiir fast alle die Pfade — X[ (w) rechtsseitig und die Pfade— X!(w)
linksseitig stetig auf gang ., .

Beweis: Es reicht, den Satz fitre I := [0, N], N € N, zu beweisen, d&, = J, In. Fir jedes
t e Iyist
B [(X, ~)*] < BIX{] + ]b| < oo

so dass, wie im Beweis des Martingal-Konvergenzsatzes au®dwncrossing’-Ungleichung folgt:
Es gibt eine Meng&, C Q mit P(Qy) = 1 derart, dass fur alle € Qp und allea,b € Q mita < b
DX, In NQ,[a,b])(w) < oco. *

Gabe es nun zu eineme ) eint € Iy flr das einer der beiden einseitigen Limiten nicht existigo
gabe es auch wieder ein Intervgll b, das unendlich oft iibersprungen wird, im Widerspruch Jurg*

25.19 Bemerkung Die Ausnahmemend@ \ Q) ist Fy-messbar, aber nicht notwendfg-messbar fur

t < N. Definiert man nun
- Xr Q
Xt(uJ) = { t (w) (w € o)
0 sonst,

so ist X, nicht notwendigF;, .-messbar fue > 0. Setzt man allerdings voraus, das§ die Filtration
(Fi)e>0 volistandigist (d.h.A C B € F, und P(B) = 0 impliziert A € Fy), so istX; messbar
bzgl. ﬂs>t Fs, denn dann isf), € F; fur alle s und auf dieser Menge iim; |+ ;e Xs messbar bzgl.

ﬂs>t ‘7:5'
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25.20 Korollar SeiX = (X, F;)icr, €in Martingal.
a) Fir jedes € [0, 00) ist E|X[| < oo undX; = E [X]|F].

b) Ist die Filtration(F;).cr, vollstandig undrechtsseitig stetigd.h. istF;, = ﬂs>t]-"s, S0 istX :=

(Xt, Fi)ier, €in Martingal. AuBerdem ist in diesem Falleine Modifikation vonX (siehe Defini
tion[ZZT) mit rechtsseitig stetigen Pfaden.

Beweis:

a) Seit € R, t, \, t,t, € Q. Dannist(X:,, F, )nen, €in RUckwartsmartingal undl;, — X7 in £!.
Insbesondere ist} € £1 und

E[X]|R] = lim E[X, |F]=X,. )
N—00 \
=X, furallen

b) Wegen Bemerkunf 2519 ist, messbar bzglF, = s> Fs- Insbesondere isE[X[\]—"t] =
E[X;|7] = X;, und aus (**) folgtX, = X, f.s., d.h.X ist eine Modifikation vonX. SchlieR-
lichistfiru < ¢

B|X|F] = BXi|F)] = Xu= K. [

O

25.21 Bemerkung Wendet man in der Situation von Korol[arZ3.20b den Saiz@4aut das rechtsseitig
stetige Martingalt’ an, so sieht man, dass auch linksseitige Limiten besitzt. Man sagt:ist cadlag
(continue a droite, limites a gauch8gweis:Sei

reQ

0 = {w : X w) = lim X, (w) existiert fur jedes € (0, oo)} .

Zuw € Qy,t > 0unde > 0 gibt es einy > 0 derart, das§X’(w) — X, (w)| < efurr € QN (t — 4,t).
Seinunt’ € (t — 4,t) beliebig,r,, | ¢/, r, € QN (¢',t). Dann ist

‘Xé(w) — Xt/(w)‘ < lim ‘X,f(w) — Xrn (w)‘ + lim sup ‘Xrn (w) — Xy (w)‘

n— oo n—00

=0 <e

25.22 Bemerkung Vergleichbare Aussagen zur Regularisierung kann man mmitvemig mehr Auf-
wand auch fur Submartingale beweisen, siehe Z.B. [RewiizAbschnitt 11.2].



Kapitel 26

0-1-Gesetze

Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraurff, eine Indexmenge un& = (X;):cr ein stochastischer
Prozess mit Verteilun@y auf(R”, BT). Unter einent-1-Geset#iir X’ versteht man eine Aussage der
Art “Eine o-Algebrag C B” enthalt nur Mengen von®y-MaR 0 oder1” (oder auch “Einer-Algebra
Ap C A enthalt nur Mengen vori?-MaR0 oder1”). Istz.B. X = (X,,)»en, €in stationarer Prozess und
ist G = T die o-Algebra der translationsinvarianten Ereignisséint (vergl. LemmalI3.14), so kann
die Aussage X ist ergodisch” al9)-1-Gesetz fUrY interpretiert werden. Normalerweise denkt man bei
einem0-1-Gesetz jedoch an Aussagen, die didlgebra im Unendlichender dies-Algebra der aus-
tauschbaren Ereignisdeetrifft. Mit diesen beiden Fallen wollen wir uns in dies&apitel beschaftigen.
Dabei spielen die Martingal-Konvergenzsatze des letKegpitels eine wichtige Rolle.

Fur dieses Kapitel vereinbaren wir:

> X = (X¢)er Sei ein stochastischer Prozess mit hochstens abzahlhdexmengd'.

> FUrS C T seiFs := o(X; : t € S), siehe Definitiof 519.
> Essei€(T) := {A C T : A endlich} wie in Definition[IZ1.

> Erinnerung: Eine Teik-Algebra eines Wahrscheinlichkeitsraumes htifdial, wenn sie nur Men-
gen vom Mafd oder1 enthalt.

26.1 Definition (Asymptotisches-Algebra) A := ) reer) Fae heif3t asymptotische-Algebra
oder auchr-Algebra im Unendlicheifund englisch auckail field) des Prozessé;)icr.

26.2 Bemerkung DaT hochstens abzahlbar ist, gilt fir jede aufsteigendgé&al, " T, A,, € E(T):
Ao = N,en Fa: - Eine solche Folge gibt es immer, und wenn nichts andereser&t wird, bezeichnet

(A), eine beliebige solche Folge. Beachte auch dassC Fr = o (Un>0 ]fAn).

26.3 Satz (-1-Gesetz von Kolmogorov)
Sind dieX,, t € T, unabhéngig, so ist. trivial.

Beweis: SeiA € A... DaA fur jedesn > 0 von F,, unabhangig ist, folgt aus Beispl[e[18.5c und

Sat4Z5F
P(A) =P [A|Fp,] = P[A|Fr] =14 (n— o0)

P-fast sicher, als@(A) € {0,1}. m|
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Hier ist ein einfaches Beispiel fur einen Prozess, dessgmptotischer-Algebra nicht trivial ist.

26.4 Beispiel Seiv ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 ajiX, 1]. Firp € [0, 1] bezeichneP, das Bernoulli-
MaR zum Parameterauf( := {0, 1}V. Dann wird durch

P(A) = / By(A) du(p)

ein WahrscheinlichkeitsmaR afifdefiniert. Wie Ublich seX,,(w) = w,,.
Betrachteh : Q@ — [0,1], h = limsup,,_,,, + Y} , Xj. Dah = limsup,_, . + >,_,. X fur
jedesm > 0, isth bzgl. A messbar, d.th—1(B) € A furjedesB € B([0, 1]). Es gilt sogar:

n—oo

P(h™'B) _/O P, {hmsup%ZXk € B} dv(p) —/0 1p(p) dv(p) = v(B) .
k=1

Wir zeigen noch mehr:

Der Wahrscheinlichkeitsrauff2, A, P) ist zu([0, 1], B([0, 1]), v) isomorph in dem Sinn
dassB +— h~!B eine maftreue Bijektion zwisché#([0, 1]) und A, (modulo Nullmen-
gen) ist.

Dazu bleibt noch zu zeigen, dass es zu jedem A, einU, € B([0, 1]) mit P(AAh™'U,4) = 0 gibt:
Beachte zunachst, dags(A) € {0,1} fur jedesp (Sat426.B). D@ — P,(A) fur jedes messbarg
messbar ist (siehe Bemerkung1.4)list := {p € [0,1] : P,(A) = 1} € B([0, 1]), und es folgt

1 n
Pp(h_lUA) =1l<=P, {w : limsup—Zw;C € UA} =1

n—oo N P

n—oo N
k=1
< pelUxy
< Py(A) =1

Da auchh'U, € A, folgt P,(A) = P,(h~'Uy4) € {0,1}, alsoP,(AAR™'U4) = 0 fir jedesp.
Insbesondere iP(AAR™IU4) = 0.

Wir halten noch die folgende Eigenschaft vBrfest: Seiem, ..., a, € {0,1}, (7(1),...,7(n))
eine Permutation vofl, ..., n). Dann ist

1
P(Xlzala---aXn:an):/ Pp(Xlzal,...,anan) dl/(p)
0
1

= /0 Py (X =a1,. .., Xn(n) = an) dv(p)
=P (Xﬂ(l) =az,... aer(n) = an) )

d.h. die Verteilung vor{ X, ),en ist unter beliebigen Permutationen endlich vieler Kooatém invari-
ant.

Die zuletzt beobachtete Eigenschaft motiviert folgendériten:

26.5 Definition (Vertauschbarkeit) Der stochastische Prozess; ). hat eine vertauschbare Vertei
lung (oder kurz: ist vertauschbarfalls fir jedesA € £(T') und jede Permutation von A gilt: Die
zufalligen Vektorer{ X;):en und(X.()):en haben die gleiche Verteilung.
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26.6 Definition (Bedingte Unabl&ngigkeit, bedingt identische Verteilung) SeiF eine Teils-Algebra

von A.

a) Der stochastische Prozés$,).cr ist bedingt unabhangigegeberf, falls firr jedes\ € £(T') und
jede FamilieA; € B(R) (t € A) gilt:

P[Xie A (te N|F] =[] P[Xi € AlF] . *)
ten

b) Die ZufallsvariablerX,, t € T, sind bedingt identisch verteiffegebers, falls P [XS € A|]-'] =
P [X; € A|F] firalles,t € T undA € B(R).

Die Struktur vertauschbarer Verteilungen beschreibt digehde Satz

26.7 Satz (de Finetti — Uber die Struktur vertauschbarer Veteilungen)
Sei(X})ter ein stochastischer Prozess. Die folgenden Aussagen gineséent:

i) (Xi)ter ist vertauschbar.

i) Es gibt einec-AlgebraF C A derart, das$X;).cr - bedingt aufF - unabhéngig und identis
verteilt ist.

iii) (X¢)ier ist - bedingt aufd., - unabhangig und identisch verteilt.

Beweis: iii) = ii) Trivial.

i) = i) Der Beweis ist eine einfache Verallgemeinerung der Rechirauin Ende von Beispi€[28.4.

FurA € £(T), A; € B(R) (t € A) und eine Permutation von A ist

P(Xpwy €A (t €M) = E[P[Xny € A (t € A)) |F] = E |[[ P [Xnqr € Ai|F]

teA

=E|[[ P [X: € A7)

teA
=P(X; €A (teA))

=E[P[X, € A (t € A)|F]]

i) = iii) Wir halten eine Folge von Mengeh, € £(T) mit A,, ,/* T fest. Zu beliebigen\ € £(T)
gibt es eimng, so dass\ C A, fir n > ng. Seiw eine Permutation von. SeienA; € B(R) furt € A.
FarB € Fj,\a, Undm > n > ny folgt dann aus der Vertauschbarkeit

P (Xt € Ai(t € A), (Xt)ten,\a, € B) =P (Xﬂ(t) €Ay (t € A), (Xt)tea\A, € B)

und daher
P [Xt c A; (t S A)‘fAm\An} =P [Xﬂ.(t) c A; (t S A)}fAm\An} .

Im Limesm — oo folgt aus Satg 2517
P[X;€ Ay (t € A)|Fac] = P [Xnqy € At (t € A)|Fac]
und im Limesn — oo aus SatgE25.17
P[Xye Ay (t € N)|Ax] = P [ X € A (t € M) Ax] #)

Insbesondere folgt daraus, dass #ie- bedingt auf4 - identisch verteilt sind.
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Sei nunA = {#1,...,t;}. Durch Induktion naclk zeigen wir (*) furF = A..: Firk = 1 ist das
trivial. Sei nunk > 1. Wir betrachtem4,, € B(R) und wahlem so gro3 dasa C A,,. Seient,, ..., ¢,
verschiedene Elemente vaij,. Zur Abkurzung fihren wir noch ein:

Gni= P [Xe, € Ay [Fag] = P [Xy, € Ay [As]

Wegen Satz 2517 getit — 0 f.s. Dann folgt aus (#), angewandt auf die Indexmehge(t,, . . ., ¢} }:

P (X, €4, (i=1,. )\Aoo}
Bp X, € Ay, Xy € Ay, (i =2, k)| Aso]
=E [P [X,, € A1|Fag] T, 0 Xy, - 1a,, 0 Xy [ Asc]
:E[ (P [Xi, € A1|As] +G) 1a,, 0 Xy oo 1a,, 0 Xy AOO}
=P [Xy, € Ay [As] - P [Xi, € A, (i =2, k)| Ace] + E [¢n - ¢ As]

wo |[¢| < 1. Da|¢,¥| < 2und(, — 0 f.s., folgtim Limesn — oo
P[Xy, €Ay, (i=1,....k)|Ax] = P[Xy, € Ay, |Asc] - P [Xy, € A, (1 =2,.. k)| Ax]
und die bedingte Unabhangigkeit folgt nun induktiv. |

Sei nun(Q, A) = (RT, BT). Um zu einer Verallgemeinerung des KolmogorovschrdnGesetzes
zu gelangen, fuhren wir folgende Notation ein:Ast £(T) undx € II(A) eine Permutation vof, so
sei

-0 S Wr(t) (tEA)
7:Q—=Q, (7 )t—{wt (teT\A)

26.8 Definition (Vertauschbare Ereignisse)Mit
Voo :={A€A: 7' A= Afiraller € II(A),A € £(T)}
bezeichnen wir die-Algebra der vertauschbaren Ereignisse
Da fir festes\ € £(T)
Fre C{AcA:77'A=Afuraller € II(A)}
ist
Ao € Voo

Die Umkehrungist nicht richtig, da z.B. furr jedes nichtiaie A € 15 das Ereignig3t € T so dassv; €
A} zuV,, aber nicht zud, gehort. Es gilt aber:

26.9 Satz (-1-Gesetz von Hewitt und Savage)
a) Sei(X;):er austauschbar mit Verteilurfg. Dann istVo, C A, mod P, d.h.

YV € Voo IV € Ay : P(VAV') =0

b) Sei(X;):cr unabhéngig mit Verteilung. Dann istV, trivial fiir P.

Beweis: Da jeder unabhangige Prozess austauschbar ist, folgtéKt@ius a) und dem Kolmogorov-
schen0-1-Gesetz. Wir beweisen a): Seien, € £(T), A,, / T.SeiV € V. Es gibt4,, € F,,
derart, das$’(VAA,) — 0 (n — o0), siehe Satz_3IBb. Zu jedemwahlen wir eink(n) > n derart,
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dasscard(Ay,)) > 2 card(A,). Dann gibt es einr,, € II(Ay,)) mit 7, (A,) N A, = 0. Insbesondere
ista, 1(A,) € Fie\An S Fag, und es folgt

P(VA#R A,) = P (7, (VAA,)) = P(VAA,) =0 (n— ).

Esfolgt, dass fir jedes feste> 0 gilt: V € 5. mod P, und man schlieBtleicht, dass aucte A,
mod P. O

Nun wenden wir uns Gibbs-MaRen zu, wie wir sie in Kafdifdl 2igefiihrt haben. Wir setzen also
voraus:

> T=27%AN,€&T), A, /T,Q=%T,3 endlich.
> (KA : A € £(T)) ist ein vertragliches System stochastischer Kerne (dfmitionZL2), d.h.

KA ((UAC, (Tf?)_lAﬂ (WQ\F)_IB) = ‘/( R ) BKP (LUI‘C,A) KA (LUAc,d(UA) (**)
TA\T -

furalleT C A € &(T), Ae B undB € BA\.
> P ist ein Gibbs-MaR zyK* : A € £(T)), d.h.

P (nytA) = /QKA(wAC, A)dP(w) furA € £(T)undA € B, (DLR)

Wir beginnen mit einer Martingaleigenschaft der Kefié- .

26.10 Satz (Martingaleigenschaft detJbergangskerne)
SeiP ein Gibbs-Mal3 z4K* : A € £(T)).

a) SeiA € FAn,- Flrn > ng betrachte die Zufallsvariablen
Xo(w) i= KM (wag, (mhr )7 4)

Dann ist(X,, Fac )n>n, €in Rickwértsmartingal ayf2, B*, P). Der LimesX o := lim, .o Xn,
existiert P-f.s., und es istX,, = P {ngoA]Aoo]. Die ZufallsvariableX ., kann A.,-messbayr
gewahlit werden.

b) Fiir P-f.a.w konvergieren die Wahrscheinlichkeitsmaige, x K~ (wac, . ) schwach gegen ejn

Wahrscheinlichkeitsma® > (w, .) auf (2, BT). K> ist ein Ubergangskern voi, A.,) nach
(9, BT) und furt € BT ist
K®(w,U) =P [U]|Ax] (w) -

c) Falls die Abbildungew — K*(w, A) fiir alle A und A stetig sind, sind dié>(w, .) fiir P-f.a.w
Gibbs-MaBe zyK* : A € £(T)).

d) Die Identitat (DLR) bleibtim Limes erhalten, d.h.

P(U):/QKOO(w,U)dP(w) fur alleU € B”.

Beweis:

a) Nach Satgz 2114 ist,, (w) = P [WonA‘fA%} (w). Daraus folgt die Behauptung, siehe $aiz25.17.
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b) Fir jedesw ist die Folge(d,,. x K*» (wae, - ))nen straff, so dass jede Teilfolge eine schwach
konvergente Teilfolge hat. FUP-f.a. w folgt aus Teil a), dass alle solche schwachen Limiten auf
Zylindermengen tibereinstimmen. Also konvergiert diegédiir P-f.a. w schwach gegen ein Wahr-
scheinlichkeitsma¥(>(w, . ) auf (2, BT), und fir jede Zylindermengg = wXJOA istw —
K*®(w, Z) = limy_oo K™ (whe, (wﬁ:o)*lA) = P[Z|Ax] (w) messbar bzgld,.. Wegen Be-
merkundITH folgt daraus dié..-Messbarkeit vo — K°°(w, U) fiir beliebigeU € B, ebenso
Identitat K> (w, U) = P [U|Ax] (w).

c) Das folgt aus der schwachen Konvergenz in b) und dem BeaueSat£2T118.

d) Seizunachd/ = ' A, A € BA, A € £(T). Fur hinreichend groReist A C A,,. Also ist
P(U) = E [P[ry ' A|Fac]] — E [Plry Al As]] = | K™ (w,U)dP(w) .
Q

Da die Abbildungett/ — P(UNV)undU ~ [, K*°(w,U)dP(w) endliche MaRe sind, Uibertragt
sich diese Identitat von Zylindermeng&nauf biliebigeU € BT

O

26.11 Satz (Gibbs-MaRe: Eindeutigkeit und triviale asympotischeos-Algebra)
a) SeienP, Q) Gibbs-MafBe z4K* : A € £(T)). Es istP = Q genau dann, wenB 4 = Q| 4_. -

b) Die folgenden Aussagen sind aquivalent:

i) Es gibt hochstens ein Gibbs-MaR @i* : A € £(T)).
ii) Ist P ein Gibbs-MaB z4K™ : A € £(T)), so istA.. trivial fir P.

Beweis:
a) Das folgt aus SafzZ61l0d.

b) i) = i) SeiV € A, undP ein Gibbs-MaR zyK* : A € £(T)). Angenommen) < P(V) < 1.
SetzePy (U) := P(V N U)/V(B). Dann istPy ein WahrscheinlichkeitsmaR, und fidr ¢ B*,
Ae &), ist

71'_1
/KA(wAc,A)dPV(w) S@L/WP[WTAVAJ dP = P(?a(i?})mv)

P(V) :Pv(ﬂ'xlA) .

Also ist Py ein Gibbs-MaR zy K™ : A € £(T)) undP # Py, Widerspruch!.

i) = i) SeienP,Q Gibbs-MaRe zUK* : A € £(T)). R := (P + Q) ist dann ebenfalls ein
Gibbs-MaR (siehe LemniaZ1.6). Nach Voraussetzungisttrivial fir P, Q, R. Dann ist aber fur
jedesA € A

P(A)=1 < RA =1 <= QA)=1,
alsoP 4. = Q|a4.., S0 dass” = Q wegen Teil a) dieses Satzes.
O
26.12 Bemerkung Die Frage, ob4 fur die MalReK > (w, .) trivial ist, muss hier offen bleiben. Be-
achte aber, dass fur jed®s € A gilt: K>°(w,V) = P [V|Ax] (w) = 1v(w) € {0,1} P-f.s. Das

Problem ist, dass die Ausnahme-Nullmenge Voabhangt, und dasd.. in der Regel nicht abzahlbar
erzeugt ist.
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Quadratintegrierbare Martingale

Dieses Kapitel dient unter anderem zur Vorbereitung darhststischen Integration. Wir beginnen mit
einem einfachen Zerlegungssatz fur Submartingale nitrelisr Zeit.

27.1 Satz (Doob-Zerlegung)
SeiX = (X,, Fn)n>0 €in Submartingal. Dann lasst siéh, eindeutig zerlegen als

Xn=M,+ A, (n>0)

wobei(M,,, F,)n>0 €in Martingal ist0 = Ay < A; < Ay < ... und dieA,, bzgl. F,,_1 messbar
sind(n > 1). Der Prozes$A,,),>o heiSt der Kompensatoon X .

Beweis: SetzeM, := Xy, Ag := 0, und flrn > 1
Ay = (B [Xp|Froa] = Xpo1) M= X, — Ay *)
k=1

Nach Konstruktion ist4,, bzgl. F,,_; messbar, und d& ein Submartingal ist, istd,, — 4,1 =
E [X,|Fn1] — Xn_1 > 0. AuBerdem ist
E|M,| < E|X,|+ EA, = E|X,| + EX,, - EX) <
und
E [My|Fnooi] = E [ Xy — Apc1 — (B[Xn|Frct] = Xno1) | Fumi]
=E [Xn|Fac1] — Anci — E [Xp| Foca] + Xna
=M, ;.
Ist X,, = M/ + A, eine weitere Zerlegung der gleichen Art, so ist
(A = A1) = (An = Anr) = B [(A] = 4 1) = (An = Anr) [ Fa]
=—E[(M) — M), ;) — (M — My_1) | Fp_1]
=0

und dad, = 0 = A, folgt sofort, dass4,, = A/, und damit auchl,, = M, fur allen. m]

27.2 Definition (Quadratische Charakteristik) IstX = (X,,, F,)n>0 €inquadratintegrierbarddar-
tingal, so sei

X2=M,+(X,X), (n>0)
die Doob-Zerlegung des Submartingald (siehe Beispid[2410). Der monoton wachsende Prozess
(X,X) heiBt die quadratische Charakteristies Martingals¥. Au3erdem bezeichnen wikX,, :=
Xn— Xno1.




Kapitel 27 Quadratintegrierbare Martingale 168

27.3 Lemma SeiX ein quadratintegrierbares Martingal> = M + (X, X). Dann gilt
a) (X,X), =>1_, E[(AXy)?|Fr-1], insbesondereX, X), — (X, X),_, = E [(AX)?|Fn_a].

b) Fir0 < m <mn ist

E[(Xo — Xu)?|Fun] = E[(X, X),|F] — (X, X),, = Y E[(AX)?|Fn] -

Beweis: Zunachstist
E[(Xn — Xi)?|Fn] = E [X2|Fn] — 2XnE | n}}" |+ X2 =E[X2|Fn] - X2, -
=FE[(X,X),|Fm] — (X,X),,
also die erste Identitat in b). Aus (*) und (**) folgt (setee= k undm = k — 1)

n

=Y (E[X}|Fer] — XP 1) =D E[(AX)?|Fra]
k=1 k=1
also a). Daraus folgt weiterhin

E[(X,X),|Fn] — (X.X),, = E[(X,X), — (X, X),,|Fn] = Y E[(AX)*|Fn] |
k=m-+1

d.h. die zweite Identitat in b). ]
27.4 Beispiel Seienéy, &1, &, . .. unabhangige Zufallsvariable®¢; = 0, E£? < oo. Betrachte das

Martingal X, := "7 & zur FiltrationF,, = o(&, ..., &,). Dannist(X, X), =>" | E [¢?], siehe
LemmdZ7Ba.

27.5 Beispiel (Quadratische Charakteristik diskreter ste@hastischer Integrale)
Sei (X, Fn)nen, €in Martingal, und seierl,, beschranktef,,_;-messbare Zufallsvariablgm =
1,2,...). In SatA2Z47T7 wurde gezeigt, dass durch

(H-X)n=Xo+ ZHk(Xk = Xy-1)
k=1

ein Martingal bzgl(F,,),en, definiert wird. Es ist

M=

(H-X,H - X), = B [(AH X)) |Faoa| = 0B [H (X = Xe1)?|Fiaa]
k=1

=
Il
—

I
M=

H? E [(AX)?|Froa] = (H? - (X, X)),

b
Il
—

Insbesondere ist
E[(H-X),]=E[(H-X,H-X), ZE HY(AXp)? | =E[(H*- (X, X)) ].
k=1
Sei nun

Tn = {H = (Hn)1<n<n : H,beschrankt und messbar bzgl,_; furl <n < N} .

Man rechnet leicht nach, dass durch

(H,H)x := ZE [Hkﬁk(AXk)Q
k=1



Kapitel 27 Quadratintegrierbare Martingale 169

ein Skalarprodukt aufy gegeben ist. Bei fest gehaltenem “Integratat’erhalt man also einsome-
trische lineareAbbildung

Iy : Ty — ﬁ?a, (Hn)lgnSN — (H : X)N

Diese Abbildung hat eine eindeutige lineare stetige Ftrisry auf dig( ., . ) x-Vervollstandigung von
Tn . Insbesondere kann damit die Einschrankung auf beskterafy, Uberwunden werden, wie man an
Hand des Spezialfalls von Beisple[27.5 siehtXst = & + - - - + &, so folgt

(H-X,H-X)_ ZHk (2] und

n

ZE [HyHy) E Z - 1 kI e, - HHkHL?, :
k=1
Im Allgemeinen kann maffH, ) x interpretieren als
()= [ H () () dpe (. 0)
{1,....N}xQ

wo fur7 C {1,..., N} und messhared C Q2 durch

x(I x A) Z/ (AXy)?

kel

ein endliches MalR3 aufl, ..., N} x Q definiert wird.( ., .)x kann also mit dem kanonischen Skalar-
produkt descfm identifiziert werden und die Vervollstandigung v8x mit dem RaunLiX. Dieses ist
auch die Grundstruktur der Argumentation, mit der wir inzteh Kapitel kontinuierliche stochastische
Integrale einfuhren.

Vorher schauen wir uns noch ein paar Eigenschaften diskgigsdratintegrierbarer Martingale an.
Als erstes beweisen wir eindi?-Konvergenzsatz, ohne auf die bisherigen Konvergengaidickzu-
greifen.

27.6 Satz (Konvergenzsatz fur quadratintegrierbare Maringale)
Sei(X,, Fn)n>o €in Martingal mitsup,,~, E [X2] < co. Dann existiert einX ., € L%, derart, dass
lim,, o0 [| X7 — Xoo|l2 = 0.

Beweis: Aus Lemmd27I3b folgt
E[(Xn—Xn)?] = E(X,X), - B(X,X),, . (***)
Dal < (X, X), < (X, X),,, furallen, existiert(X, X)__ := sup,, (X, X), und esist

E(X,X), =supE(X,X), =supE [X]] <

Also konvergiertE (X, X), — E(X, X)_, und aus (***) folgt, das$ X, ),>o eineL%-Cauchy-Folge
ist. Die Existenz des LimeX ., folgt dann aus der Vollstandigkeit d€$, (SatI0F). |

27.7 Beispiel Sei(X,,, F»,)n>0 der Galton-Watson Prozess aus Beidpiell?4.6, &lsp, = Z 1 Noje

Wir haben gesehen, da3§ = v "X,, woy = EN,; ein Martingal bildet. Bezelchne2 =
V(N,, ;). Da alle die(N,,_1; : j € N) unabhangig untereinander und vah,_; sind, rechnet man
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leicht nach, dass
2

Xn_1
E [YnQ‘]:n—l] =~""E Z No-1j | |Fa-a
i=1

=~"?"X, E [N12,1] +7 7 X1 (X1 = D) E [N N1 o]
=7 (Xpo10® + X2 1Y)
=y 0%, F Y2

Wir betrachten den Fall > 1. DaFEY,,_; = EY, = E X, folgt

E[V?] = 00T pxy 4 B [V2,]=-=EY}+ Lo pxy < B2+ T Bx

n)] =7 2 0 n—1] — - 0 1—q1 42 0= 0 72—y 0-
Also konvergierty,, = v "X,, — Y, in £2. Insbesondere if£Y,, = EY, = EX, und der Prozess
stirbt nicht fast sicher aus.

Isty < 1, so kann man folgendermalen zeigen, dass der Prozessfastaisstirbt, falls? > 0:
Angenommen es warB{lim,, . X, =0} < 1-— % fur ein S > 0. Dann ware natirlictP{X,, >
1} > 4 far a||e7}1. Seid, == {1 < X, <25 Xn41 = 0}.Dad, 2 {1 < X, <25} N{Npy =
-+ = Ny 25 =0}, Ist

P(A,) > (P{1 < X,}— P{X, >2S}) - (P{Ny, =0})*

1 1 2
2 (g = 5g8Xn]) - (P{N11=0}) 5
%E[Xo] - (P{Ny1 = 0})2S .

Da dieA,, n > 0, paarweise disjunkt sind und dg&{X,] > 0 ist, folgt N,, ; > 1 f.s. fur allen, j. Da
v = E[N, ;] < 1,folgt N,, ; = 1 f.s. im Widerspruch z&? = V(N,, ;) > 0.

Als weitere Anwendung beweisen wir eine Version der WaldsdBleichung fur zweite Momente.

27.8 Korollar Sei(X,,,F,)n>0 €in quadratintegrierbares Martingal unceine fast sicher endliche
Stoppzeit zUFy)n>o. IStE(X, X)_ < o0, S0 gilt

E[X,]=FE[Xo] und E[X? =F[X{]+E(X.X),.

Beweis: SeilM,, = X2 — (X, X), ,alsoM, = X§. DaM ein Martingal ist, gilt filr allen > 0 nach
Satd25APEM, n, = EMy = E[X{], also

sup EXZ/\n = supE(X, X>
Daher kann man SdfzZ¥ .6 auf das Marting&} n.., - an )n>0 @anwenden und erhalt, dd$sy, oo X;an =
X nicht nur f.s. sondern auch i? gilt. Insbesondere folgt

E[X? = lm E[X2?,,] = lim E(X,X) ., +E[X{] =E(X,X), + E[X]] .
m|
Bevor wir im nachsten Kapitel das, was wir hier Uber diedyasische Charakteristik diskreter sto-
chastischer Integrale gelernt haben, auf die stochastlatbgration anwenden, wollen wir uns exempla-
risch noch mit Konvergenzfragen bei quadratintegrienbafartingalen befassen. Viele der Aussagen

lassen sich verallgemeinern, siehe z.B. das BuchSwgaev [Sirjaev].
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27.9 Lemma (Die Konvergenzmenge nichtnegativer Submartgele) Sei(X,,, 7,)»>0 €in nichtne-
gatives Submartingal mit Doob-ZerleguRgy, = M,, + A,,. SeiA, := sup,, A,,. Dann ist

{Aw < 0} C{X,, konvergier} P-f.s.

Beweis: Fura > 0seir, :=inf{n > 0: A, 11 > a}. Man beachte, dasg eine Stoppzeit ist, weil
Ay 41 bzgl. F,, messbar ist. Aus Saiz 24118 folgt

E[Xs,n] = E[My,nn] + E[Ar,pn] < E[Mo] +a < 0.

Der MartingalkonvergenzsdizZb.1 garantiert dann diesfabere Konvergenz voiX -, an )n>0, SO dass
(Xn)n>o auf der Mengg(r, = oo} = {Aw < a} fast sicher konvergiert. Die Behauptung folgt nun
aus der Beobachtung, dasd.. < oo} = J,cny{A < a}. m|
Eine leichte Folgerung ist nun der folgende Satz:

27.10 Satz (Die Konvergenzmenge quadratintegrierbarer Mdingale)
SeiM = (M, F,) ein quadratintegrierbares Martingal{, M) _ := sup,, (M, M) . Dann ist

{(M,M)_, < oo} C {M, konvergier} P-f.s.

Beweis: {(M,M)__ < oo} C {M? konvergier} P-f.s. folgt aus LemmBZ7.9. Betrachte nun das
MartingalM + 1 = (M, + 1, Fp)n>0- DAA(M, + 1) = AM,,ist(M +1,M +1) = (M, M) __,
also auch

{(M, M), <oo}={(M+1,M+1)_ < oo} C{(M,+ 1) konvergier} P-f.s.

Da{M? konvergiery N{(M,,+1)? konvergier} = { M,, konvergier}, folgt die Behauptung des Satzes.
O
Die bisher gewonnenen Informationen tiber die Konvergema quadratintegrierbarer Martingale
M wollen wir nun zur Untersuchung der Frage benutzen, untéchea Voraussetzungen die Folge
<Ajf§g;>n fast sicher konvergiert. Dazu bendtigen wir u.a. das fodgeeinfache Lemma Uber reelle Zah-
lenfolgen:

27.11 Lemma (Kronecker Lemma) Sei (z,,)nen €ine Folge reeller Zahlen urid < ¢, /' oo. Ist
b= = 2 < oo, SOISl‘hmn_,oociZZ 1% =0.

Beweis: Setzecy := 0, by := 0, b, := > 1, j— (n > 1), alsolim,,_,o b, = b. Daz, = (b, —
bn—1)cn, folgtfurn > 1:

an:z zn:b —bi_1)c; = by +§b$:§(b _b.)w
U ' =1 o i=1 tn i=0 ! ' Cn ’

day"" 1 = = = = 1, Seie > 0 und wahleN = N(e) so, dassup; ;- v [bj — bi| < e fur
n > N. Fur solchen ist dann

Ly,
C
" oi=1

und da undb;);>o als konvergente Folge beschrankt ist, geht der erste Suchan# der rechten Seite

lciy1 —a| _ en—co
S—Z|b—b||cz+1—cz|+2|b il < S gsup b + e

i>0

geger) mitn — oo. o
27.12 Satz
Sei(M,,, Fn)nen €in quadratintegrierbares Martingal. Dannligt,, . - 7 MMA% = 0 P-f.s. auf de

n

Menge{(M,M)_, = oco}.
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Beweis: Dalim,, % = lauf{(M,M)_ = oo}, reicht es, die fast sichere Konvergenz
von WW auf dieser Mengezu zeigen. Wegen des Kronecker Lemmasyandeaufz,, = AM,,
undec, = (M, M), , reicht es dazu zu zeigen, da¥s := > ;_, (M,ATA{ZH auf {(M,M)_ = oo}
P-f.s. konvergiert. Beachte nun, da¥s = (<MM71>+1 - M) ein diskretes stochastisches Integral ist.

Wegen SatzZ710 bleibt zu zeigen, da¥s X)) _ < oo P-f.s. In Beispie[ZZb hatten wir gesehen, dass

1 2 (M M)
X0, = (e ) ; TP
Unter Beachtung der Monotonie v@i/, M), folgt nun
- iy — (M, M)
Z;« + (M, M), ; +1)

1
1<<MMk I (M,M>k+1)
1

= (M,M>0+1 <

27.13 Beispiel (Parametersciitzung bei autoregressiven Prozessen 1.0rdnundjeiensy, &, &3, . . .
unabhangige Zufallsvariablen mit¢; = 0, E£? = 1. Betrachte den autoregressiven Prozess 1.0rd-
nungX,, = 60X,,_1 + &, (n > 1) mit von den¢; unabhangigenX,. # € R wird als unbekannter
Parameter angesehen und soll auf Basis der zufalligend®btlngenyy, X1, ..., X, geschatzt wer-
den. Der Schatzet, wird als Kleinster Quadrate Scitzerso bestimmt, dass der quadratische Fehler
Zk (X = 9X;C 1)? als Funktion vor¥ fir 6 = 6,, minimal wird. Man kann leicht zeigen, dass
0, =0+ T M> ,Wo M, =>"7_, Xi_1&; ein Martingal vom Typ “diskretes stochastisches Integral”

ist, also<M M), => 1 Xt El&] =Y 1_, X}_,. Um Sat{Z712 anwenden zu konnen, bleibt zu
zeigen, dassM, M) = oo P-f.s. Da s folgt aber aus der fast sicheren Identitat

8

oo

:Z Z Xp —0Xp-1)?
k=1 k=1

Z (XZ+0°X7 1) <0°X5+2> (1+0°)X]
k=1 k=1
=62 X3 +2(1 4 6*)(M, M),
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Das stochastische Integral

Ziel dieses Kapitels ist es, einem Ausdruck der Geg‘g’ws dX, einen Sinn zu geben, werti und

X stochastische Prozesse sind. Ganz allgemein geht das alieghtman kann doch eine recht grof3e
Klasse von Prozessen dabei zulassen. Das offensichtii@$tggProblem liegt darin, dass die Pfade von
t — X;(w) unbeschrankte Variation haben kdnnen, wie das z.B. beBdmvnschen Bewegung der
Fall ist. Wir werden uns diesem Problem in mehreren Schrittéhern.

Integratoren mit Pfaden von endlicher Variation
Zunachst seZ : [0,7] — R eine monoton wachsende und rechtsseitig stetige Funktibt/(f) =
0. Dann istG die Verteilungsfunktion eines endlichen Maf3eg auf [0, 7], siehe Beispid[2]14. Man

schreibt auch
/f )dG(s /fdmg

und erhalt auf diese Weise ein@“Stammfunktion” zuf. Ist G stetig, d.h. hatn keine Punktmasse, so
ist die Stammfunktion stetig, sonst ist die Stammfunktiomindest fur beschrankjenoch rechtsseitig
stetig. Dieses Integral ist wie Ublich zunachst fur nbessf > 0 und dann fumg-integrierbaref defi-
niert. So werden wir die Existenz eines solchen Integralsriféssbarg auch im Folgenden verstehen,
ohne das explizit zu erwahnen.

Ist nun(H,)o<;<7 €in messbarer stochastischer Prozess (d.h. ist die Ablglttuw) — H(w)
messbar bzgl3([0, T]) x F), so kann man das Integrﬁf H, dG(s) noch Pfadweise definieren und

gelangt zu der Zufallsvariablen
t
/ H,(w)dG(s)
0

Diese Uberlegungen uibertragen sich sofort auf den Fall, dagine rechtsseitig stetige Funktion
vonbeschankter Variationist, d.h.

SUP{Z|G(ti)—G(ti1)|20—t0<t1<"'<tn—T} < o0
=1

Denn dann lasst siofy schreiben alé; = G; — G2 mit monoton wachsenden und rechtsseitig stetigen
FunktionenG; undG,, und man setzt wenn immer diese Differenz wohldefinidlt ist

/HdG /HdGl /HdGQ

Grundsatzlich lasst sich diese Vorgehensweise auf ddniBartragen, woG(¢) ein Pfad eines
messbaren stochastischen Proze$3g3$,<:<r ist. Das Integra![g H,dX, definiert fur jedes eine
Zufallsvariable — der Zufall kommt dabei sowohl durch deteginranderi; als auch durch den Integra-
tor X ins Spiel.

IDiese Zerlegung vor ist véllig analog zur Jordan-Zerlegung eines signierteaf¥ik; es gilt namlictmg)t = mg, und
(mg)™ =mg,.
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28.1 Beispiel (Ein Poisson-Prozess als Integratorpei (N;);>o ein Poisson-Prozess zum Parameter
a, alsoN;(w) = max{n > 0: S,(w) <t},wo S, =& +---+ &, mitunabhangige#,-verteiltens;.

Dann ist . -
/ H,dN,= > Hs, ()W)
0 n=1

Sn(w)<t

Integratoren mit Pfaden von unendlicher Variation

Der bisherige Ansatz findet sein Ende, wenn der Integraimid it lokal unendlicher Variation hat,
wie z.B. die Brownsche Bewegung. Dass die Brownsche Bewgdahei kein unguinstiger Sonderfall
ist, belegt der folgende Satz.

28.2 Satz (Stetige Martingale haben Pfade von unendlicheraviation)
SeiX ein Martingal mit stetigen Pfaden. Dann sind entweder fstRfade vonX konstant, ode#’
hat mit positiver Wahrscheinlichkeit Pfade von unendlicVariation (im Sinne von Korolldt 2Z20)

EinenBeweidindet man in[[Revuz-Yor, Proposition IV.1.2].

Aber auch durch Integratoren von unendlicher pfadweisdalfan lassen sich stiickweise konstante
Integranden im Sinne eines Riemann-Stieltjes Integrath miegrieren. Séif = (0 = tg < t1 < --- <
t, = T), seienH; beschrankte Zufallsvariablén= 1, ..., n) und sei

Hyo=> Hilg, ,u(t) - *)
=1

(H¢t)o<t<r ist ein stochastischer Prozess it = Hfurt,_, <t <t (i=1...,n). Wir setzen nun
t n N
U [ HdX =3 (X = Xi )
0 i=1

Haben die Pfade voA” endliche Variation, so stimmt das mit dem pfadweisen Riaw@tieltjes Inte-
gral [ H, dX, Uberein. Um von diesem Punkt an eine schlagkraftige Tiet®r stochastischen Inte-
gration aufbauen zu kdénnen, setzen wir nun voraus:

X = (Xy, Fi)o<i< ist ein Martingal.

Dann ist auch¥! := (Xy, ¢, Ft, nt)i=o.....n fUr jedest > 0 ein Martingal und es ist

t
u-/ HydX, = (H - X",
0

ein diskretes stochastisches Integral, vorausgesetzt,
die H; sind F,, , n,-messbar.
Aus Beispie[ZZF folgt

t 2
U- </ H, dXS>
0

E —E(#- X“’t),%} -E [<H XUt X“’tw

=E Z H2(AXY"?| = E
Li=1

> HfE[(AXf{’t)Qlfkﬂ] ()
i=1

=E | ) HEA(XY! X",

Li=1

t
=E U HZd(x4"", X“’t)s]
0
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wo XUt .= X" firt;_y < s < t;. Wir erinnern daran, das& (X!, X¥t) = E[(AXY")2|F;_]
gemanR unserer Festlegung in Lemimal7.3, beobachten aiemaglitig, dass (**) auch richtig bleibt,
wenn wir A(X¥! XUt als (AXY")? interpretieren. Das werden wir von jetzt an tun. Insbesonde
wird Sat428.B diese Interpretation benutzen.

Als nachstes wollen wir zeigen, dass dieses stochastlatdgral von der Darstellung des Prozes-
sesH, in (*) unabhangig ist. Zu zeigen ist, dass Darstellungen #odurch zwei Unterteilungety’
und/” zum selben Wer?tl’-f(;E H,dX, = L{”-jg H, dX, fuhren. Es reicht, beide Integrale mit dem
entsprechenden Integral der Verfeinerdhgon/’ undi/” zu vergleichen, und da die Unterteilungen
endlich sind, kdnnen wir uns schlie3lich auf den Fall zhkdiehen, wd/’ ausl/ durch Streichung eines
t;, entsteht. Dann ist;, = H;,, und daher

i0—1

t
Z/[’-/O H,dX, = Z Hi(Xine — Xt at)
i=1

=Y Hi(Xyne — Xi, yn) =U- | HodX, .
i=1 0

Daher kdnnen wir bei “stiickweise konstanten” Integrantiewie in (*) von nun anfot H,dX; an
Stelle vori/- fot H,dX, schreiben.

Um zu allgemeineren Integranden tiberzugehen, soll wigiddi?-lIsometrie-Argument wie in Bei-
spiell2ZZb zum Einsatz kommen. Dazu muss der Ausdriﬂ({lfg H? d<X“vt,X“’t>s} in (**) ohne
Bezug auf eine endliche Unterteilung geschrieben werdsrstéllt sich also die Frage, ob man sinn-
voller Weise von einem Limes déa!-t, x¥:t) sprechen kann, wenn die “Maschenweil#f| von i/

gegen null geht. Unter einer recht schwachen lokalen gieastigen Integrabilitatsannahme, die zum
Begriff deslokalen Martingaldihrt, ist das tatsachlich der Fall.

28.3 Satz (Quadratische Charakteristik lokaler Martingale)

Ist X ein stetiges lokales Martingal, so gibt es genau einen vealen stetigen Proze&¥, X') mit
(X, X), = 0 derart, dasst®> — (X, X) ein stetiges lokales Martingal ist und dass fiir jede Folg
von Unterteilungen mitt,,| — 0 gilt

D

sup ‘(XZ’{"’t,XM"’t>S — <X,X>S‘ —0 (n— o00)
0<s<t

stochastisch. Dabei ist4»t = Xf.’"’t furt;_1 < s < t; wie oben.

DerBeweisist aber etwas langlich und kann [n’[RevuziYor, Theoremé&.Bund IV.1.8] gefunden wer-
den. Zur Erlauterung des Begriffs “lokales Martingal” rkem wir an:

28.4 Bemerkung (Lokales Martingal) Jedes rechtsseitig stetige Martingal ist ein lokales Mg#i.

28.5 Beispiel (Brownsche Bewegung als Integratordm Spezialfall der Brownschen Bewegung hat-
ten wir das und noch mehr schon in SEfz_2P.18 bewiesen, wdggererde, dass (in der jetzigen
Notation)

n

(Bt Bty = zn:E {(AB?J)Q‘}}F]M} _ ZE {(ABZW)Z}

i=1 =1

n
=D (tiAt—ti Aty =ty At =t
1=1
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fur alle. (Die zweite Identitat beruht auf der Unabhangigkeit Aewachse im Fall der Brownschen
Bewegung.) Dass dabei auch die KompensatoreigenschafinmasLerhalten bleibt, wurde bereits in
SatdZ2Z4.B gezeigtB? — t, F;):>o ist ein Martingal.

Der Satz gestattet, auch auf der rechten Seite von (**) zumekjl{| — 0 Uberzugehen, und man

erhalt
t 2
([ ax.)
0

Dadurch wird nahe gelegt, welche Klasse von Prozessen mitligiegratort’ integriert werden kann.

E =F [/Ot H? d<X,X>S} (***)

28.6 Definition (Previsibel) Sei(F;)o<:<T €ine Filtration.

a)
R:={{0} x Fo: Fo € Fol U{(s,t] x Fs: 0 < s <t < o0, Fs € Fs}

istN-stabil und wird als System der previsiblen Rechteloéeeichnet.

b) P := o(R) hei3t die previsible-Algebra

¢) Ein Prozes${ = (H,)o<i<r heil3t previsibelfalls die Abbildung
(t,w) — Hi(w) von[0,T] x ©Q nachR
P-messbar ist.

28.7 Bemerkung Jeder adaptierte, linksseitig stetige Prozess ist pteligienn es gilt

namn

Ht(w) = Ho(w) 1{0} (t) + nll_)II;O Z H]Can (w) 1(;@2771,(;%‘_1)2771,] (t) .
k=1

Fur den Rest des Kapitels nehmen wir an:

X = (X, Fi)o<t<r ISt €in quadratintegrierbares Martingal, und es gibt eimachsenden,
adaptierten Proze$éX, X),)o<:<7 Mit (X, X), = 0, fur denX? — (X, X) ein Martingal
ist.

Sei£?(X) der Raum der (bzg(F;)o<:<7) previsiblen Prozessk mit

M|l = E

T
/ Hfd(X,X>S] < oo.
0

Dieser Raum lasst sich wie in Beisdle[ 7.5 wiederZdsRaum zu einem MaR alf, T x Q) darstellen:
FurT € B([0,T]) x Fr sei

T
px(T) ::/Q/0 Ir(s,w)d(X, X), (w)dP(w) .

Dannist£?(X) auf triviale Weise isomorph zum Rauﬁﬁw P aller previsibleny v -quadratintegrierbaren
Funktionen auf0, T x ©, und wir werden diese beiden Raume von nun an identifizieren

BezeichneZ C £?(X) den reellen Vektorraum aller Prozeske die sich mit einer geeigneten
Unterteilung/ wie in (*) als H, = Y " | H; - L(t,_, +,)(t) darstellen lassen. Da di¢; beschrankt und
Fi,_,-messbar sind, ist C EZXIP' Durch

T
Iy :T — L3, H»—>/ HydX,
0

wird eine lineare isometrische Abbildung definiert; sietté)(fur die Isometrie-Eigenschaftly lasst
sich stetig linear auf den Abschlugsvon 7 im Eix\P fortsetzen, und man kann zeigen, ddss=

L2 = L2(X).
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28.8 Definition (Stochastisches Integral)Die Fortsetzung voiix auf£?(X) heil3t stochastisches In-
tegral. FurH € £*(X) schreibt mardx (H) = fOT HydXs.

Ohne Beweis listen wir einige Eigenschaften des stoclthstisintegrals auf:

> fg H,dX, ist fur jedest € [0, T] definiert.
> (H-X) (fo H, dXS,}‘t) e ist ein Martingal, vergleiche Saiz24117.
0<t<

> Das Martingal(H - X) hat eine Modifikation mit rechtsseitig stetigen Pfaden. &8hauch das
Itd IntegralvonH bzgl. X'.

Wir beschlie3en dieses Kapitel mit einem sehr einfachegmaifur den Kalkill mit stochastischen
Integralen.

28.9 Bemerkung Sei X’ ein quadratintegrierbares stetiges Martingal. Dann ist
t
X7 :X§+2/ X dX, + (X, X), .
0

Dennself = (0 =ty <t; <--- <t,=t). Dannist
2iXti—1 (Xt1 - Xti—l) + i(th - Xti—l)Q = iXt% - iXtQi,l = X262 - Xg .
i=1 i=1 i=1 i=1
Mit der vorher eingefiihrten Notation wird das zu
2/0t xXUtax, + zn: (AX?=t)2 = X2 X2,
1=1

Im Limes|U| — 0 folgt die Behauptung.

28.10 Beispiellm Fall der Brownschen Bewegung folgt:

t
Bf—t:2/ By dB, .
0

Eine Verallgemeinerung der vorangehenden Bemerkung ist

28.11 Satz (16 Formel)
SeiF € C*(R;R) undX ein stetiges quadratintegrierbares Martingal. Dann ist

l/t F'(X,)d(X, X), .

F(X) = F(Xo) +/0 F'(X)dX, + 2 ),

Diese Formel bleibt fiir Prozesse richtig, die sich als Senaimes stetigen lokalen Martingals ynd
eines stetigen adaptierten Prozesses von endlicher Marithreiben lassen.

Die Heuristik hinter dem Beweis zu diesem Satz ist folge#gl{ = (0 =tp < --- < t, = t).

F(Xy) = F(Xo) = Z F(Xy,) — F(Xt,,)

n 1 n n

Z th 1 Xti - Xti—l) + 5 ZFN(X%*])(X& th 1 Z th th 1

i=1 =1 i=1
Wegen der Stetigkeit voi#” und F” kann man zeigen, dass der erste Term [#it — 0 gegen
fg F'(X,)dX, und der zweite gegep jot F"(X,)d(X, X), konvergiert, wahrend der dritte gegen
null geht.
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