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Zur Notation

Teilmengen: Sind A und B Mengen, dann heiBt A Teilmenge von B (in Zeichen
A C B), wenn gilt: z € A = x € B. Insbesondere gilt B C B. Die echte
Inklusion A C B bedeutet, dass A C B, aber A # B gilt. (in der mathematischen
Literatur findet man davon abweichend auch das Teilmengenzeichen A C B.)

Potenzmengen: Ist A eine Menge, dann ist

24.={B|BC A}
die Potenzmenge von A. Synonym findet man auch die Notationen (A) und
P(A).

Zahlen: Menge N = {1,2,...} der natiirlichen Zahlen, Ny = {0, 1,2, ...},
Ring Z = {0,1,—1,2,—2,...} der ganzen Zahlen.

Korper Q, R, C der rationalen, reellen bzw. komplexen Zahlen.

Fiir einen Korper K bedeutet K* die multiplikative Gruppe K* := K\ {0}, und

Rt :={zeR |z >0} =(0,00).
Intervalle: Fiir a,b € R, a < b ist

(a,b) = {xeR|x>a,z<b},
(a,b) == {xeR|xz>a,x<>b} etc
(Synonym findet man auch die Notation |a, b[= (a,b), |a, b] = (a,b] etc.)

Matrizen: Mat(m x n,K) bezeichnet den K-Vektorraum der m x n—Matrizen
mit Eintragen aus dem Kérper K, und Mat(n, K) den Ring Mat(n x n, K).

Das griechische Alphabet: a) Kleinbuchstaben

a  Alpha ¢ Zeta A Lambda 7 Pi ¢, Phi

6] Beta n Eta o My p,0 Rho X Chi

v  Gamma 6,9 Theta v Ny o,¢ Sigma Y Psi

) Delta L Jota & X T Tau w Omega
€, Epsilon & Kappa o Omikron v Ypsilon

b) GroBbuchstaben

' Gamma © Theta = Xi X Sigma & Phi Q Omega
A Delta A Lambda II Pi T Ypsilon ¥ Psi



abelian

absolute value
accumulation point
area

assertion
associativity
asymptotic value
average

ball

bound

bounded

box

cardinality
cartesian product
chain rule

circle

closed

complete
continuity
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convolution
countable
derivative
disjoint

disk

distance
divergent
domain
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fixed point
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graph
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image
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imgaginary unit
inequality
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abelsch
Betrag
Haufungspunkt
Flache
Aussage
Assoziativitat
Grenzwert
Mittelwert
Vollkugel
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beschrankt
Wiirfel
Machtigkeit

kartesisches Produkt

Kettenregel
Kreislinie
abgeschlossen
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Stetigkeit
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Faltung
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Definitionsbereich
leere Menge
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Funktion

Graph
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Imaginarteil
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intersection
interval
inverse mapping
limit

map

metric
metric space
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neighborhood
numbers

- complex
integer
irrational
natural
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- real
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onto

open

order
partition

proposition, theorem

power series
power set
primes

real part
relation

ring

root
sequence
set

sign

stable
subsequence
subset
triangle inequality
union
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Intervall
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Signum
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1 Integrationstechniken

1.1 Partielle Integration und Substitution

Mit dem Hauptsatz haben wir ein Mittel in der Hand, die unbestimmten In-
tegrale vieler Funktionen zu berechnen, indem wir umgekehrt schauen, welche
Funktionen wir durch Ableitung elementarer Funktionen erhalten.

1.1 Beispiele
1. [abdr = ’i: +C (b€ (—1,00)),

denn fiir F(z) := 2% mit a > 0 ist F'(z) = Le®® = germe . 1 = gga-1,

2. [In|z|de =z(In|z| - 1)+ C,
denn fiir f(x) :=zln|z|ist f'(z) =In|z| + 1. &

Im Gegensatz zur Ableitung einer elementaren Funktion® ist das unbestimmte In-
tegral einer elementaren Funktion im Allgemeinen nicht elementar?. Ein Beispiel:
Das unbestimmte Integral der elementaren Funktion x — e~ ist ein Vielfaches
der nicht elementaren Fehlerfunktion.

Die Regeln fiir die Differentiation werden zu Regeln der Integration. So ist es
selbstverstandlich, dass wir das Integral einer endlichen Summe von Funktionen
als die Summe der Integrale der einzelnen Funktionen berechnen konnen.

Ein wichtiges Beispiel bildet die Produktregel

(FG) = F'G+ FG
der Differentiation. Aus ihr leitet sich die partielle Integration ab.

1.2 Satz (Partielle Integration)
Fiir stetig differenzierbare Funktionen F,G : [a,b] — R ist

b b
/ F(2)G'(z)dr = F-G|° —/ F'(2)G(x) dz.

a

1.3 Beispiel (Partielle Integration) Wirwollen [ arcsin(x) dx berechnen und
setzen F' := arcsin. Mit G(z) ;= z ist G'(z) = 1, also

y v U
arcsin(z dx:FGy—/ F'(2)G(x) dz = y arcsin(y —/ —dz.
| wrcsin(eydo = Félg = [ F@6G@) w- | =

Scheinbar haben wir uns nur ein neues nicht berechenbares Integral eingehandelt;
dieses konnen wir aber mit einer weiteren Integrationsmethode behandeln:

! also die Polynome, die Exponentialfunktion, der Logarithmus, die (invers) trigonometri-
schen Funktionen, und aus diesen durch endlich viele Anwendungen der Grundrechenarten und
Kompositionen gewonnene Funktionen.

2Es gibt aber den Algorithmus von Risch, mit dem man dies entscheiden kann.


https://de.wikipedia.org/wiki/Fehlerfunktion
https://en.wikipedia.org/wiki/Risch_algorithm

Die Kettenregel (F' o G)' = (F' o G) - G’ der Differentiation fiihrt auf die Sub-
stitutionsregel der Integration:

1.4 Satz (Substitutionsregel) Fir f € C(I,R) und eine stetig differenzier-

bare Funktion G : [a,b] — I gilt fab f(G(2))G (z) dx = GG(S)) fly) dy.

Beweis: Es sei F' eine Stammfunktion von f. Dann ist f(G(z))G'(z) = (F o G)'(z), also

b b G(b)
/a f(G(z)) G'(z) dz = /a (FoG) (z)dw = FoG’Z = F‘ggz)) = /G(a) fly)dy. O

1.5 Beispiele (Integration durch Substitution)
1. Es st fiir alle c € R\{0}, d € R und auf [ca + d, cb + d] integrablen Funktio-

nen f b 1 cb+d
/ f(cx+d)dx=z/ f(y) dy.

a+d

2. Setze F(y) := /I —yund G(x) :=2?% also FoG = /1 — 22 und (FoG) =

—\/% Es erglbt sich

X
/ﬁdx——\/l—ﬁ—i—c. <>

1.2 Integration rationaler Funktionen

Im Gegensatz zur Differentiation fiihrt die Integration elementarer Funktionen
nicht immer auf elementare Funktionen, und es gibt auch keinen Algorithmus
fiir die analytische Integration. Ein solcher existiert aber immerhin fiir die groBe
Klasse der rationalen Funktionen.

Wir beginnen mit einigen algebraischen Betrachtungen, die die Partialbruch-
zerlegung einer beliebigen rationalen Funktion in eine Summe einfacherer ratio-
naler Funktionen vorbereiten.

1.2.1 Reelle und komplexe Polynome

1.6 Definition
e Fiir den Kérper K = R oder C heiBt eine Funktion p : K — K der Form

n

p(z) = Zakxk mit a, € K (1.1)
k=0



reelles bzw. komplexes Polynom.
e [st dabei a,, # 0, dann ist p ein Polynom vom Grad

deg(p) := grad(p) := n.

e Das Polynom 0 : K — K, 0(z) = 0 heiBt Nullpolynom und deg(0) := —o0.
e Der Ring® aller Polynome mit Koeffizienten aus K wird mit K[z] bezeichnet.

Die Festlegung des Grades des Nullpolynoms erscheint willkiirlich, ist aber da-
durch gerechtfertigt, dass die folgenden Regeln fiir den Grad gelten:
Summe und Produkt zweier Polynome f, g € K[z] sind Polynome mit

deg(f + g) < max(deg(f),deg(g))

und
deg(fg) = deg(f) + deg(g),

wobei wir k + (—o0) := —oo setzen *.

Die Koeffizienten ay, in (1.1) sind durch p eindeutig bestimmt (denn andern-
falls gibe es eine Darstellung 0(x) = >_,_, axz” des Nullpolynoms mit a,, # 0,
was der Identitdt 0 = lim,_, % =aq, + lim, Zz;é apr®~" widerspriche).

Lassen wir als Argumente x in (1.1) beliebige komplexe Zahlen zu, dann |&sst
sich ein reelles Polynom als komplexes Polynom auffassen. In diesem Sinn gilt

R[z] C Clz].

Reelle Polynome vom Grad deg(p) > 0 brauchen keine Nullstellen zu besit-
zen,wohl aber komplexe Polynome (Bsp.: p(z) = 2*> + 1 = (z + i)(x — i)).

3Definition: Eine Menge A mit zwei Operationen
+:AxA—A und -:AxA— A

heiBt Ring, falls gilt:
1. (A, +) ist eine abelsche Gruppe (mit neutralem Element 0 und zu a inversem Element —a).
2. Assoziativitdt: (a-b)-c=a-(b-¢) (a,b,c € A).

3. Distributivitét:
a-(b+c)=a-b+a-c und (b+c)-a=b-a+c-a (a,b,c € A).

4. Falls zusatzlich gilt:
d1€eAVaeA:1 -a=a,

heiBt A Ring mit Einselement.
5. FallsVa,be A:a-b=10-a, heiBt A kommutativer Ring.

*Fiir g # 0 gilt deg(f o g) = deg(f) deg(g).

3



Letzteres ist der Inhalt des so genannten Fundamentalsatzes der Algebra (Satz
7.22 der Analysis |, Beweis: z.B. in HILDEBRANDT [Hi], Band 1).

Der Fundamentalsatz der Algebra ermdglicht es, ein Polynom p € Clz]| n—
ten Grades in ein Produkt von Linearfaktoren, d.h. Polynomen vom Grad Eins zu
zerlegen. Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass p normiert ist, d.h. dass
der so genannte Leitkoeffizient a,, gleich Eins ist.

1.7 Satz Ist p € C[z| ein normiertes Polynom mit n := deg(p) € Ny, dann gibt
es (bis auf ihre Nummerierung eindeutig bestimmte) Zahlen

n

T1,...,x, € C mit p(x) = H(J}—SL’@)

i=1

Beweis:

e Im Fall n = 0 gilt p(z) = 1. Ist dagegen n > 0, dann existiert nach dem Fundamentalsatz
der Algebra ein 21 € C mit p(xz1) = 0. Wir fiihren nun Polynomdivision mit Rest und Divisor
p1(x) = x—x1 durch und erhalten eindeutig bestimmte ¢, € C[x] mit deg(r) < deg(p1) =
1und p=pig+r. Danun r(z) = p(x1) — p1(x1)q(z) gilt, ist » = 0, also p = p1q.

q ist ein normiertes Polynom mit deg(q) = n — 1. Weiter durch Induktion.

o Ist gleichzeitig p(z) = []\, (z—2%}), dann miissen die Mengen {1, ... ,z,} und {z},... 2}
der Nullstellen gleich sein, also 2} = 2 (1). Daher muss auch [T\" ,(z — ;) = [[;_,(z — 27)

gelten, sodass wir induktiv eine Permutation 7 der Indizes mit 2 = Tr), = 1,...,m
erhalten. O

Die x; in der Linearfaktorzerlegung brauchen nicht voneinander verschieden zu
sein. Tritt ein Faktor k—mal auf, spricht man von einer k—fachen Nullstelle.

Eine dhnliche Zerlegung in Linearfaktoren kdnnen wir fiir reelle Polynome
nicht erwarten. Immerhin gilt der Faktorisierungssatz fiir reelle Polynome:

1.8 Satz

1. Ist 1 € C k—fache Nullstelle des reellen Polynoms p € R[x] C C[z], dann
ist auch T, k—fache Nullstelle von p.

2. Ist p € R[x] normiert, dann gibt es ay,...,a;,b1,...,b,c1,...,¢cn € R mit
20 +m = deg(p), a? — b; < 0 und

p(z) = H(a:2 —2a;x + b;) - H(CL’ —¢j).

i=1 j=1

Beweis: Fiir p € C[z] der Form p(z) = Y} _, axz” sei p € Clz] gleich p(z) := >p_, arz*.


https://de.wikipedia.org/wiki/Fundamentalsatz_der_Algebra
https://www.math.fau.de/wp-content/uploads/2019/04/Knauf_analysis_I_2018-19.pdf

1. Wire p € C[x] ein beliebiges komplexes Polynom mit k—facher Nullstelle x4, also p(z) =
(x — x1)*q(z), dann wire Z7 k—fache Nullstelle von p, denn p(z) = (z — z1)™g(z). Nun
ist aber p € R[z], also p = p.

2. Nach Satz 1.7 schreiben wir p in der Form

pa) = [[@-=z) ] (@-a)
i=1 i=m+1

mit z1,...,2m € Rund i1, ..., 2, € C\R.

Nach Teil 1. des Satzes ist [ := #“5™ € Ny, und nach Umnummerierung gilt

n m-+l

H (x — ;) = H (x — x;)(x — 7).
i=m+1 i=m+1
Wir setzen ¢; == x; (i = 1,...,m), a; := Re(xjtm) und b; = ZitmTitm
(i=1,...,1). O

Wir konnen also reelle Polynome im Wesentlichen eindeutig in reelle Linearfak-
toren und quadratische Polynome zerlegen.

1.2.2 Rationale Funktionen

Die (reellen wie auch komplexen) Polynome bilden beziiglich punktweiser Addi-
tion und Multiplikation einen Ring, jedoch keinen K&rper, denn nicht konstante
Polynome besitzen kein multiplikativ inverses Element. Gehen wir aber zu den
rationalen Funktionen iiber K = R oder C iiber, d.h. Funktionen, die sich in der
Form p/q mit p,q € K|x] schreiben lassen, dann existiert fiir alle p/q # 0 der
Kehrwert ¢/p. Wir miissen nur darauf achten, dass der Definitionsbereich von
p/q die Menge {z € K| ¢(x) # 0} ist.

Nun besitzt eine rationale Funktion keine eindeutige Darstellung p/q, denn
wir kénnen ja Zahler und Nenner mit einem beliebigen Polynom r # 0 erweitern.

Wir nehmen aber an, dass p und ¢ schon teilerfremd sind, was fir K = C
nach Satz 1.7 bedeutet, dass sie keine gemeinsamen Nullstellen besitzen.

Bezeichnet man den Korper der rationalen Funktionen mit K(z), dann gilt
K[z] C K(x), und wir bezeichnen die Polynome manchmal auch als die ganzratio-
nalen Funktionen.

Eine rationale Funktion p/q € K(z) kdénnen wir eindeutig in der Form

E=t+ g mit ¢,p € Klz] und deg(p) < deg(q) (1.2)

schreiben, wobei wir ¢ und p mit dem Euklidischen Algorithmus berechnen.

1.9 Beispiel (Polynomdivision) Wiz’q =z—2+ %, denn
(®+22° —1)(z —2) =2* —42® —x + 2. &

5


https://en.wikipedia.org/wiki/Polynomial_greatest_common_divisor

Die Polynome t € R[z] in (1.2) kdnnen wir integrieren. Wir miissen uns also nur
noch um die Bestimmung des unbestimmten Integrals rationaler Funktionen p/q
kiimmern, deren Nenner-Grad deg(q) groBer als der Zahler—Grad deg(p) ist.

Die Technik der Partialbruchzerlegung ermoglicht es, rationale Funktionen aus
C(z) in eine Summe rationaler Funktionen zu zerlegen, deren Nennerpolynom
hochstens eine Nullstelle besitzt. Der folgende Satz gilt aber fir K = C und
K =R.

1.10 Satz (Partialbruchzerlegung)
Es seien p,q € K[z], x; € K und k € N. Ist deg(p) < deg(q) + k, dann gibt es
eindeutig bestimmte p € K[z| und Ay, ..., Ay € K mit

o) pa) | kA
@a—e)F = a@ T 2=t ey

wobei deg(p) < deg(q) gilt.

Beweis: Einfachheitshalber nehmen wir an, dass x; eine k—fache Nullstelle des Nennerpoly-
noms ist, d.h. g(z1) # 0 gilt. Wir reduzieren nun schrittweise deren Vielfachheit, indem wir
zeigen, dass

p(z) _ pi(x) A (1.3)

@ (-a)F ~ a@e—a) T T @)
mit eindeutigem Polynom p; € K[z] vom Grad deg(px) < deg(q) +k — 1 und Ay € K ist.
Erweitern wir (1.3) mit (z — 1) und setzen wir z = x; ein, so ergibt sich

_ p(z1)
Ap = q(xi) €k

Auflésen nach py ergibt

pe(z) = P(I)a:‘iqu(l) )
Dies ist aber ein Polynom aus K[z], denn der Z3hler der rechten Seite verschwindet bei Ein-
setzen von x7.

Da nach Voraussetzung deg(p) < deg(q) + k galt, ist deg(p — Arq) < deg(q) + k, also
deg(pr,) < deg(q) + &k — 1. O

Ist das Nennerpolynom von der Form

a(x) = [J (@ — )"

=1
und sind die Nullstellen x; der Vielfachheit d; voneinander verschieden, dann fiihrt
mehrfache Anwendung des Satzes zu der Formel

z m d AWM
% = Zjl:1 (;fol)j . (1.4)

Die Anzahl der zu bestimmenden Koeffizienten Ag-l) ist > ", di = deg(q). Nach
Multiplikation von (1.4) mit g werden diese durch Koeffizientenvergleich der
beiden Polynome berechnet. Das lauft auf die Losung eines linearen Gleichungs-
systems hinaus.



https://de.wikipedia.org/wiki/Partialbruchzerlegung

1.11 Beispiel (Partialbruchzerlegung)

: (1) (1) (2) )
213+4$ - Al A2 A1 A2 . .. .
@17 — o1 T @iz T o1 t oz I8t aquivalent zu

@t1) (@12
2% +4r = AP+ 1)z -1+ AV (@ -1+ AP (z 4+ 1)z — 1)
- 1 2 1
+AP (z + 1)
= (AP +AP) o+ (—AD + AP + AP + AP 22
+(—AP =240 — AP +240) 2
+AW 4 A — AP 4 AP

Das lineare Gleichungssystem

1 0 1 0 AW 2
-1 1 1 1| [ap] |o0
—1 =2 -1 2| |a® ] | 4
1 1 -1 1 AP 0
besitzt die Losung A1V =1, AV = 22 AP =1, AP =3, o

Analog zu Satz 1.10 zeigt man

1.12 Satz Es seien p,q € R[z], a,b € R und k € N. Ist deg(p) < deg(q) + k,
dann gibt es eindeutig bestimmte p € R[x] und Ay, ..., Ay, B1,..., By € R mit
x p(x ij Bj
p(x) _p()JFZ?:u +

q(z)(z2—2ax+b)k — q(x) x2—2az+b)J

wobei deg(p) < deg(q) gilt.

1.2.3 Integration reeller rationaler Funktionen

Wir kdnnen also reelle rationale Funktionen in Summen von Termen der Form

Ty baw. 7oy zerlegen, wobei die Koeffizienten reell sind.

Damit gestattet uns der folgende Satz die Integration rationaler Funktionen:®

1.13 Satz Fiir j € N und a,b € R ist

/ I :{ ln|x1—a| , =1
(r—a)i W , ] > 1.
5Wir lassen im Folgenden die Integrationskonstanten weg. Ohnehin ist der Definitionsbereich

einer reellen rationalen Funktion die disjunkte Vereinigung endlich vieler offener Intervalle, und
fiir jedes Intervall kénnen wir eine beliebige Konstante zur Stammfunktion addieren.




Ist a> < b, dann gilt

" arctan(\/"”%) .
[j ::/—(x2—2ax+b)j — e b—a?2 0i 3 3 ]—
WG DG 2ar it T T agang -t o I > 1
und
_ tIn(z? —2ax+0b) , j=1
T sarty T = -1 > 1
G-D@@—2asgty 1 o J =L
Beweis: Durch Differentiation. O
1.14 Beispiel (Integration einer rationalen Funktionen)
z+2
/ac2—1_:v+7 dr = /x2 4z+7 dx+4f 22— Adz+7 4 +7 dx
= iln(2* -4z +7)+ \/g arctan (m—\;;) . &

1.2.4 Weitere berechenbare Integrale

Man kann viele weitere Integrale durch Substitution auf Integrale rationaler Funk-
tionen zuriickfiihren:

1.15 Beispiel (Integration durch Transformation in rationale Funktion)
Mit u(x) := €, also x = In(u) ergibt sich

[Eae = [ & i b
1/u
LIn(u® + 1) + arctan(u) + ¢
+In(e* + 1) + arctan(e”) + ¢ &

1.16 Satz
Die folgenden unbestimmten Integrale stellen elementare Funktionen dar:

a) [ R(e")dx

b) [ R(sinh(ax),cosh(az)) dx

¢) [ R(sin(az),cos(ax)) dx

d) [R(z,Vaxr+b)dz  (k€N)
(

e) [R(z, {/“L)dr  (keN)

cz—i—d




f) | R(z,vaz? + bz + c) dx

Dabei bezeichnet R(x,y) eine rationale Funktion von z und y, d.h.

R(«r’ y) = _ZZ]':O—aijxlyj .

224, j=0 biz'y?
Beweis: Man muss jeweils nur die Substitution z = x(u) angeben, die auf ein Integral einer
rationalen Funktion von w fiihrt:
a) Aus u(x) := e (wie in Beispiel 1.15) ergibt sich

1 dz _ 1
r=-In(u) und = , also

b) l3sst sich auf a) zuriickfiihren, denn

sinh(az) = 3(e® — e ") und cosh(az) = 1(e™ + e *%).

c) O0.B.d.A. a =1 (lineare Substitution).
Setze u(z) := tan (%), also z(u) = 2arctan(u) und g—; = 1-&-% Wegen

cos? (%) _ 1+tan12 (%) _ 1+1u2
und
sin” (§) =1 - cos? (3) = i
ist
cos(x) = cos? (%) — sin? (%) }152
und

sin(z) = 2sin (%) cos (%) = T

. 2u_ 1—w? 2
= /R(smx,cosx)dac:/ R(HZQ, sz) “Traz du.

Rationale Funktion von u

d) Mit u(x) := Vaz +bist x = (u¥ —b)/a, also
/R(JU, Var +b)de =% [R (“k(;b,u) uF~ldu

e) Setze u(x) := {/ 4L

f) Durch lineare Substitution

lf(l‘) = 2ax+b

\/ |4ac—b2|

Riickfiihrung auf einen der Spezialfille



e [R(t,/t?+1)dt  t:=sinhu
N——

cosh u

e [R(t,\/t?—1)dt  t:=coshu
——
sinh u
o [R(t,/1—t?)dt t:=sinu
——

Weiter mit b) bzw. c). O

1.17 Beispiel Mit der Substitution u(z) := tan 3 ist

cotx d _ cosT _ 1—u? 2
—2E_dr = —B5L___y = . du
/1+cosa: /51nw~(1+cosx) f 2“(”1;%) 1+u?
_ 1—u? _ 1 _ou?
= / s du = g Injul — % +c

= Lintan (5)] - 3t (5) e o

In der Praxis benutzt man Computeralgebrasysteme fiir die Integration rationaler
(und vieler anderer) Funktionen.

2 Matrizen und Vektorraum-Endomorphismen

2.1 Die Jordansche Normalform
2.1.1 Agquivalenz und Ahnlichkeit

Wie wir wissen, besteht zwischen Matrizen aus Mat(n x m, K) und linearen
Abbildungen ¢ : V' — W m~— bzw. n—dimensionaler K—Vektorraume V' bzw. W
ein enger Zusammenhang.

Ist B = (by,...,by,) eine Basis von V und C' = (cy,...,c,) eine Basis von
W, dann ist die darstellende Matrix Mat5 (o) € Mat(n xm, K) diejenige Matrix,
beziiglich derer der Vektor 3 1" | v;b; € V' unter ¢ auf den Vektor 37 | wjc; mit

m

wj = (Mat(p)) ;v

=1

abgebildet wird.

Wir stellen uns nun die Frage, wie wir durch geeignete Wahl der Basen eine
besonders einfache Gestalt der darstellenden Matrix erreichen kénnen. Basiswech-
sel entspricht der Multiplikation mit einer regularen Matrix. Wir definieren daher:
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2.1 Definition Zwei Matrizen A, B € Mat(n xm, K) heiBen aquivalent, wenn
es Matrizen S € GL(n, K) und T € GL(m, K) gibt mit

B = SAT.

Offensichtlich ist diese Relation eine Aquivalenzrelation auf Mat(n x m, K),
denn aus der Gruppeneigenschaft von GL(r, K) folgen die Eigenschaften von
Reflexivitat, Symmetrie und Transitivitat.

Unsere Aufgabe besteht nun darin, aus jeder Aquivalenzklasse einen eindeuti-
gen Reprasentanten auszuwahlen. Dieser Normalform soll man die Charakteristika
der Aquivalenzklasse méglichst sofort ansehen.

Wir kennen schon ein solches Charakteristikum, den Rang, also die Dimension
des Bildes der linearen Abbildung ¢ : K™ — K™, p(z) := Az. Denn wegen der
Invertierbarkeit von S und 7' gilt

rg (SAT) =rg (A).

Da Zeilenrang gleich Spaltenrang ist, gilt 0 < rg(A) < min(m,n). Besonders

einfache Matrizen vom Rang r € {0, ..., min(m,n)} sind sicher die
. L, i<r
DT € Mat(n xXm, K) mit (Dr)ij = 5ij . { 0 ’ P>

Beispielsweise ist D, € Mat(4 x 3, K) gleich

10
m= (i) - o= (G )
00

2.2 Satz Ist r :=rg(A), dann ist A € Mat(n x m, K) zu D, &quivalent, aber
nicht zu Dy, falls s # r.

[e]elenlen)
[e]elele]
SOoOoO

[e]lelele]
~__
5
I
N
OOoOOoO—
OO O
[elelele]
~__
S
I
7N
coo—
OO O

o—OO

Beweis:

e Der Defekt der linearen Abbildung ¢(x) = Ax ist def(p) = m — r. Wir ergénzen eine Basis
bri1,-..,bm von ker(p) C K™ zu einer Basis B = (by,...,by) und setzen ¢; := o(b;),
i=1,...,7. Die ¢; € K™ sind linear unabhingig, denn andernfalls wire def(p) > m — r.
Wir ergénzen sie zu einer Basis C' = (¢y,...,¢,) des K.

Es gilt dann Mat5(¢) = D,.
e Darg(Ds) =s#r=rg(A),ist A nicht zu D, 3quivalent. a
Solange wir also keine Zusatzstrukturen wie z.B. Skalarprodukte auf den endlich-
dimensionalen Vektorraumen V' und W beriicksichtigen, hat beziiglich geeigneter

Basen die lineare Abbildung ¢ : V' — W die Form D,. rg () ist mit anderen
Worten die einzige Invariante von ¢ unter Basistransformationen.
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2.3 Korollar
Sind V' und W endlich-dimensionale K—-Vektorraume und p,v € L(V,W) mit
rg (@) =g (¢), dann existieren o € GL(V') und 8 € GL(W) mit

Y=pFopoa.

Ist nun ¢ € L(V'), also ein Endomorphismus, dann wird man sich im Allgemeinen
nicht den Luxus zweier Basen auf V leisten. Die Frage, wie durch geschickte
Wahl nur einer Basis B von V' die darstellende Matrix Mat(¢) = Mat5 () auf
eine moglichst einfache Normalform (die so genannte Jordansche Normalform)
gebracht werden kann, ist nun schwieriger als die eben untersuchte Problematik.

Insbesondere konnen wir nicht mehr erwarten, dass diese Normalform immer
eine Diagonalmatrix aus Mat(n, K) ist, und zwar aus zwei, in den der Definition
folgenden Beispielen illustrierten, Griinden.

2.4 Definition

e Sind p,v) € L(V') und existiert 3 € GL(V) mit ) = Bopo 37!, dann heilen
© und ) ahnlich oder konjugiert.

e Sind A, B € Mat(n, K) und existiert S € GL(n, K) mit B = SAS™!, dann
heiBen A und B ahnlich oder konjugiert.

Ahnlichkeit ist wieder eine Aquivalenzrelation, und der Rang verandert sich unter
Konjugationen nicht. Allerdings ist diese Zerlegung in Aquivalenzklassen feiner
als die vorher untersuchte, denn das Spektrum (hier: die Menge der Eigenwerte)
ist unter Konjugationen invariant.

2.5 Beispiele (Ahnlichkeit von Matrizen)

1. n = 1. Zwei Korperelemente A, B € Mat(1, K') = K sind nur dann 3hnlich,
wenn sie gleich sind.

2. n=2A:=(y),B:= (J,). Zwarist g (A) = rg (B) = 1, A und B sind also
dquivalent, aber nicht dhnlich, denn spek(A) = {0, 1} # spek(B) = {0}.

B ist zu iiberhaupt keiner Diagonalmatrix konjugiert, denn diese hatte das
gleiche Spektrum, miisste also die Nullmatrix sein, was wegen rg (B) = 1
nicht sein kann.

3. A= (@ zjisn@‘p) € Mat(2,R) ist fir singp # 0 zu keiner (reellen) Dia-
gonalmatrix konjugiert, denn das charakteristische Polynom x4(z) = x* —
2x cos(p) + 1 besitzt dann keine reellen Nullstellen.

Fasst man allerdings A als Element von Mat(2, C) auf, dann ist A zur Dia-
gonalmatrix (gg) konjugiert, wobei A = cos ¢ + ¢sin ¢ und die konjugierende
Matrix z.B. S = (] %), also STt =1 (4 1). &

-1 1
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Das letzte Beispiel zeigt einmal wieder, dass die komplexen Zahlen sich algebra-
isch einfacher verhalten als die reellen.

2.6 Definition

1. Zerfillt jedes (normierte) Polynom p € K|[z| n—ten Grades (n > 1) in Linear-
faktoren, d.h.
px)=(r—XA)-...- (. — M),

dann heiBt der Kérper K algebraisch abgeschlossen.
2. Ein Kérper K O K heiBt algebraischer Abschluss des Unterkérpers K,

wenn K algebraisch abgeschlossen ist, es aber keinen algebraisch abgeschlos-
senen Kérper K' D K mit K' & K gibt.

2.7 Satz Jeder Kérper K besitzt einen algebraischen Abschluss K, und dieser
ist (bis auf Isomorphie) eindeutig.

Beweis: Siehe z.B. VAN DER WAERDEN [vW1]. O

2.8 Beispiel (Algebraischer Abschluss von R) Der algebraische Abschluss K
des Korpers K := R der reellen Zahlen muss C enthalten, denn in C zerfallt das
Polynom x? + 1 € R[z] in die Linearfaktoren (z + i)(z — 1).

Im Prinzip konnte es nun komplexe Polynome p € Clz| geben, die in C nicht
in Linearfaktoren zerfallen. Der (in der Analysis bewiesene!) Fundamentalsatz der
Algebra besagt aber, dass C algebraisch abgeschlossen ist. Also ist R = C. <

Wir wollen nun zunichst das Normalformproblem fiir Endomorphismen bzw. qua-
dratische Matrizen iiber abgeschlossenen Kérpern behandeln und danach auf all-
gemeine Korper, insbesondere R, zuriickkommen:

2.9 Definition Ein Endomorphismus ¢ € L(V') eines K—Vektorraumes V' heift

e nilpotent, wenn es ein n € N mit ¢" = 0 gibt, und das kleinste solche n
heiBBt dann Nilpotenzindex,

o diagonalisierbar, wenn V' eine Basis besitzt, die aus Eigenvektoren von ¢
besteht.

Eine Matrix A € Mat(n, K) heiBt

e nilpotent, wenn es ein n € N mit A™ = 0 gibt, und das kleinste solche n
heiBt dann Nilpotenzindex,

e diagonalisierbar, wenn sie konjugiert zu einer Diagonalmatrix ist.
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2.10 Beispiele (Nilpotenz und Diagonalisierbarkeit)

1. Firn € Ny und V := {p € Riz] | deg(p) < n} ist der Endomorphismus
©(p) := p', der einem Polynom p seine Ableitung p’ zuordnet, nilpotent mit
Nilpotenzindex n + 1, denn @™ = 0, aber ©"(p) = n! fir p(z) = 2",
@ ist aber (auBer fiir n = 0) nicht diagonalisierbar, denn nur die konstanten

Polynome = +— p(x) = a € R\{0} sind Eigenvektoren von ¢.

2. Uber dem gleichen Vektorraum ist der Endomorphismus

e L(V) , op)(z):=a"p(l/x)

nicht nilpotent, aber diagonalisierbar, denn ¢ besitzt die Basis von Eigenvekto-
ren der Form z! 4= 2"~! mit den Eigenwerten £1 (dabeiist [ € {0,...,[n/2]};
fiir gerade n ldsst man den Nullvektor z7/2 — 2™/ weg).

3. Uber dem gleichen Vektorraum ist der Endomorphismus

peL(V) , ¢ (z):=plx+1)

weder nilpotent (denn er erhalt den Grad von p) noch fiir n > 0 diagonalisier-
bar (denn die konstanten Polynome sind die einzigen Eigenvektoren von ¢).
<&

Die nilpotenten und die diagonalisierbaren Endomorphismen bzw. Matrizen wer-
den die Bausteine sein, aus denen wir die Jordan-Normalform konstruieren.

Als Normalform einer diagonalisierbaren Matrix A wahlen wir eine Diagonal-
matrix, zu der A konjugiert ist. Diese besitzt die Eigenwerte von A als Diagonal-
elemente und ist somit bis auf Permutation der Diagonaleintrage eindeutig durch
A bestimmt.

2.1.2 Nilpotente Endomorphismen

Um Normalformen fiir nilpotente Matrizen zu konstruieren, definieren wir fiir
r € N die nilpotente Matrix

Nr S Mat(r, K) , (Nr>zk = (51'7]?_1.

Diese besitzt also in der oberen Nebendiagonale lauter Einsen, und alle anderen
Eintrage sind Null.

Der Nilpotenzindex von N, ist 7 denn (N, )! besitzt auBer Einsen in der [-ten
oberen Nebendiagonale nur Nullen, z.B.

W= () = (f) e oo
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Durch direkte Summenbildung konnen wir nilpotente Matrizen der Form

J

P V., € Mat(r, K) (2.1)
i=1

mit r1,...,7; € N bilden, wobei r := le r; ist.
L 42102

. _ 2 _

2.11 Beispiel N3 @& N, = 00000 . (N3 @ No)? = 00000 ). &
00000 00000

Deren Nilpotenzindex ist aber nicht etwa r, sondern nur max(ry,...,r;), denn

allgemein gilt fiir Potenzen direkter Summen von quadratischen Matrizen

<@ Ai> = P)-.

=1

Wir wollen nun zeigen, dass jede nilpotente Matrix zu einer Matrix der Form
(2.1) konjugiert ist, sodass wir letztere als Normalformen wahlen konnen. Um
die Geometrie des Problems herauszuarbeiten, wechseln wir zu nilpotenten En-
domorphismen iiber.

Schreiben wir

N, € L(K") , N.(z):= N,z

fir dif: der Matrix N, ~zugeordnete lineare Abbildung, dann fallt auf, dass we-
gen N,.(e;) = 0 und N,(e5) = es—1 (s = 2,...,r) fir die kanonische Basis
(é1,...,e,) des K" dieser Vektorraum die Basis

(er, Nr(er), Nf(el), . N[’l(er))

besitzt, wir also eine Basis des Vektorraumes durch wiederholte Anwendung
des nilpotenten Endomorphismus auf einen einzigen Vektor w € K" gewinnen
kénnen. Dabei hitten wir statt w = e, einen beliebigen Vektor w € K"\ im(N,.)
mit nicht verschwindender r—ter Komponente zum Ausgangspunkt wahlen konnen.

2.12 Definition Einr—dimensionaler Unterraum W C V heiBt zyklisch beziiglich
des Endomorphismus ¢ € L(V'), wenn es einen Vektor w € W gibt, sodass

o (w,p(w),*(w),...,¢" " (w)) eine Basis von W ist und
o ¢ (w) =0 ist.

w heiBt dann erzeugender Vektor.
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2.13 Beispiele (Erzeugende Vektoren)

1. Beziiglich des Ableitungsoperators ¢(p) := p’ auf dem Polynomraum V :=
Rlxz] ist jeder Unterraum W := {p € V | deg(p) < n} zyklisch, wobei jeder
Vektor w mit deg(w) = n erzeugend ist.

Wahlen wir als erzeugenden Vektor v das Monom v(z) = z", dann ergibt sich
als Basis

In dieser Basis besitzt W die Form Nn, also die Normalform.

2. Beziiglich des Operators @7_, N,, auf dem Summenraum V := @/_, W; mit
W; := K" ist der Vektor 0 ... ®0@e,, G0D ... D0 (mit e, an der i-ten
Stelle) erzeugender Vektor von W;. &

Nehmen wir einmal an, wir wiissten schon, dass jede nilpotente Matrix A €
Mat(r, K) konjugiert zu einer Normalform (2.1) ist, dann miissten wir nur j
zyklische Vektoren finden, um die konjugierende Matrix S zu berechnen. Wir
gehen wieder zum geometrischen Problem nilpotenter Endomorphismen ¢ &
L(V) tiber. Was wir zundchst berechnen konnen, sind die Kerne der iterierten
Abbildungen ©*, und tatsichlich reicht das aus.

So ist jeder Vektor w € TW\ker(p" 1) in Beispiel 2.10.1. erzeugender Vektor.

Im allgemeinen Fall ist zundchst zu beweisen, dass 1/ direkte Summe von
Unterrdumen V' = @J_, W, ist, sodass die W; beziiglich ¢ zyklisch sind.

Die vorhandenen Daten sind zunadchst die Dimensionen

d, := def(¢?) = dim(V},) der Kerne V,, := ker(¢?) (p=0,...,7r+1).

Aus diesen lassen sich die Dimensionen der zyklischen Unterraume W; berechnen.
Ist ¢ der Nilpotenzindex von ¢, dann gilt

{0}=VycVicC...CcV, =V,

und d, 41 > d,, fiir p < ¢, denn waren fiir ein p < ¢ die Dimensionen von V,, und
von V.1 gleich, dann ware auch V,, = V,,,;, also auch V,, = ... = V.

2.14 Lemma
[ J ESI.StV;,.H:SDil(V;?) (pzovaq_l)

e © erzeugt injektive Abbildungen
Ep:vpﬂ -V, v+ V, = o)+ Vo

der Quotientenriume V,, := V,,/V,_1.
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Mit anderen Worten:
Sind v,v" € V11 und v —v' € V), dann ist auch p(v) — (v') € V,_;1.

Beweis:
o Vpir = ker(@?H) = ker(p o o) = {v € V | 9(v) € Vy} = 97 1(V}).
e Essei w € V1. Wir miissen zeigen: Ist p(w) € V,_1, dann ist w € V},.

Der erste Teil des Lemmas besagt aber gerade V,, = ¢~ *(V,_1). a

Aus V11 = ¢~ '(V}) folgt nur o(V,41) C V,, und nicht etwa ¢(V,11) = V.

Die Abbildungen ©,, sind also im Allgemeinen nicht surjektiv, bilden also V',

nur injektiv in einen Unterraum von V,, ab.
Setzen wir nun

d, = d, — d, 1 = dim(V},) — dim(V,_;) = dim(V/},), (2.2)

dann ist L _
kp = dp — dp+1 = lel(Vp) — diHl(Vp+1) (23)

die Kodimension dieses Bildes @, (V1) in V.

Diese Dimensionszahlerei niitzt uns jetzt bei der Konstruktion einer Basis von
V', beziiglich derer ¢ die nilpotente Normalform (2.1) besitzt.

Wir wahlen namlich fir p =1, ..., q Vektoren

€p1y-- s Cpk, € Vp

so, dass sie Reprasentanten einer Basis von Vp/gop( V ,11) sind. Dies ist méglich,

denn ihre Anzahl k, ist gleich der Dimension von V,/%,(V,41).
Diese Vektoren e, ; nennen wir primitiv, und leiten aus ihnen die Vektoren

Spr(ep,j> (T:O,...,p—l;j:1,...,kp;p:1,...,Q)

ab. Deren Zahl ist gleich

Zp'kpzzp'a ZEPZZCZ— 1) = d, = dim(V),

p=1 p=1 p=1 p=1

Q
2
Q

und tatsachlich bilden sie eine Basis von V.

2.15 Satz 1. Firp=1,...,q reprasentieren die Vektoren

/

@P—P(ep/d‘) (p :pu"'7Q;j:17"'7kp’)

eine Basis von V, =V, /V,,_;
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2. Die Vektoren

0" (ep;) (r=0,....,p—15=1,...)ky,p=1,...,¢)
bilden eine Basis von V.

3. Die Unterrdume

W,.; = span(epj, ..., " (ep;)) G=1,...;kxyp=1...,9)

sind zyklisch beziiglich o mit erzeugendem Vektor e, ; und besitzen Dimensi-
on p.

4. V st die innere direkte Summe dieser Unterrdume

V= EB W,..

.....

H"3

Beweis: (Siehe auch BRIESKORN, [Bri, p. 15]):

1. e Fiirp = qist V41 = V/V nulldimensional; also reprasentieren ¢, 1, ..., ¢y i, €ine Basis
von Vi, /op(Vip1) =Vyp =V, /Vpa
e Behauptung 1. sei schon fiir p + 1 < g bewiesen, und wir wollen sie fiir p beweisen. Wir
wissen also, dass die Vektoren

G e, ) (P =pt1 i =1 k)

eine Basis von Vpﬂ reprasentieren. Wegen der im letzten Lemma bewiesenen Injekti-
vitat von P, reprasentieren ihre Bilder unter ¢ eine Basis von EP(VPH). Die primitiven
Vektoren €1, ..., €, € V) sind nun gerade so gewahlt, dass sie diese zu einer Basis
von V, erganzen.

2. Waren diese Vektoren linear abhingig, gibe es also eine Linearkombination der ¢" (e, ;),
die eine nichttriviale Darstellung des Nullvektors ware, dann wiirden wir einen Koeffizienten

)\X; = 0 mit maximalem p—r =: p’ finden. Wir konnten also diese Darstellung in der Form

Z AI(JTJ)WT (ep.5) Z )‘pfg)‘Pr (ep.s)

p—r=p’ p—r<p’

schreiben. Die linke Seite reprasentiert einen Vektor aus Vp/, die rechte Seite ist ein Vektor
aus Vpy_i. Da die Vektoren ¢"(ey ;) der linken Seite eine Basis von Vi, = V,//Vy_
reprasentieren, miissen ihre Koeffizienten alle verschwinden. Widerspruch!

3. Nach 2. sind die Vektoren e, j,...,¢P *(ep ;) linear unabhingig und bilden daher eine
Basis von W, ;.

4. folgt, da fiir (p,7) # (p/,j’) die Unterrdume W), ; und W, ;» von verschiedenen Basisvek-
toren aufgespannt werden. O
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Da die auf die Unterraume W, ; restringierte Abbildung ¢lyw, , in der geord-
neten Basis

(‘Pp_l(em)a ‘PP_Q(epJ)v cee Sp(epvj% epyj)

die Matrixdarstellung NV, besitzt, haben wir nebenbei gezeigt, dass ¢ zur nilpo-
tenten Jordan-Normalform

konjugiert ist.

2.16 Beispiel (Nilpotente Jordan-Normalform)
Auf dem Vektorraum R|x] der Polynome betrachten wir den Operator

2(p)(@) =1/ (2) — 2p"(2) + p'¥ (),

wobei p(™ die n—te Ableitung des Polynoms p bezeichnet. Ist eine Lésung p
der Gleichung ¢(p) = 0 gesucht (wobei p kein Polynom mehr sein muss), dann
spricht man von einer linearen Differentialgleichung. Lineare Differentialgleichun-
gen, allerdings mit konstanten Koeffizienten, werden uns noch in dieser Vorlesung
begegnen. ¢ selbst ist nicht nilpotent, aber da

2*(p)(2) = (2* = 1)p (2) — 20p (@) + p'* ()

ist, verschwindet schon die dritte Iterierte ©® von ¢ := ¢ | V auf V := {p €
R[z] | deg(p) < 4}. Mit den Basisvektoren e;(z) := x' von V ergibt sich

% - {0}7 ‘/1 = Span<607 62)7 ‘/2 = Spa‘n(607 61762763)7 ‘/3) =V

Daher reprisentiert e, eine Basis von V3 = V3/Vs, e, e3 eine Basis von V, =
Vo /V1 und eg, e5 eine Basis von V1 = V4. Wir wihlen also als primitive Vektoren
€31 ‘= €4, €21 = €1, sodass @(63’1> = 2461 — 863, (,02<€3’1> = 24(62 — 60) und
©(e21) = €q ist. Somit besitzt ¢ die Normalform N; ® N,. &

Wir kdnnen durch Umnummerieren der Basisvektoren immer erreichen, dass in
der nilpotenten Normalform

er@Nm@...@Nr LT > . . >T

j = =7

gilt. Die Summe 7 := 7 4+ 73 + ... + r; dieser Nilpotenzindizes ist gleich der
Dimension des Vektorraumes V. Eine solche Zerlegung einer natiirlichen Zahl
r € N in absteigend geordnete Summanden r; € N heiBt eine (Zahl-)Partition
von 7, und p(r) bezeichnet die Anzahl voneinander verschiedener Partitionen von
T.
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2.17 Beispiele (Zahlpartitionen)

1. p(1)=1.

2. Da2=1+1,ist p(2) =2.

3.Da3=2+1=1+1+1,istp(3) =3

4. Dad4=34+1=24+2=2+1+1=1+1+1+1,ist p(4) =5. <&

2.18 Satz Auf einem r—dimensionalen Vektorraum V ist die Zahl der Aqui-
valenzklassen konjugierter nilpotenter Endomorphismen gleich p(r), und diese
besitzen die Normalformen

N, ®N,,®...®N,.

J

(2.4)

mitry >ry> ... >r; > 1 undzgzlri:'r’.

Beweis:

e Dass jeder nilpotente Endomorphismus ¢ € L(V') zu einer dieser Normalformen konjugiert
ist, haben wir schon gezeigt.

e Es ist also nur noch zu zeigen, dass zwei verschiedene solche Normalformen (2.4) nicht
konjugiert sind. Nun |38t sich aber die Zahl k,, der Jordan-Blécke N,, mit r; = p nach (2.2)
und (2.3) aus den Dimensionen d,, der Kerne V, von (2.4) berechnen. Umgekehrt ist

p q
dy=> di und di=> ki,
=1 s=l

wir konnen die Defekte d,, also aus den Multiplizitdten ky der Jordan-Blocke der GroBe s
berechnen. Unter Konjugation bleiben die dj,, also auch die k; invariant. Die absteigende
Anordnung der BlockgréBen r; impliziert daher die Eindeutigkeit. o

2.1.3 Hauptraume

Bis jetzt haben wir das Normalformproblem fiir zwei Klassen von Endomorphis-
men ¢ € L(V') eines r—dimensionalen K—Vektorraumes V' geldst:

e fiir diagonalisierbare ¢,
e fiir nilpotente .

Nun wollen wir diese Informationen nutzen, um einen beliebigen Endomorphismus
¢ (eindeutig) als Summe

Y =¢p+ N (2.5)

eines diagonalisierbaren und eines nilpotenten Endomorphismus darzustellen, die
miteinander kommutieren (¢p o Yn = YN © @p).
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Da nilpotente ¢ € L(V') die Normalform (2.1) besitzen, ist ihr charakteristi-
sches Polynom gleich

Xo(x) = 2"
Dagegen besitzen diagonalisierbare ¢ € L(V') das charakteristische Polynom
xol@)= [ @=-2m, (2.6)
A€Espek(p)

wobei m,, die Multiplizitat des Eigenwertes A ist, d.h. m, := def(p — A - 1d).
Wir benutzen daher das charakteristische Polynom dazu, die Zerlegung (2.5)
zu finden.

2.19 Definition Es sei ¢ € L(V') Endomorphismus des K—Vektorraumes V
und \ € K Eigenwert von .

e Dann heit v € V\{0} Hauptvektor (oder verallgemeinerter Eigenvektor)
von ¢ zum Eigenwert A\, wenn ein q € N existiert sodass

(p—A-1d)%w = 0.
o E()) ==, e ker((¢— A 1d)7) heiBt Hauptraum (oder verallgemeinerter
Eigenraum) von ¢ zum Eigenwert \.

Fiir diagonalisierbare ¢ stimmen die Eigenrdume E(\) = ker( — Ald) mit den
Hauptraumen FE/(\) lberein, fiir nilpotente ¢ dagegen ist ganz V' Hauptraum
(zum Eigenwert 0).

2.20 Definition Es sei ¢ € L(V'). Dann heiBt
e ein Unterraum U C V' p—-invariant, wenn o(U) C U,

e cine direkte Zerlegung V = P
p—invariant sind.

.e1 Ui p-invariant, wenn alle Unterrdume U,

2.21 Satz Esseivp € L(V). Gilt fiir ein ¢ € Ny

ker(¢?) = ker(¢?t1) (2.7)
(mit ¥° =1d), dann gilt fiir alle p > q
ker(y?) = ker(y"), (2.8)

im und falls dim(V') < oo
V = ker(¢?) & im(y?).

Diese Zerlegung ist dann 1—invariant.

21



Beweis:

e Wir zeigen, dass aus (2.8) auch
ker(¢P 1) = ker(yP+?)

folgt. Ist v € ker(P*2), dann ist w := ¥(v) € ker(yP™!) = ker(y?), also 9P (w)
YPH(v) = 0.

e Es sei D := ker(y?) Nim(y?). Dann ist 49(D) = {0}, und D = ¢4(D’) fir D' :=
(¥9)~Y(D). Damit ist D’ C ker(1/?9) = ker(9), also D = {0}.

e Da die Summe von Kern und Bild also direkt ist, gilt nach dem Dimensionssatz

dim(ker(¢9) @ im(¢?)) = dim(ker(¢?)) + dim(im(¢)?))
= dim(V) < o0,

sodass die direkte Summe schon gleich dem gesamten Vektorraum V ist.
e Fiir beliebige i € N gilt
W (ker(y"))
= {¢() [ ¢ (W) =0} C{ueV |9 (u) =0}
= ker(y" 1) C ker(¢))
und

Y(im(y)) = w(¥'(V)) = ' (V) C ¥'(V) = im(¥"). o

2.22 Bemerkungen

1. Ist dim(V') = oo, dann kann ker(¢?) & im(¢)?) ein echter Unterraum von V'
sein. Z.B. ist dies fiir V := Rz] und ¢ € L(V), ¢(p)(z) := xp(z) der Fall,
denn ¢ ist injektiv, also ist (2.7) fiir ¢ = 0 und damit auch fiir ¢ = 1 erfiillt,
aber im(¢) ist ein echter Unterraum von V, da er die Monome vom Grad 0
nicht enthalt.

2. Den kleinsten Index ¢ € Ny (soweit vorhanden), fiir den (2.7) erfiillt ist, nennt
man den Fitting-Index von . &

2.23 Korollar /st r := dim(V') < oo, dann ist der Fitting-Index ¢ < r.
Beweis: 0 = def(¢?) < def(y!) < ... < def(p?) < r. ]

Wir wollen nun zunachst zeigen, dass endlich-dimensionale Vektorraume V' sich

als direkte Summe A
v= & EW

A€spek(p)
der verallgemeinerten Eigenraume zerlegen lassen.
Dies ist nur moglich, wenn das charakteristische Polynom in Linearfaktoren
zerfillt, also die Form (2.6) besitzt. Wir wissen schon, dass dies immer der Fall
ist, wenn der Korper K algebraisch abgeschlossen ist, also z.B. fiir K = C.
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2.24 Satz Wenn das charakteristische Polynom x, € K|[xz| des Endomorphis-
mus @ € L(V') auf dem endlich-dimensionalen K—Vektorraum V' in Linearfakto-

ren zerfallt, dann ist R
V= & EW. (2.9)

A€spek(p)

~

und die Zerlegung (2.9) ist p-invariant (es gilt also o(E()\)) C E())).
Beweis:
e Fiir 7 := dim(V) und v € E(\) gilt
(o = Ald)" 0 p(v) = o (p = Ald)"(v) = (0) = 0,

also o(E(\)) € E()).

e Fiir A, € spek(yp) mit A # p gilt
BN B(u) = {0},
Denn der Unterraum U := E(X\)NE () ist, wie wir gerade gesehen haben, invariant unter ¢.

- Nun besitzt fiir dim(U) > 0 der restringierte Endomorphismus ¢ := ¢[; den Eigen-
wert A, denn (¢ — A1d)"U = {0}.

- Andererseits besitzt ¢ keinen weiteren Eigenwert o # A, denn mit (¢ — old)v = 0
fir v € U\{0} wiirde (¢ —AId)"v = (p—AId)" "t - (c—ANv=...= (6 —A)"v#0
folgen.

- Aus Symmetriegriinden miisste aber auch p der einzige Eigenwert von ¢ sein, was die
Annahme dim(U) > 0 widerlegt.
e Es seien nun Aq,..., A\; € spek(y) voneinander verschiedene Eigenwerte.

Wir wollen zeigen, dass die Summe
E\)+...+EOw)
der verallgemeinerten Eigenriume direkt ist, d.h. aus vy, + ...+ vy, = 0 fiir vy, € E()\;)

folgt, dass vy, = 0. Dies wurde gerade fiir k = 2 bewiesen.
Der Induktionsschluss von k& — 1 auf k£ geht wie folgt: Es ist

(90 - AkId)rvkk = Oa

also auch
k—1
> (@ = Ald) vy, =0. (2.10)
i=1
Wegen o(E(\;)) € E(\;) ist auch (¢ — M\ Id)"E(N;) € E();). Damit miissen fiir i =
1,...,k—1 diese Vektoren in (2.10) die Nullvektoren sein, denn die Summe E(A1) +...+

E(Ag—1) ist nach Induktionsvoraussetzung direkt. Es ist also
oy, € EO)NEMN) ={0} (i=1,...,k—1)

und damit auch vy = —(v1 + ...+ vs-1) = 0.
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e Wir miissen noch zeigen, dass die direkte Summe
b Encv
A€spek(p)

gleich V ist. Dies ist fiir Dimension r = 1 der Fall und sei allgemein fiir Dimensionen < r—1
gezeigt.

Nach Satz 2.21 ist fiir A € spek(p) die Zerlegung
V =E\ @im((p — A1d)") (2.11)

¢—invariant. Daher kénnen wir (falls nicht schon E(\) = V gilt) ¢ := ¢ | auf dem Bildraum
I:=im((¢ — A-1d)") betrachten. Da dim(I) < dim(V’), besitzt I nach Induktionsvoraus-
setzung eine ¢—invariante Zerlegung

= @ 1, (2.12)
pespek(p)

in Hauptraume I, von ¢.
Es ist nach dem folgenden Lemma spek(p) = spek(p)\{A}.

Daraus folgt aber R
Iy CE(u) (1 € spek(p)), (2.13)

denn wegen der ¢—Invarianz von I ist

{0} = (¢ = p-1)"(Ly) = (¢ = - 1d)" (L)

Insgesamt folgt aus (2.11), (2.12) und (2.13)

V=ENelI=ENeP L=ENe P Ew= P Ew. o

pespek(p) pespek(p)\{A} pespek(p)
2.25 Lemma
Essei p € L(V), dim(V) < oo und U C V' ein p—invarianter Unterraum.
Dann ist fiir ¢ := @[, das charakteristische Polynom X, ein Teiler von x.

Zerfallt also x,, dann auch x.

Beweis: Ist (b,...,by) eine Basis von U und B = (by, ..., b, ..., b,) eine Basis von V', dann
ist die darstellende Matrix von ¢ von der Blockform

Matp(p) = M = (32t 412)  mit My =0

und My; € Mat(k, K), May € Mat(r — k, K). )
Die gleiche Blockstruktur besitzt M — x - 1, fiir x € K. Daher gilt (Ubungsaufgabe)

X]Vf(x) = XM, ({,E) * X Mao ({,E) ({)3 € K)

Wegen x v = X, und xar,, = X folgt daraus die Behauptung. O
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2.1.4 Jordan-Zerlegung und Jordansche Normalform

Satz 2.24 ermdglicht es uns, ¢ € L(V') in der Form (2.5) als Summe ¢ = ¢p+on
eines diagonalisierbaren und eines nilpotenten Endomorphismus zu schreiben.
Es sei dazu f, der Fitting-Index von ¢ — A1d und

Ry € K[z] das Polynom Ry(z):= [[ (z— ' (2.14)

nespek(p)\{A}

Setzen wir ¢ in diese Polynome ein, dann ist
Ry(g)(V) € E(N),

denn V besitzt die p-invariante Zerlegung (2.12), und (¢ —p1d)% (E(u)) = {0}.
Andererseits sind die Polynome R, € K|x] teilerfremd, d.h. es existiert kein
Polynom R € K{[z| vom Grad > 0, das alle R, ohne Rest teilt.

Mithilfe des Euklidischen Algorithmus beweist man (Ubungsaufgabe) die Exi-
stenz von Polynomen @, € K[z] mit

Z @Qx-Ry=1 (2.15)

A€spek(p)

2.26 Satz (Jordan-Zerlegung) Das charakteristische Polynom von ¢ € L(V)
zerfalle in Linearfaktoren. Dann bilden die Endomorphismen

Py = Qx(p) - Ralp)

(mit den Polynomen Ry aus (2.14) und Q aus (2.15)) eine Familie von Projek-
toren auf die verallgemeinerten Eigenrdume FE(\) mit

PP, =0y,Py und > Py=1Idy. (2.16)

A€spek(p)
Weiter gilt:

1. Der Endomorphismus

ist diagonalisierbar, und seine Eigenrdume zu den Eigenwerten \ stimmen mit
den verallgemeinerten Eigenrdumen E(\) von ¢ zu den gleichen Eigenwerten
liberein.
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2. Der Endomorphismus oy = ¢ — @p lésst die Zerlegung (2.9) von V' in die
verallgemeinerten Eigenrdume F(\) invariant, und oy | OV besitzt Nilpoten-
zindex fy.

3. Esgilt ppopn =N opp, dh pp und o kommutieren.

4. ¢ = pp + @y ist die einzige Zerlegung von  in einen diagonalisierbaren und
einen nilpotenten Endomorphismus, die miteinander kommutieren.
Beweis: o Die zweite Identitat aus (2.16) folgt aus (2.15).
e Dass P\(V) C E()\) ist, folgt wegen Ry ()(V) C E()) und der p—Invarianz der Hauptraume.
Da andererseits
Z Py =1dy
Aé€spek(p)
ist, ist nur Py(V) = E()\) mit der direkten Zerlegung (2.9) vertriglich.
e Wegen P, o0 Py, = Pyo P, ist

v = BN B = { 1) E2)

Daher ist Py, = Py\Idy = Py (Zu P,L> = P\ P,, sodass auch die erste Identitit aus (2.16)

bewiesen ist.

1. Wegen

1m(P>\) = E()\) und P)\P)\ = P)\

ist E‘(A) Eigenraum von P, zum Eigenwert Eins. Also ist E()\) Eigenraum von ¢p zum
Eigenwert .

2. pn ldsst die Zerlegung (2.13) invariant, weil dies auch ¢ und ¢p tun. Wegen
PN rE()\) = (90 - >‘Id) rE()\)

ist <p1f\? TE(,\) = 0, und der Fitting-Index ist die kleinste solche Potenz.
3. folgt, da ¢p und ¢n Polynome in ¢ sind.

4. Sei ¢ = Yp + YN mit Yp,vn € L(V) diagonalisierbar, bzw. nilpotent und ¥p oy =
YN o Yp. Dann kommutiert ¥p auch mit ¢, also auch mit dem Polynom ¢p von ¢.

Auch ¢ und 1y kommutieren, denn

onoyYn = (p—wp)o(p—¥p)=gpop—ppop—wothp+ypoyp
= gop—ypopp—Ypoy+yYpoyp=(p—vp)o(p—1p)
= Yy opnN.

Nach dem folgenden Satz ist
YD —Yp =YN — N

damit diagonalisierbar und nilpotent, und damit die Nullabbildung. |
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2.27 Satz
Fiir endlich viele Endomorphismen eines endlich-dimensionalen Vektorraumes gilt:

1. Die Summe kommutierender nilpotenter Endomorphismen ist nilpotent.

2. Kommutierende diagonalisierbare Endomorphismen besitzen eine gemeinsame
Basis aus Eigenvektoren.
Beweis:

1. Es seien ¢, ¢ € L(V) nilpotent und ™ = ¢™ = 0. Gilt auBerdem p o 1) = ¢ o ¢, dann ist

2n 9
CEROREDY ( ,?) pry? T =0,

k=0

denn falls & < n, dann ist 1)?"~* = 0, andernfalls ©*¥ = 0. Iteration dieses Arguments zeigt
die Aussage fiir endlich viele kommutierende nilpotente Endomorphismen.

2. Es seien p, ¢ € L(V) diagonalisierbar, dann kénnen wir sie mithilfe der Projektoren Py
bzw. Q,, auf die Eigenrdume von ¢ bzw. 1 in der Form

A€spek(p) pEspek(v)

schreiben. Ist auBerdem [y, %] = 0, dann ist, da die Projektoren Py bzw. @), nach dem
Satz iiber die Spektraldarstellung® Funktionen von ¢ bzw. 1 sind, auch

[P, Qul =0 (X € spek(p), u € spek(v)).

Daher erfiillen die Operatoren
RO\ ) == Py o Q
nicht nur die Relation

> R\ p) =1d, (2.19)
A
sondern sind ebenfalls Projektoren mit
R\, 1) RON, 1) = dxx 8w R, o). (2.20)
Setzen wir E(\, p) := R(A, 1)(V'), dann wegen (2.19) und (2.20)
V=@ENmw,
Al

und wegen (2.17) sind die Restriktionen von ¢ bzw. 3 auf den Unterraum E(), p) das
A-fache bzw. p-fache der Identitét.

Iteration dieses Arguments zeigt die Aussage fiir endlich viele kommutierende diagonalisier-
bare Endomorphismen. O

6Satz (Spektraldarstellung): Ein diagonalisierbarer Endomorphismus f € L(V') eines end-
lichdimensionalen Vektorraumes V' besitzt die Form

f= Y AP wobei Py:i= ] fA“iv (2.18)
Nespek(f) nespek(H\(A\} a

Projektor auf den Eigenraum E(\) zum Eigenwert A € spek(f) ist.
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Wir benutzen jetzt die Abkiirzung

Beispielsweise ist Jy(\) = (
J-(A) kommutiert mit dem

SOO

100
019}, und der nilpotente Anteil .J,.(0) = N, von
00 A

a

o

iagonalanteil \1,.

2.28 Definition Eine Matrix aus Mat(r, K') heit Jordan-Matrix (oder ist in
Jordan-Normalform), wenn sie die Gestalt

(mit 37 r; = v und \; € K) besitzt. Die Matrizen J,,(\;) heissen dann die
Jordan-Blocke der Matrix.

2.29 Satz Das charakteristische Polynom von ¢ € L(V') zerfalle in Linearfak-
toren. Dann existiert eine Basis B von V (genannt Jordan-Basis), sodass die
darstellende Matrix Matg(yp) eine Jordan-Matrix ist.

Beweis: Wir gehen von der -invarianten Zerlegung (2.9) von V in die verallgemeinerten
Eigenrdume E()) aus, und betrachten die nilpotenten Endomorphismen

(p—A-1d) [E(A) (/\ € spek(gp))

dieser Unterriume. Diese besitzen nach Theorem 2.15 Jordan-Basen B, schreiben wir diese

hintereinander, erhalten wir eine Jordan-Basis B von . O

2.30 Bemerkung (Uneindeutigkeit der Jordan-Normalform)
Im Allgemeinen gibt es keine kanonische Wahl der Anordnung der Jordan-Basen
B®™ (eine Ausnahme ist der Fall K = R, wo wir die Eigenwerte \ € spek(¢)
und entsprechend die B nach aufsteigender GréBe anordnen kdnnen).

Wir sprechen daher von einer, nicht der Jordan-Normalform von ¢.

2.2 Ein Beispiel

Wir wollen eine Jordan-Normalform der reellen Matrix
1/4 1 -3/40 —3/4 1
1/2 4 1/2 0 7/2 -3
M= | 974 31340254 -6
: 3/4 0 3/4 2 7/4a —1
-1/20-1/20 1/2 1
02 0 0 2 0

bzw. des durch p(z) := Mx gegebenen Endomorphismus von V' = R® bestim-
men.
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1. Als ersten Schritt berechnen wir das charakteristische Polynom
xu(z) = 2% — 102° + 412" — 882* + 1042? — 642 + 16.

Dieses besitzt die Nullstelle 2, was man schon daraus ablesen konnte, dass die
vierte Spalte von M auBer der 2 an der Diagonalstelle nur aus Nullen besteht.
Fortgesetzte Division durch x — 2 zeigt, dass diese Nullstelle die Ordnung vier
besitzt, und dass

Xu(2) = (x = 2)*(z —1)?
ist. Die Eigenwerte sind also 2 und 1, und diese miissen in der Jordan-
Normalform mit Vielfachheit 4 bzw. 2 auf der Diagonale auftauchen.

2. Als ndchstes bestimmen wir die verallgemeinerten Eigenraume E()\) dieser
Nullstellen A, zunachst fiir A = 2.

Der vierdimensionale Kern von (¢ — 21d)? mit darstellender Matrix

—11/40 —7/4 0 —19/4 4

12 0 1/2 0 3/2 -1

3_ | 13/4 0 9/4 0 25/4 —5

(M —2-1)° = 1//2 0 1?2 0 3//2 -1
~1/2 0 -1/20 —-3/2 1

0 000 0 0

enthalt den Vektor eg = ( ) (wobei in der Notation e}(,”\j) der obere Index

[e]elele] je]

A den Eigenwert bezeichnet, und el(:‘j) primitiver Vektor von ¢ — AId ist,

vergleiche Kapitel 2.1.2). Der verallgemeinerte Eigenraum E(Q) wird daher
von den Vektoren

(2) ._
1

und dem zweiten Eigenvektor by := ey :=

aufgespannt.

3. Analog behandeln wir den zweidimensionalen verallgemeinerten Eigenraum
E(1). Der Kern von (¢ — Id)? mit darstellender Matrix

—1/42 —1/40 7/4 -1

1/2 5 1/2 0 11/2 -5

_mn2_ | 746 7/4 03174 -8
(M —1) 1 1 1 1 3 -2
—1/20 —1/2 0 —1/2 —1

0 4 0 0 4 -3
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1
|
enthilt den Vektor bg := egl) =1 9] und

[y

0
!
o MY _ | -1
bs := (¢ —1d) (62,1 = 0
0
0
. Schreiben wir diese sechs Vektoren by, ..., bs nebeneinander, so erhalten wir
die Matrix
010 1 1 1
0210 0 1
g-1.— [030-2-10
= 11000 0 1
0001 0 -1
0201 0 0
mit Inverser

1/2 0 1/2 1 3/2 —1

1/4 0 1/4 0 1/4 0

G — 0 1 0 0 1 -1
=1 -1/20-1/20-1/2 1 |>

7/4 0 3/2 0 7/4 —2

-1/20 -1/2 0 —3/2 1

sodass die Jordansche Normalform von M gleich

210000
021000
000001

ist. Nebenbei hitten wir die Matrix S™! nicht invertieren miissen, um J zu
berechnen.

2.3 Euklidische und unitdre Vektorrdaume: Fortsetzung

Im Folgenden greifen wir wieder ein Thema der 'Linearen Algebra I" auf: Skalar-
produkte iiber K—Vektorraumen V mit K = R oder C, d.h. euklidische bzw.

unitare Vektorraume.

2.31 Definition Eine Sesquilinearform ® aufV iiber K € {R, C} heiBt
e hermitesch, wenn gilt: ®(w,v) = ®(v, w) (v,weV),
e antihermitesch, wenn gilt: ®(w,v) = —®(v, w) (v,we V).

e ® heift Skalarprodukt auf V', wenn ® hermitesch und positiv definit ist,
d.h.

O(v,v) >0 (v e V\{0}).

Statt ®(v, w) schreiben wir dann (v, w).
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e Ein K-Vektorraum V' mit Skalarprodukt (-,-) heiBt fiir K = R euklidischer
Vektorraum, fiir K = C unitarer Vektorraum.

Wir fiihren also zusatzlich zur Vektorraumstruktur ein zweites Strukturele-
ment ein. Skalarprodukte sind positiv definite Sesquilinearformen, d.h. insbeson-
dere gilt (v,v) > 0 fiir v € V\{0}.

Die Beschrankung auf reelle oder komplexe Vektorraume erdffnet uns eine
neue Welt, denn sie ermdglicht die Verschmelzung von Linearer Algebra und
Analysis, d.h. z.B. die Betrachtung konvergenter Reihen »"* | v,, von Vektoren
v, € V. Die Konkretisierung dieser Perspektive bleibt aber der Funktionalanalysis
vorbehalten, also einer weiterfiihrenden Vorlesung.

Die Cauchy—Schwarz—Ungleichung

| (v, w) [ <ol - flwl} - (0,0 € V)

ermoglicht die Definition des Winkels ¢ € [0, 7/2] zwischen den von v # 0 und
w # 0 aufgespannten eindimensionalen Unterrdumen:

)
0s(@) = ol Tl

Abbildung 2.1: Winkel zwischen eindimensionalen Unterrdumen

Besonders wichtig ist der Fall orthogonaler Vektoren mit ¢ = 7/2 bzw.
(v, wy = 0.
Fiir ein Skalarprodukt auf einem R-Vektorraum V ist
(v,w) =1 ((v+w,v+w) — (v—w,v—w)) (v,we V),

wir kdnnen also das Skalarprodukt aus der Norm rekonstruieren.
Analoges gilt wegen der Polarisationsidentitat

(v,w) = i((v+w,v+w)—(v—w,v—w>
—i<v+iw,v+iw>—l—z’(v—z’w,v—iw)) (v,weV)

auf C-Vektorraumen V..
Insbesondere konnen wir die Winkelmessung durch die Langenmessung ersetzen.
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2.3.1 Orthonormalisierung

Es sei V ein K-Vektorraum der Dimension’ 1 < dim (V') < oo mit einem Skalar-
produkt. Im Fall der arithmetischen Vektorraume V' = C" und V = R" wird oft
das kanonische Skalarprodukt

n

(v,w) = Zv_iwi (v,weV) (2.21)

=1

verwendet. Im Fall V' = R"™ C C” spielt die Komplexkonjugation des ersten
Argumentes keine Rolle. Die Mathematiker benutzen statt (2.21) eine Definition
des Skalarproduktes, das im 2. Argument antilinear ist.

2.32 Definition

e FEine nicht leere Teilmenge M C V heift Orthogonalsystem, wenn 0 & M
und (v,w) =0 (v#weM).

e Sie heiBt Orthonormalsystem, wenn zusatzlich |[v|| =1 (v € M) gilt.

e FEine Basis B von V' heiBft Orthogonalbasis (Orthonormalbasis), wenn sie
gleichzeitig ein Orthogonalsystem (Orthonormalsystem) ist.

Insbesondere mit Orthonormalbasen B = (b1, ..., b,) lasst sich einfach rechnen,
denn es gilt die Basisdarstellung

v=) Nb omit A= (b)) (veV).
=1

Dies lasst sich folgendermaBen geometrisch beweisen:
2.33 Lemma Ist B = (by,...,b,) eine Orthonormalbasis, dann ist
Pz' € L(V> ’ PZ(U) = <bivv> bz (Z: 17-"7n)

eine Familie von Projektoren, d.h.

PPy =6;;P; und > P, =Idy.

=1

Beweis:

Ist dim (V') = oo, dann wird der Basisbegriff oft verdndert, und man verlangt nicht mehr,
dass jeder Vektor endliche Linearkombination von Basisvektoren sein muss. Siehe z.B. REED
und SIMON, Functional Analysis, Kapitel 11.3.
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° PinU = <b1, <bj,’l}> bJ> b; = <bj,’U> <bi,bj> b; = <bj,’l)> 5ngz (U S V)

e Weiter sind fiir k = 1,...,n die Qy := Zle P; Projektoren auf V}, := span(by, ..., bx),
denn Qf = 320,y PPy = 30052 0Py = Qi und Qi(11 Aibi) = 5y Sy APy (by)
= Ele Aib;. Fiir k= n ist damit @y, = Idy. O

2.34 Definition Eine Projektion P = P? € L(V) heiBt Orthogonalprojekti-
on, wenn ker(P) = im(P)*.

Wir wissen schon, dass fiir eine Projektion V' = ker(P) @ im(P) gilt, wir kdnnen
also jeden Vektor v € V eindeutig in v = vk + v mit v == v — P(v) € ker(P)
und vy := P(v) € im(P) zerlegen.

Umgekehrt ist P = P? genau dann eine Orthogonalprojektion, wenn gilt:

(v—Pv),P(v)) =0 (veV)
Weiter ist eine Projektion genau dann Orthogonalprojektion, wenn
(v, P(w)) = (P(v),w)  (v,weV),
denn

(v, P(w)) = (P(v), P(w)) + (v = P(v), P(w))
= (P(),w) + (v = P(v), P(w)) + (P(v), P(w) — w).

2.35 Beispiele (Projektionen und Orthogonalprojektionen)
1. Die Projektionen P,(v) := (b,v) b fiir b € V, ||b|| = 1 sind Orthogonalprojek-
tionen mit im(P;) = span(b) und ker(P;) = span(b)*.

2. Die Projektion P(v) := (}})v auf dem Vektorraum R? mit Skalarprodukt
(v, w) = viw+vaws ist keine Orthogonalprojektion, denn ker(P) = span ((_,))

steht nicht senkrecht auf im(P) = span ((;)). &
Wie konnen wir nun aus einer beliebigen Basis B = (by,...,b,) von V eine

Orthonormalbasis (ONB) konstruieren? Dies wird im Beweis des folgenden Satzes
vorgefiihrt. Das Verfahren heiBt Gram-Schmidt-Orthonormalisierung.

2.36 Satz (E. Schmidt) /st B = (b, ...,b,) eine Basis von V, dann existiert
eine ONB C' = (cq,...,¢,) von V mit

span(cy, ..., ¢x,) = span(by, ..., by) (k=1,...,n).
Beweis:
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o Wir setzen ¢; := by/||b1]|, sodass ||c1]| = 1.

e Haben wir fiir £ < n schon eine Orthonormalbasis (c1, ..., ck) von Vi := span(by, ..., bk)
gefunden, dann ist der Projektor Q) = Zle P; wegen (Qr(v),w) = Zle (P;(v),w) =
Zle (v, Pi(w)) = (v, Qx(w)) Orthogonalprojektor auf Vj.. Wir setzen

(Id — Qk)br+1
[11d — Qr)br1ll’

projizieren also b1 auf den zu Vj orthogonalen Unterraum, und normieren auf Liange 1.
Wegen

Ck41 =

<Ci7 (Id - Qk)bk+1> = <(Id - Qk)ci, bk+1> = <0, bk+1> (’L =1,..., k)

und ||cg4+1]| = 1 bildet (c1, ..., cxt1) eine ONB von Vj4q. O

Vi

Abbildung 2.2: Gram-Schmidt-Orthonormalisierung

2.3.2 Die adjungierte Abbildung

Es seien V und W euklidische bzw. unitire Vektorraume.

2.37 Definition
Eine lineare Abbildung ©* € L(W, V') heiBt zu ¢ € L(V, W) adjungiert, wenn

(p*(w),v) = (w,(v))  (veV,weW).
Gibt es eine solche adjungierte Abbildung, dann ist sie eindeutig.

2.38 Satz /st dim(V') < oo, dann existiert ©* und besitzt beziiglich einer ONB
(by,...,b,) die Form

o w) =3 (b)) b (weW).
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Beweis: Der Fall dim(V) = 0 ist trivial, und aus der Identitat v = 377, (b;,v) b; ergibt sich

n

<Z <§0(b2)>w> biav> = Z <w,50(bl)> <bi7<bjav> b]>

= Y (w,e(b)) (b, 0) 6 = > (w, (b, v) b))
ij=1 =1
= (w,p(v)). O

Wir erinnern uns an die Diskussion des Dualraumes V* eines K-Vektorraumes V.
Dessen Elemente sind die linearen Abbildungen V' — K.
Ist nun w € V und besitzt V' ein Skalarprodukt, dann ist die Abbildung

Iw)eV* | I(w)(v) := (w,v)

ein lineares Funktional auf V', und fiir w # 0 ist auch I(w) # 0, denn I(w)(w) =
(w,w) > 0. Wir erhalten also eine Injektion

I=1,:V =V~
Diese ist konjugiert-linear, es gilt also
Hwy +wy) = Iwy) + I(wy) , I(k-w)=k-I(w).

Damit ist fir K = C die Injektion nicht linear, fir K = R wegen k = k aber
schon.

Ist nun dim(V') < oo und B = (by,...,b,) eine Orthonormalbasis, dann ist
(I(b1),...,1(by,)) gleich der dualen Basis, also der Basis (b7, ...,b:) von V* mit

Damit ist Iy, : V' — V* surjektiv und auch I‘}l : V* — V konjugiert—linear.

2.39 Satz Sind V' und W endlich-dimensionale euklidische oder unitire Vek-
torrdume, und ist p € L(V, W), dann gilt fiir die adjungierte Abbildung

o =1 o' o Iy. (2.22)

Ist B eine ONB von V' und C' eine ONB von W, dann gilt fiir die darstellende
Matrizen A := MatZ(p) und A* := Mat§(y)

A = A dh (A=A (=1,...,dim(V),
j=1,...,dim(W)).
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Beweis: Nach Definition der transponierten Abbildung ' : W* — V* gilt
Pl () =w (pv)  (veV,w" eW?).
Daher ist fiirallev € V und w € W
¢! (Iw (w))(v) = I (w) (p(v)) = (w, p(v)) = (¢" (W), v) = Iy (¢"(w))(v)

oder kurz
ol oIy = Iy o *.

Wegen der Invertierbarkeit von Iy impliziert dies Gleichung (2.22).
Nach einem Satz iiber die transponierte Abbildung (! ist

At = Mat$. (")
die darstellende Matrix von ¢! beziiglich der dualen Basen. Da I;l und Iy konjugiert-linear
sind und Iy,'(B*) = B, I/ (C) = C* gilt, ergibt sich daraus A* = A?, a

Die adjungierte Abbildung hat also den gleichen Rang wie ¢.

2.40 Korollar SindV und W endlich-dimensionale euklidische oder unitare Vek-
torrdume, und ist p € L(V, W), dann gilt fiir die adjungierte Abbildung

im(p*) = ker(p)" CV und ker(¢*) =im(p)t C W.

Beweis: Dies ergibt sich aus dem entsprechenden Satz fiir die transponierte Abbildung, denn
fiir einen Unterraum U C V ist der zu U in V* orthogonale Unterraum

{v* € V* v*(u) =0 Yue U}

gleich dem Bild von
Ut ={veV|{wu =0 YuecU}

unter der Abbildung Iy, : V' — V*, und analog fiir W. O

Damit ist ¢* genau dann surjektiv, wenn ¢ injektiv ist, und umgekehrt.

2.41 Beispiel (Adjungierte Abbildung)

Die adjungierte Abbildung zur Projektion ¢(v) = (§ §) vim R?ist p*(v) = (1 9).
©* projiziert auf ker(p)t = span ((;)) entlang der Richtung im(yp)t =
span ((7)). ©

Wir haben gesehen, dass eine Projektion P € L(V') genau dann eine Orthogo-
nalprojektion ist, wenn P* = P ist.
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2.3.3 Normale Operatoren

Diese so genannte Selbstadjungiertheit eines Operators ist Spezialfall der folgen-
den Eigenschaft.

2.42 Definition Existiert die adjungierte Abbildung ©* zu ¢ € L(V') und gilt
©* o = woy*, dann heiBt ¢ normal.

2.43 Beispiel (Normalitat)
e(v) = (§ ) v ist nicht normal, denn ¢*(v) = (19) v und

(18) (o) =(11)# (o) (18)=(58)- &
2.44 Satz Fiir normale Endomorphismen ¢ € L(V') gilt

ker(p) = ker(¢*) wund im(p)=im(¢").
Beweis:

e Allgemein gilt fiir einen zweiten Endomorphismus ¢ ker(¢ o ¢) D ker(y). Fiir ¢p = ¢*
ist aber nach Corollar 2.40 ker(p*) = im(p)*, sodass ker(p* o ¢) = ker(p). Analog gilt
ker(p o p*) = ker(p), woraus wegen der Normalitit von ¢ die Beziehung ker(y) = ker(¢*)

folgt.

e Allgemein gilt im(p o ¥) C im(yp), aber fiir v = ¢©* wegen ker(¢) = im(¢*)* sogar
im(p o ¢*) = im(y). Analog folgt im(p* o ¢) = im(¢*) und wegen der Normalitat von ¢
die zweite Beziehung. O

2.45 Satz Ein Endomorphismus ¢ € L(V') eines endlich-dimensionalen unitaren
Vektorraums V' ist genau dann normal, wennV' eine ONB aus Eigenvektoren von
@ besitzt.

Beweis:

e Besitzt V' eine solche ONB, dann ist ¢ von der Form ¢ =37, (1 () APx mit der Familie
von Projektoren P, auf die Eigenrdume zu den Eigenwerten A. Da diese orthogonal sind,
gilt Py = Py, also

prop=gpop* =Y |A’P:
A€spek(yp)

o Ist ¢ normal, also [y, ¢*] = 0, dann gilt auch [¢p, 5] = [¢n, ] = 0 fiir den diagonali-
sierbaren bzw. nilpotenten Anteil von ¢ = ¢p + @, denn diese sind Polynome in ¢ (Satz
2.26). Daraus folgt zunichst ¢y = 0. Denn wegen Satz 2.44 gilt ker(on) = ker(ok).
Damit ist ker(px) = im(py ), sodass ker(p3,) = ker(pn ), also ker(py) = V ist.

e GemiB Satz 2.26 (Jordan-Zerlegung) kénnen wir also ¢ = ¢p in der Form

Y= Z APy

A€spek(p)
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schreiben, wobei die Projektoren Py als Polynome von ¢ ebenfalls normal sind. Normale
Projektoren sind aber Orthogonalprojektoren, denn nach Satz 2.44 projiziert P* ebenso
wie P entlang ker(P) = ker(P*) auf im(P) = im(P*). Da andererseits nach Corollar
2.40 ker(Py) = im(Py)*, und im(P,) C ker(Py) fiir u € spek(y) \ {\}, stehen je zwei
Eigenrdaume Py und P, aufeinander senkrecht. O
Insbesondere sind also normale Endomorphismen unitarer Vektorraume diagona-
lisierbar.
Auch wenn das charakteristische Polynom eines normalen Endomorphismus
eines euklidischen Vektorraumes nicht in Linearfaktoren zerfillt, besitzt dieser
eine einfache Normalform:

2.46 Lemma

Ist V' ein euklidischer Vektorraum und ¢ € L(V') normal, dann ist auch seine
Komplexifizierung oc € L(V¢) normal beziiglich des komplexifizierten Skalarpro-
duktes

(V1 + v, wy +iwg) = (vi,wi) + (v, w) +i((v1, wa) — (va, w1)).
Beweis: (v1 + iva, oc(wy + fws)) =
(v1, p(w1)) + (v2, p(w2)) +i((v1, p(w2)) — (v2, p(w1)))

= (@"(v1),w1) + (" (v2), wa) +i({¢"(v1), w2) — (P~ (v2), w1))
= ((¢")c(v1 + iv2), wy + tws)

fir alle vy + ivg, w1 + iwo € Vi impliziert
(pc)” = (¢¥")c,

also [ioc, (¢c)*] = [pe, (¢*)c] = [¢, ¢*]c = 0c = 0. ]

Wir kénnen also fiir dim(V') < oo eine reelle Normalform von ¢ dadurch berech-
nen, dass wir die komplexe Normalform von ¢¢ benutzen, die nach Satz 2.45
beziiglich einer ONB eine Diagonalmatrix ist.

2.47 Satz
Ist V' ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum und ¢ € L(V') normal,
dann besitzt ¢ beziiglich einer geeigneten ONB von V' die Normalform

A1

p1ovi
—v1

KL v
—V

Hierbei ist k + 2] = dim(V'), A, ..., A\x € R sind die reellen Eigenwerte von ¢,
und py vy, ..., £ iy, € C\R die nicht reellen Eigenwerte von c.
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Beweis: Dies folgt aus Satz 2.45 zusammen mit der reellen Jordan-Normalform. Denn ¢
besitzt ja eine orthonormale Eigenbasis, die mit dem Eigenvektor ¢ zum Eigenwert p; + iv;
auch den Eigenvektor ¢ zum Eigenwert p; —iv; enthdlt. Da diese normiert sind und aufeinander
senkrecht stehen, gilt fiir

L _c+c . o/ _C—C
a:=V2Re(c) = 7 b:=v23(c) = i
(a,0) = 3({c,o) +(@e) =1 , (bb)=3({ce)+ (o) =1

und 1
(a,b)z;(c—l—é,c—é)zo. <&
i

Im Folgenden schauen wir uns einige Beispiele normaler Operatoren genauer an.

2.3.4 Orthogonale und unitdre Operatoren

2.48 Definition
Sind V, W euklidische (bzw. unitire) Vektorrdume, dann heiBt o € L(V, W)

e Isometrie, wenn ||p(v)|| = ||v|| (veV),
e orthogonal (bzw. unitdr), wenn zusitzlich ran(p) = W.

Unter Benutzung der Polarisationsidentitat folgern wir fiir Isometrien die Glei-
chung

(p(v1), p(v2)) = (v1,v2) (v1,v2 € V).

Es bleiben also nicht nur Langen, sondern auch Winkel unverdndert. Sind V
und W endlich-dimensional, dann ist eine Isometrie genau dann orthogonal bzw.
unitar, wenn dim (V') = dim(W).

Wahrend bijektive lineare Abbildungen ¢ : V' — W die Vektorraumstrukturen
ineinander iiberfiihren, werden durch orthogonale bzw. unitare Transformationen
auch die Skalarprodukte ineinander iibergefiihrt.

Dies ist fiir K—Vektorraume V, W immer moglich, wenn V und W die gleiche
endliche Dimension n besitzen, denn dann kénnen wir ja ONBs (b1, ..., b,) von
V und (cq,...,¢,) von W konstruieren und aufeinander abbilden:

o(b;) = ¢ (i=1,...,n).

Lineare Fortsetzung ergibt eine orthogonale bzw. unitdre Transformation ¢ €
L(V,W).

Wir kénnen also, wenn wir diese Abbildungen untersuchen wollen, ohne Ver-
lust an Allgemeinheit orthogonale Endomorphismen des R™ bzw. unitdre Endo-
morphismen des C" studieren, wobei wir jeweils das kanonische Skalarprodukt
(2.21) verwenden.
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2.49 Definition

e O(n) := {0 € Mat(n,R) | O ist orthogonal} heiBt die orthogonale Gruppe
des R™.

e SO(n):={0 € O(n) | det(O) = 1} heiBt die speziell orthogonale Gruppe
des R™.

e U(n) :={U € Mat(n,C) | U ist unitér} heiBt die unitdre Gruppe des C".

e SU(n) := {U € U(n) | det(U) = 1} heiBt die speziell unitdre Gruppe
des C".

Tatsachlich ist O(n) eine Untergruppe von GL(n,R), denn O € Mat(n,R) ist
genau dann orthogonal, wenn O*O = 1, was wiederum gleichbedeutend mit
O € GL(n,R) und O* = O~ ! ist. O(n) ist also beziiglich Inversenbildung
abgeschlossen, und wegen (0,0,)* = 0307 = 0;'0;7" = (0,0,)7! auch
beziiglich Multiplikation. Zudem gilt 1 € O(n).

Wegen des Determinantenproduktsatzes ist SO(n) C O(n) ebenfalls eine
Untergruppe, und analog argumentiert man im unitaren Fall.

Da das Skalarprodukt unter orthogonalen Abbildungen invariant gelassen
wird, sind die Spaltenvektoren von O € O(n), also die Bilder der Standard-ONB
(é1,...,e,) des euklidischen R™, eine ONB. Gleiches gilt fiir U € U(n).

Nach Satz 2.45 besitzt U beziiglich einer ONB des C" die Normalform
diag(A1, ..., A,), wobei die \; die Eigenwerte von U sind, also wegen U*U =
1 [\j| = 1 gilt. Fiir U € SU(n) ist zusatzlich [T7_; A\; = 1.

Dagegen miissen die (reellen) Eigenwerte von O € O(n) gleich 1 oder —1
sein, und es ergibt sich mit Satz 2.47 die Normalform

cos p1 —sin ey
sinp1 cos p1

cos p; —sin gy
sing; cos 2

wobei wir sin ¢, # 0 voraussetzen konnen.
Ist O € SO(n), dann muss die Multiplizitat des Eigenwertes —1 gerade sein.

2.50 Beispiel (Die orthogonale Gruppe O(2) des R?)
e Ist O € SO(2), dann kdnnen wir die Matrix fiir ein eindeutiges ¢ € [0,27) in
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der Form

O = (Gng cony )
schreiben. Denn die erste Spalte ist ein Vektor der Linge 1 im R?, also von der
Form (Gny ), wihrend der zweite Spaltenvektor auf dem ersten senkrecht steht,
also von der Form =+ (_C(S)isnf) ist. Das positive Vorzeichen ergibt sich aus der
Forderung det(A) = 1. Die Matrix O ist also schon in der reellen Normalform.
Geometrisch ist die lineare Abbildung v — Ov eine Drehung um den Winkel ¢.
e Analog kénnen wir O € O(2) \ SO(2) fiir ein eindeutiges ¢ € [0,27) in der
Form

O — (cosgo sin ¢ )

singp —cosp

schreiben, denn diesmal muss ja det(A) = —1 gelten. Damit ist aber O genau
dann in Normalform, wenn sin¢ = 0 ist, denn O besitzt die Eigenwerte 1 und

—1 mit den Eigenvektoren (Zi’jg;ﬁ;) und (22;?;%?) Geometrisch ist die li-

neare Abbildung v — Owv eine Spiegelung an der durch den ersten Eigenvektor
aufgespannten Geraden.

e Sowohl die Drehgruppe SO(2) als auch die Menge O(2) \ SO(2) der Achsen-
spiegelungen sind damit in den Raum Mat(2, R) = R* eingebettete Kreislinien,
parametrisiert durch .

e Die Gruppe SO(2) ist abelsch, denn

( cos 1 —sin ) ( cos 2 — sin p2 ) [ cos(p1tp2) —sin(p1+e2)
sinp;  cosp1 sinpa  cos p2 T\ sin(p1tp2) cos(p1t+e2)

Dagegen ist O(2) nicht abelsch, denn beispielsweise ist
BHED=00#0G200=(%7%)- o

2.51 Beispiel (Die orthogonale Gruppe O(3) des R?)
e Ist O € SO(3), dann ist die reelle Normalform von O von der Gestalt

S10S = (cl) Coggo fs(i)ngo> 7

0 sinp cosyp

wobei die Transformationsmatrix S aus SO(3) gewahlt werden kann. Wir kdnnen
daher den Betrag des Drehwinkels ¢ aus

tr(0) = tr(S7'0S) = 1 + 2 cos(p)

ablesen.

e Die Drehachse von O # 1 ist der Eigenraum zum Eigenwert 1 und damit
eindimensional. Die zu diesem eindimensionalen Unterraum orthogonale Ebene
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bleibt unter O als Menge invariant, die Vektoren dieser Ebene werden aber um
den Winkel ¢ gedreht.

e O € O(3)\SO(3) besitzt die reelle Normalform

5108 = (‘o1 cotes fs(i]mp) .

0 sing cosp

Dies entspricht einer Drehung um den Winkel ¢, gefolgt von einer Spiegelung an
der Drehebene. Letztere ist fiir o # 7 eindeutig definiert.

e Wir konnen folgendermaBen eine stetige Abbildung
¢: B — SO(3)

von der Einheitskugel B := {z € R? | ||z| < 1} des R? auf die Drehgruppe
definieren: ¢(0) := 1, und fiir x € B\{0} sei ¢(x) die Drehung mit Achse
span(z) C R® um den Winkel 7 - |z| in positiver Richtung beziiglich z. Es gilt
o(z) = ¢(y) fir x # y genau, wenn

y=—-x€0B:={xeR’||z| =1}

Denn Drehungen um die gleiche Achse mit Winkel m bzw. —7 sind einander
gleich. OB ist die Oberflache der Vollkugel B, und die Punkte x und —z € 0B
sind Antipoden auf dieser zweidimensionalen Sphare.

Die Vollkugel B mit identifizierten Antipoden auf OB ist damit ein topologi-
sches Modell von SO(3) (siehe auch KNORRER [Kn, Kapitel 6]).

e Schon SO(3) ist keine abelsche Gruppe mehr, denn Drehungen um verschiede-
ne Achsen kommutieren nicht. Beispiel: Drehung mit Winkel 7 um x—Achse und
2—Achse

10 0 0-10 0-10 0-10) (10 0 001
(004) (1 0 o) = <0 0 —1) # (1 0 o> (0071> = (100).

01 0 001 10 0 001/ \ot o 010
Die Isometrien des unitdren Vektorraumes C" bilden die Gruppe U(n). Die De-
terminante det(U) einer unitdren Matrix U ist eine komplexe Zahl, die wegen
det(U) = det(U*) = det(U™') = det(U)~! vom Betrag 1 ist. Die Isometrien
U von C beispielsweise bestehen aus der Multiplikation mit der komplexen Zahl
UeU(l)={ceC||c| =1}. Wegen des Determinantenproduktsatzes ist

det : U(n) — U(1)
ein Gruppenhomomorphismus, und damit SU(n) = det™'(1) eine normale Un-

tergruppe von U(n).

42



2.52 Beispiel (Die unitire Gruppe U(2) des C?)

o lst U = (ui112) € U(2), dann muss |uii|? + |un|? = 1 = |u1a]?® + |ugl|?
und Wiiuie + Usiuge = 0 gelten. Dies ist genau dann erfiillt, wenn der erste
Spaltenvektor (i) die Lange 1 besitzt, und der zweite Spaltenvektor von der
Form (132) = A (222') fiir ein A € U(1) ist. In diesem Fall ist

u11

det(U) = uritiny — ugrury = A(Juar|? + Juz |[*) = A
e Ist also U € SU(2), dann ist
U=(27) mit v, weC und |v>+w]*=1

w v

Der erste Spaltenvektor (%) legt also schon die Matrix U fest, und () € C?
ist ein beliebiger Vektor der Lange 1.
Die Vektoren (%) = (21122 ) der Linge v? 4 v3 + w? 4+ w3 = 1 bilden aber

w1 +tw
die Einheitssphire S3 C C? =~ R*. Die dreidimensionale Einheitssphire S bildet
damit ein topologisches Modell der Gruppe SU(2). &

2.53 Beispiel (Diskrete Fourier-Transformation) Es sei fiir ein N € N
Vy={f:Z/NZL—-C} , (fg):= Y [l
2€Z/NZ

der unitdre Vektorraum der komplexen Funktionen auf der abelschen Gruppe
7 /NZ. Diese besitzt N Elemente, z.B. durch 0,1,..., N — 1 reprasentiert, und
in Anwendungen ist f € Vyy oft als Diskretisierung einer Funktion F': [0, 7] — C
definiert: f(z) := F(x/T) (x=0,...,N —1).

Die diskrete Fourier-Transformation Uy € L(Vy) ist nun durch

(UNf> 1/2 Z f 727rikx/N (k e Z/NZ)
z€Z/NZ
definiert, sodass die adjungierte Abbildung gleich
(Uxg)(@) = N2 3" g(k)e™™/N (€ Z/NZ)
k€Z/NZ
ist.8 Damit ist Uy unitér, denn

(UNUN)y) = N7 > exp(2mik(y —x)/N)f(x)

2,k€Z/NZ

= N' Y Noy.f(z) = f(y)

2€Z/NZ

8Tatsichlich ist Uy wohldefiniert, denn fiir k¥’ — k € NZ und ' — z € NZ ist
exp(2mik’z’ /N) = exp(2mwikz/N).
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folgt (mit z = y — x) aus der Relation

> exp(2mikz/N) = Né., (2 € Z/NZ). (2.23)
kEZ/NT

Die Identitat (2.23) fiir z = 0 folgt aus € = 1, wahrend fiir z # 0 die Anwendung
der Bijektion k +— k + 1 auf Z/NZ

Z exp(2mikz/N) = Z exp(2mi(k + 1)z/N)
kEZ/NZ kEZ/NZ
e?mHN Z exp(2mikz/N)
kEZ/NZ

oder A
(1 — e2m=/N) Z exp(2mikz/N) =0
k€Z/NZ

ergibt. Da der Faktor 1 — ¢?™#/N =£ () ist, verschwindet die Summe.
Wir haben mit dem Nachweis der Unitaritat von Uy auch gezeigt, dass

(by,...,bn) mit bi(x) = %\/ﬁmﬂv) eine ONB von Vy ist. Anders gesagt,

entspricht der Fourier-Transformation von f € Vi die " Entwicklung von f nach
den Wellen b;,"

r

—
I

0

e
Il

2.3.5 (Anti-) Selbstadjungierte Endomorphismen

2.54 Definition /st V ein euklidischer bzw. unitarer Vektorraum, dann heiBt ein
Endomorphismus ¢ € L(V') (dessen Adjungierte ¢o* € L(V) existiert)

e selbstadjungiert, wenn ¢* = ¢,
e antiselbstadjungiert, wenn ¢* = —¢ gilt.

Die Begriffe (anti~) symmetrisch und (anti~) hermitesch werden ebenfalls be-
nutzt, der erste eher bei euklidischen und der zweite eher bei unitiren Vek-
torrdumen. Analoge Definitionen gelten fiir Matrizen aus Mat(n, K) iiber den
Korpern K = R oder C.

(Anti—) Selbstadjungierte Endomorphismen sind normal, denn

prop=Fpop=ypop
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2.55 Satz
Ist V' ein unitarer Vektorraum, dim(V') < oo und ¢ € L(V'), dann ist

e spek(p) C R, falls ¢ selbstadjungiert und

e spek(p) C iR, falls p antiselbstadjungiert ist.

Beweis: Wegen der Normalitdt von ¢ ist ¢ diagonalisierbar, und

wobei die P\ Orthogonalprojektionen sind. Damit ist o™ = 3\ o oo AP;.
Falls ¢* = ¢ gilt, ist damit A = ), also spek(y) C R.
Dagegen ist fiir * = —¢ der Eigenwert X imaginir, denn X\ = —\. O

2.56 Korollar Ist V' ein euklidischer Vektorraum endlicher Dimension, und ¢ €
L(V') selbstadjungiert, dann besitzt V eine ONB aus Eigenvektoren von .

Beweis: Auch ¢ € L(V¢) ist selbstadjungiert, das charakteristische Polynom von ¢ besitzt
also nur reelle Nullstellen. Daher zerfillt das charakteristische Polynom von ¢ in Linearfaktoren,
sodass ¢ diagonalisierbar ist. Wegen der Normalitit von ¢ sind die Eigenrdume E()) zu den

Eigenwerten A € spek(y) orthogonal. O

Dass Eigenvektoren v und w zu den Eigenwerten 1 # A fiir selbstadjungierte
Endomorphismen aufeinander senkrecht stehen, sieht man auch folgendermaBen:

0= {p(v), w) = (v, p(w)) = (A = p) {v,w) ,also (v, w) = 0.

Jeder Endomorphismus ¢ € L(V'), dessen Adjungierte ¢* existiert, lasst sich
eindeutig in die Summe

P = Ps+ Pa (224)

eines selbstadjungierten Operators ¢, := %(gp + ¢*) und eines antiselbstadjun-
gierten Operators ¢, := 1(¢ — ¢*) zerlegen. Denn ist ¢ = 1, + 1, eine zweite
solche Zerlegung, dann ist der Operator m := ¢, — 1, selbstadjungiert, aber
wegen ™ = 1), — , auch antiselbstadjungiert, sodass m = 0 folgt.

2.57 Bemerkung (Zerlegung normaler Endomorphismen)
Die Zerlegung (2.24) ist dann besonders niitzlich, wenn ¢, und ¢, kommutieren.
Dies ist wegen
[QD, 90*] = [905 + Ya, Ps — @a} = 2[Qpaa 905]

genau dann der Fall, wenn ¢ normal ist.

Nach Satz 2.27 konnen wir damit fiir unitare Vektorraume V' endlicher Di-
mension normale ¢ dadurch diagonalisieren, dass wir ¢, und ¢, diagonalisieren,
und eine ¢, und ¢, gemeinsame Basis von Eigenvektoren aufsuchen. <&
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Der Vektorraum L(K™) der Endomorphismen von R" bzw. C™ besitzt (beziig-
lich des Standard-Skalarproduktes auf K™) eine Zerlegung

L(K™) = Ly(K™) & Lo(K™) (2.25)

in den reellen Unterraum Ly (K") := {p € L(K") | ¢* = ¢} selbstadjungier-
ter Endomorphismen und den reellen Unterraum L,(K™) antiselbstadjungierter
Endomorphismen.

2.58 Lemma Die Dimensionen dieser R-Vektorraume sind

: n Inn+1) , K=R
tn (1) = { 0D+ K=

und .
bt = {00 K72

Y
Beweis: Wir betrachten die darstellenden Matrizen beziiglich der kanonischen Basis des K™.

e Um eine symmetrische Matrix A € Mat(n,R) zu fixieren, miissen wir nur die $n(n + 1)
Eintrdge oberhalb und einschlieBlich der Diagonale frei wahlen.

e Fiir eine symmetrische Matrix A € Mat(n, C) kénnen wir die $n(n— 1) komplexen Eintrage
oberhalb der Diagonale frei wahlen, wihrend die Eintrage auf der Diagonale reell sein miissen,
aber ansonsten frei wahlbar sind.

e Die reellen Dimensionen der antisymmetrischen Teilrdume ergeben sich aus (2.25):

dimg (Lo (K™)) = dimg (Maty, (K)) — dimg(Ls (K™)). O

Beachtet werden sollte, dass L;(C™) und L,(C™) keine C-Unterrdume sind, denn
Multiplikation mit ¢ permutiert diese reellen Unterraume.

Ebenso wenig ist im Allgemeinen das Produkt zweier (anti-) selbstadjungier-
ter wieder (anti—) selbstadjungiert.
Im nachsten Kapitel wird die Exponentialabbildung auf Matrizen A € Mat(n, K)
angewandt. Wir setzen also exp(A) := > 7 /4%, und diese matrixwertige Reihe
konvergiert.
Wir werden auch sehen, dass fiir die Vielfachen von A die Funktionalgleichung
gilt:

exp(t1A) exp(t2A) = exp ((t1 + t2)A) (t1,t2 € R).

2.59 Satz Fiir A € Mat(n, K), K = R oder C, gilt

det(exp(A)) = exp(tr(A)). (2.26)
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Beweis:

e Ist A € Mat(n,C) und ist J = SAS~! Jordan-Normalform, dann ist .J eine obere Drei-
ecksmatrix, sodass

det(exp(J)) = H exp(Jix) = exp (Z Jkk> = exp(tr(J))
k=1 k=1
gilt. Andererseits ist
det(exp(A)) = det(S™* exp(J)S) = det(exp(J))

und

tr(A) = tr(S™1JS) = tr(J),
woraus (2.26) folgt.
e Ist B € Mat(n,R), dann gilt fiir die komplexifizierte Matrix B¢

d]gt(B) = dgt(B(c) und tl"]R(B) = tr([;(B(c),
woraus (2.26) auch fiir A € Mat(n,R) folgt. O
2.60 Satz /st A € Mat(n, K) antiselbstadjungiert, dann ist

SO(n) , falls K =R
exp(4) E{ U(n) ,falls KeC

Beweis: Fiir O := exp(A4) € Mat(n, K) gilt O* = exp(A)* = exp(A*) = exp(—4) = 071,
denn exp(A)exp(—A) = exp(0) = 1. Andererseits folgt fir A = — A’ € Mat(n,R) wegen
trA = —tr(A') = —tr(A) die ldentitit det(exp(A)) = exp(tr(4)) = = 1. O

2.61 Beispiel (Antiselbstadjungiert und Drehung) Fir K = R und n = 2
ist A € Mat,(2,R) von der Form A = (? **) fiir ein a € R, und

exp(A) = N A" _ i—an(?_ol)n
P N nl n!
n=0 n=0
o a2m(_1)m Lo 0 2m+1( )m 01
= <ﬂ;}<2—m), (01)+ mzzom (179)
= cos(a) - (41) +sina) - (9 1) = (G ame).
Es handelt sich also um eine Drehung um den Winkel a. <&
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2.3.6 Anwendung: Quantenmechanik

Zerlegt man das Sonnenlicht mit einem Prisma, dann zeigen sich neben einem
kontinuierlichen Spektrum feine Linien. Deren Existenz folgt aus der Tatsache,
dass die in einem Atom oder Molekiil gebundenen Elektronen nur diskrete En-
ergiewerte annehmen koénnen; man spricht von einer gequantelten Energie. Die
Vermutung, dass diese reellen Energiewerte Eigenwerte eines selbstadjungierten
Operators sind, ist naheliegend und zutreffend. Die Theorie dieser so genannten
Schrédinger-Operatoren ist die Quantenmechanik.

2.62 Beispiel (Spektrum und Eigenwerte) Fiir den Fall des Wasserstoffatoms
ist der unitire Vektorraum des Elektrons der Raum L?*(R?) der quadratintegra-
blen Funktionen® f : R3 — C mit dem Skalarprodukt

(f,g9) = . Ff(x)g(zx)dz.

Der Schrodinger-Operator H auf L?*(R?) ist von der Form

f(x)
wobei A f = % + 227{ + % der so genannte Laplace-Operator ist, und die Mul-
1 2 3
tiplikation mit dem Potential —ﬁ der Kernladung die elektrostatische Anziehung
des Elektrons durch den Kern beschreibt. Man kann nun das Spektrum® von H
berechnen:
spek(H) = [0,00) U {—1/(2n?) | n € N}.

In einer geeigneten Energieeinheit entspricht diese Teilmenge von R genau den
Energien, die ein Elektron im Kraftfeld eines Wasserstoffatomkerns (eines Pro-
tons) annehmen kann: Fiir positive Energien ist das Elektron ungebunden und
kann beliebige Energien annehmen, wahrend die fiir das Wasserstoffatom be-

obachteten Spektralwerte Energiedifferenzen % (# — #) entsprechen, die dem
Ubergang von einem zum anderen gebundenen Zustand entsprechen. &

Ein Hauptziel der Quantenmechanik ist die (meist ndherungsweise) Berech-
nung des Spektrums und der Eigenfunktionen der Schrodinger-Operatoren H.
Dies ist auch deshalb wichtig, weil es der Schliissel zur Berechnung der Zeitent-
wicklungsoperatoren

U(t) := exp(—iHt) (teR)

9Genauer: Aquivalenzklassen solcher Funktionen fi, fo, die sich nur um eine Funktion fi— fs
mit [os [f1 — f2|*dz = 0 unterscheiden.

10Das Spektrum von H ist die Menge spek(A) := {\ € C | A — \Id ist nicht invertierbar}
und enthélt alle Eigenwerte von A.
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ist, die den quantenmechanischen Anfangszustand ¢ zur Zeit Null auf den Zu-
stand U(t)p zur Zeit t abbilden. Die Operatoren U(t) sind unitdr, wenn H
selbstadjungiert ist.

3 Lineare Differentialgleichungen mit konstan-
ten Koeffizienten

Differentialgleichungen (DGLn) modellieren Naturvorgange. Ein Standardbeispiel
ist die Newtonsche Kraftgleichung

F(q,4) = mg, (3.1)

wobei die Kraft F' von Ort ¢ € R? und Geschwindigkeit ¢ € R? abhingt, und
gleich Masse m > 0 mal Beschleunigung ¢ ist. Gesucht sind Losungen, d.h. im
idealen Fall glatte Funktionen ¢ : R — R?, die diese Gleichung erfiillen.

3.1 Beispiel F(q,¢) = 0; ¢ € R% v € R? beliebig. q(t) := ¢ 4 vt
erfiillt die Newtonsche Kraftgleichung (freie Bewegung mit Startpunkt ¢(® und
Geschwindigkeit v(®) zum Zeitpunkt ¢ = 0). <&

Mit Methoden der Linearen Algebra behandeln wir lineare (homogene, zeitun-
abhingige) Differentialgleichungen (DGLn), die in der Form

= Az mit A€ Mat(n,R)

geschrieben werden konnen. Gesucht ist die Lésung des Anfangswertproblemes
(AWP) fiir zy € R™, d.h. eine differenzierbare Funktion

d

r:R—=R" mit Ex(t) = Ax(t) (teR) und z(0) = x.

Die Ordnung einer DGL ist die hochste vorkommende Ableitungsstufe. Wahrend
die Newtonsche DGL (3.1) von 2. Ordnung ist, betrachten wir also hier DGLn
1. Ordnung.

Die Loésungen sind Kurven im R™:

3.2 Definition

e Stetige Abbildungen ¢ = (cy,...,c,)" : I — R™, deren Definitionsbereich I
ein Intervall (mit I # {a}) ist, heiBen Kurven im R".

e t € [ heiBt der Parameter von ¢, ihr Bild ¢(I) C R™ auch die Spur von c.

49



e ¢ heiBt (stetig) differenzierbar, wenn alle Komponenten ¢4, ..., c, (stetig)
differenzierbar sind.

e Die Ableitung oder Geschwindigkeit einer stetig differenzierbaren Kurve ist
ci (t)
d:I—=R" , d(t):=| : (tel).
cn(t)

Oft lassen sich Differentialgleichungen hoherer Ordnung auf diesen Fall zuriickfiih-
ren und |6sen.

3.3 Beispiel (Freie Bewegung)
Im Fall der freien Bewegung setzen wir n := 2d und schreiben = = (g
q,v € R? (Ort bzw. Geschwindigkeit). Dann gilt fir A := (J ) € Mat(n,

mit

R)
T = Az,
und die (eindeutige) Losung des Anfangswertproblems mit (%) = (gﬁ‘;i) ist

(t) = (q“”ﬂ“”t) (t € R). o

»(©

3.1 Berechnung der Losung

Im Gegensatz zu allgemeinen Differentialgleichungen kénnen wir die linearen
DGLn mit algebraischen Mitteln I6sen.

Wir definieren dazu die Anwendung der Exponentialfunktion auf eine Matrix
A € Mat(n,C) durch

4] k !

A _ A
exp(A) := ik lim Z ik (3.2)

=0 1=0

also durch die Einsetzung von A in die Potenzreihe der Exponentialfunktion.
Synonym findet man auch die Schreibweise e := exp(A).

In (3.2) ist der Limes-Begriff zu kldren. Wir benutzen auf dem R" die Eukli-
dische Norm [[v]| := y/|v1]2 + ... + |v,|? und auf Mat(n, C) die Operatornorm

Av
||AH = nlaXUGR"\{O}H (A S Mat(n, (C))

|| A]| ist also der maximale' Streckungsfaktor der linearen Abbildung v — Awv.

Da fiir A € Mat(n,R) [|A|| = max,egn |o=1/|Av]| ist, und die Sphire S"~1 := {v €
R™ | ||v|| = 1} kompakt ist, wird das Supremum angenommen. Eine analoge Aussage gilt fiir
A € Mat(n, C).

50



Die Operatornorm auf Mat(n, K) erfiillt neben den Eigenschaften

[A[ =0, [|A]l =0 A =0,

A= [ATAIL (A€ K)  und[|A+ B| < [|A[l + Bl

einer Norm noch die Submultiplikativitat

3.4 Satz (Submultiplikativitat) || AB|| < || Al | B|| (A, B € Mat(n, K))

Beweis: denn

_ lABo] _ IABo| _ ||Bv]
4Bl = oy el = SHPv o0 B
v

A B
< sup boud - sup, Lo Ll =114 - || B]),
w#0

auBer fiir B = 0, wo sowieso beide Seiten Null sind.

Nun stellen wir fest, dass die obige Definition von exp(A) auch sinnvoll ist:

3.5 Satz Die Partialsummen s, := Zf:o fl‘—!l bilden eine Cauchy-Folge.

Beweis: Fiir ky > ko > || A|| gilt nach der Dreiecksungleichung und Satz 3.4

k k
sk, — sl = S AN SS ok Al
Sk Sko = I = = I=ko+1 !
I=ko+1 I=ko+1

IN

LA, ks —ko—1 A" AT
(ko +1)T 22m=0 kot D)™ = (ko D)

—1
1 — Al
ko+1

Dieser Ausdruck geht fiir kg — oo gegen Null, denn die Fakultdt wachst schneller als die

(reelle) Exponentialfunktion.

O

Nebenbei stellen wir fest, dass wir an keiner Stelle vorausgesetzt haben, dass
der lineare Endomorphismus bzw. die Matrix reell ist. Dies ist giinstig, denn die
Jordan—Normalform von A, und damit von exp(At), kann auch komplex sein.

Um nun zu sehen, dass
t — z(t) := exp(At)zg
die eindeutige Losung des Anfangswertproblems
t=Azx , z(0) =1
ist, miissen wir in der Lage sein, die matrixwertige Abbildung
R — L(K") , t+ exp(At)

nach dem Zeitparameter zu differenzieren.

51



Spater werden wir uns auch fragen, wie die Losungen von eventuellen Pa-
rametern der linearen DGL abhangen. Fiir diese Art von Fragestellungen wertet

man die Exponentialfunktion fiir mehr als ein Argument aus, man betrachtet also
die Abbildung
exp: L(K") - L(K") , A~ exp(A)

in ihrer Abhangigkeit von Argument A. Hier hilft das WeierstraB—Kriterium:
3.6 Satz (WeierstraB) Es sei (V,|| - ||) ein Banach-Raum, X C 'V und
fl X =V (l S NQ)

seien Funktionen mit sup ¢ || fi(z)|] < a; mit Y72 a; < co. Dann konvergiert
die Reihe Y2, fi auf X absolut und gleichmaBig.

Die Beweismethode fiir reelle Funktionen lasst sich verallgemeinern:

Beweis: Wegen der Vollstdndigkeit des metrischen Raumes V' haben wir punktweise Konver-
genz der Partialsummen s; := Zin:O fm:

s(x) :== lliglo si(x) (x € X).

Fire > 0 gibteseinmeNmit ' ,a <e  (n>m). Daher folgt

Isn(z) = sm(@)| < > a<e,  (zeX),
l=m+1

also gleichmaBige Konvergenz. m]
Es gilt nun:

3.7 Satz 1. Die Exponentialreihe (3.2) ist fiir alle a > 0 und A aus
{A € Mat(n,C) | |A]| < a}
gleichmaBig konvergent.
2. Fiir B,C € Mat (n,C) mit BC = CB gilt
exp(B + C) = exp(B) exp(C). (3.3)
Insbesondere ist

exp(Aty) exp(Aty) = exp(A (1 + t2)), (t1,t2 € R) (3.4)

3. Fir A € L(K") ist die Abbildung
R — L(K") , t+— exp(At)

stetig differenzierbar, und es gilt

% exp(At) = Aexp(At). (t €R). (3.5)

52



4. t — x(t) := exp(At)x, ist die eindeutige Lésung des Anfangswertproblems
& = Az, x(0) = x¢ die Differenz z(t) := y(t) —x(t) das Anfangswertproblem
z= Az, z(0) =0 Iost.

Beweis:

1. Setzen wir in unserem Fall f; : L(K") — L(K"), A — “l‘—,l, so ist zwar sup 4y || fi(A)]|

—— :

N
(auBer fiir I = 0) gleich co. Wahlen wir aber als Definitionsbereich die Vollkugel X := {A €

V | | A|l < ¢} mit Radius ¢ > 0, dann ist a; := supcx || fi(A)|| = # supex A < (T:
und die Reihe Zfio a; < e konvergiert fiir jede Wahl von c.

2. Durch Einsetzen in die Definition von exp:

(B +0) = 3 Lmror Uy s (1) pen
n=0 =0

n=0 n: ¢
= 3y ke = (Y ke (3 e ) = ) o)
= P il(n —1)! - g il P i = exp exp(C).

Da Vielfache einer Matrix miteinander kommutieren, folgt (3.4) aus (3.3).

3. Als Limes gleichmaBig konvergenter stetiger Funktionen s;[ : X — V ist die Exponenti-
alabbildung auch stetig, und, da auch die Ableitungen Ds; auf X gleichmaBig konvergent
sind, auch differenzierbar. Damit ist auch die Formel (3.5) richtig, und aus ihr ergibt sich
auch die Stetigkeit der Ableitung.

4. Die Eindeutigkeitsaussage der Lésung einer DGL wird spater viel allgemeiner behandelt. O

3.8 Bemerkungen (Funktionalgleichung von exp)

1. Als Gegenbeispiel zu (3.3) gilt fiir die Dreiecksmatrizen B := (J}) und C' :=
B = (19)
(i9),

exp(Bt) = (§t) wund exp(Ct)

also

exp(Bt) exp(Ct) = (147 1) und  exp(Ct) exp(BY) = (1)

19) . n gerade
Dagegen folgt aus (B + C)" = { E% é; N ﬁngerade
10 - t2m 01 . t2m+1 cosht sinht
exp((B + C)t) = (0 1) Z (2m)| + (1 0) (2m 4 1)| = (sinht cosht) .
m=0 ’ m=0 ’

2. Wegen (3.4) bildet der die DGL & = Az |ésende lineare Fluss
O, R" - R" |, &y(x) =exp(At)x (t € R)

eine einparametrige Gruppe. &
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3.9 Beispiele (Matrix-Exponential)
1. A =diag(\1,...,\,). Dannist A' = diag()\}, ..., \L), also

Mty (0
exp(At) = diag(eMf, ..., eM) und x(t) = < : ) :

. (0
exntxg)

2. A = N, (nilpotente Blockmatrix). Dann ist exp(At) = >, #, also z.B.

firn=4
1tt2/21t3/6
exp(Nyt) = (8(1) ! tiﬂ) )
00 0 1
3. A= A;®A,. Dannist Al = AL@ A, also exp(At) = exp(A;t)Dexp(Aat). ©

Diese Beispiele ermoglichen zusammengenommen die Exponentialfunktion einer

Jordan-Matrix
Jy (M) @ ... & J,, (A\) € Mat(r,C)

zu bilden, denn J,.(\) = A1, + N,, also

exp(J.(A\)t) = exp(Mtl+ N,t)
= exp(At]) - exp(N,t) = eM exp(N,t).

Die Exponentialfunktion einer beliebigen reellen Matrix A € Mat(n,R) bilden
wir, indem wir sie mittels S € GL(n, C) zu einer komplexen Jordan-Matrix

J=S8"1AS
konjugieren. Dann ist
exp(At) = exp(SJS't) = Sexp(Jt)S,
denn bei der Bildung der Potenzen
(SIS Hr=8J5"1.....8J8!

fallen die inneren Paare S='S = 1,, heraus.
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3.2 * Lineare Fliisse in der Ebene

Die Summe der algebraischen Vielfachheiten der Eigenwerte A mit Re(\) < 0
heiBt der Index von A und wird Ind(A) geschrieben.

Im Limes von Zeiten t — oo konvergieren die Losungen mit Anfangswerten im
entsprechenden Unteraum gegen Null, weshalb dieser auch der stabile Unteraum
genannt wird. Wir schauen uns dies im Fall der Dimension 2 genauer an.

Zueinander dhnliche Matrizen fiihren zu Fliissen, die sich nur durch eine Ba-
sistransformation unterscheiden.

Wir betrachten fiir A = (2! %2) € Mat(2,R) den Fluss ®{*) : R? — R? der
linearen DGL & = Ax. Die GroBen

tr(A) = ay11+a det(A) = 1129 —A12021 und D := tr(A)2—4det(A)

sind invariant unter Konjugationen A — SAS™!, und die Eigenwerte \;/, € C
sind gleich
Aija = 2(tr(A) £ VD).

Nur wenn die Diskriminante D = 0 ist, kann also die komplexe Jordan-Normalform
von A aus einen Jordan-Block der GroBe 2 bestehen, und nur dann ist die
Konjugations-Klasse von A nicht schon durch tr(A) und det(A) festgelegt.
Nicht hyperbolisch ist die Matrix A genau dann, wenn mindestens einer der
Eigenwerte verschwindenden Realteil hat. Dies ist genau dann der Fall, wenn

1. det(A) = 0, also sogar ein Eigenwert 0 ist oder
2. det(A) > 0, aber tr(A) = 0 gilt, also die Eigenwerte rein imaginar sind.

In der (tr,det) € R?*-Ebene bilden diese Bedingungen die Abszisse bzw. positive
Ordinate und trennen damit drei offene Gebiete ab, siehe Abb. 3.1.

e Ind(A) = 0 gilt fiir den Quadranten det(A) > 0 < tr(A)
e Ind(A) =1 gilt fiir det(A) < 0. Hier sind beide Eigenwerte reell.
e Ind(A) = 2 entspricht dem Quadranten det(A) > 0 > tr(A).

Wie im letzten Abschnitt bewiesen, sind die Fliisse innerhalb jedes dieser drei
Gebiete untereinander konjugiert, aber Fliisse fiir Matrizen mit verschiedenen
Indices sind nicht konjugiert.

Der Fall Ind(A) = 1 ist, entsprechend dem Vorzeichen von tr(A), noch weiter
unterteilbar. In der Situation tr(A) = 0 zweier Eigenwerte A\; = —X2 € R wird
das Phasenraumvolumen durch den Fluss erhalten, wéhrend er fiir tr(A) < 0 im
Limes groBer Zeiten mit exponentieller Rate gegen Null geht. Der Fall tr(A) > 0
ist in Abb. 3.2 dargestellt.
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Abbildung 3.1: Verzweigungsdiagramm fiir Matrizen A € Mat(2, R), mit Diskri-
minante D = tr(A)* — 4det(A).
tr(A) < 0: Senke; tr(A) = 0: Volumenerhaltender Fluss; tr(A) > 0: Quelle

Die durch die Gleichung D = 0 definierte Parabel trennt die Konjugations-
Klassen Ind(A) = 0 und Ind(A) = 2 noch weiter auf. Fiir D > 0, also reelle
Eigenwerte, erhalten wir sog. Knoten als Phasenraumportrats, siehe Abb. 3.3.
Diese werden stabil genannt, wenn dim(E®) = 2, also Ind(A) = 2 ist und
instabil fir Ind(A) = 0.

Fir D = 0 kann die Jordan—Normalform von A ein nichttrivialer Jordan—
Block sein. Ein entsprechendes Phasenportrat, uneigentlicher Knoten genannt,
findet sich ebenfalls in Abb. 3.3.

Ist zusatzlich tr(A) = 0, sind also beide Eigenwerte gleich Null, erhalt man ei-
nen eindimensionalen Eigenraum von Gleichgewichtslagen, wie in Abb. 3.4 (links).
Der Fall tr(A) = 0, det(A) > 0 fiihrt zu imaginaren Eigenwerten und periodi-
schen Orbits (Abb. 3.4 rechts), auch Zentren genannt.

Endlich ist fir D < 0 und tr(A) < 0 die Bewegung spiralférmig und stabil
(Abb. 3.5), wahrend D < 0 und tr(A) > 0 zu sog. instabilen Spiralen fiihrt.
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Abbildung 3.2: Phasenportrat von Satteln der DGL & = Ax. Links: Systemmatrix
A= (3 0) Rechts: zu A dhnliche Matrix.

0-2

~— (~

™ — _/_)_

Abbildung 3.3: Phasenportrats von Knoten der DGL & = Ax. Links: instabiler

Knoten, fir A = (0 1/2) Rechts: instabiler uneigentlicher Knoten, fiir A = ((1)1)
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Abbildung 3.4: Phasenportrdts von @ = Ax. Fall rein imaginadrer Eigenwerte.
Links: Nilpotente Matrix A = ({); Rechts: Zentrum, fiir antisymmetrische Ma-
trix A = (0 1)

) (&

Abbildung 3.5: Phasenportrats von stabilen Spiralen der DGL & = Ax. Links:

A= (11/57;/15); rechts: eine nicht zu A 3hnliche Matrix
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3.3 * Ein Beispiel

Es soll die lineare Differentialgleichung
G=v1 , @2=v2 , 1=@—¢@ , V2=q G

gelost werden. Diese beschreibt die Bewegung zweier Massenpunkte auf der Ge-
raden mit Orten ¢; und Geschwindigkeiten v;, die sich gegenseitig mit einer zu
ihrem Abstand proportionalen Kraft anziehen.

Schreiben wir (z1, 9, x3,x4) = (v1, V9, ¢1,2), dann entspricht diese DGL 2.

Ordnung & = Mx mit
00—1
= (4 e )
01

—_

-1 1
1 —
0 0
0 0
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Wir stellen die Matrix m des Dgl-Systems auf.
Die Koordinaten sind die Geschwindigkeiten und Orte,\¥,q; ,0 ) der beiden Massenpunkte.

m= {{0, O, -1, 1}, {0, O, 1, -1}, {1, O, O, O}, {0, 1, O, O}}; MatrixForm[m]

or oo
=, OOoOOo
=
I
-

Wir berechnen die Eigenwerte und Eigenvektorenmon

Die erste Klammer von Eigensystem[m] enthdlt die Nullstellen des charakteristischen Polynoms von m mit ihren M
itaten.

Die zweite Klammer enthalt die dazugehdrigen Eigenvektoren.

Ei gensyst em[m]

{{0, 0, -1+2, iV2},
{t0, 0, 1, 1}, {0, 0, 0, 0}, {i~2, -i+V2, -1, 1}, {-i+/2, iv2, -1, 1}}}

Der erste Eigenvektor {0,0,1,1} zum Eigenwert O entspricht einer Verschiebung der beiden Orte der Massenpunki
gleichen Wert.

Da m auf dem verallgemeinerten Eigenraum E(O)nicht diagonalisierbar ist, wird kein zweiter Eigenvektor zum Eig
gefunden.

Daher berechnen wir die (Eigenwerte und) Eigenvektorermfon

Ei gensystem[m m]

{{-2, -2, 0, 0}, {{0, O, -1, 13}, (-1, 1, 0, O}, (O, O, 1, 1}, {1, 1, O, O}}}

Dabei &ndert sich die Reihenfolge der (quadrierten) Eigenwerte.

Der zweite Eigenvektor {1,1,0,0} zum Eigenwert O entspricht einer Bewegung beider Massen mit gleicher Anfangs
digkeit vom Nullpunkt weg.

Die Linearkombination {0,0,-1,1}+{-1,1,0,0}={-1,1,-1,13ler beiden gefundenen Eigenvektoren zum Eigenwert
entspricht Anfangsbedingungen,

bei denen sich die beiden Massenpunkte von ihrem Schwerpunkt bei 0 entfernen,

wahrend sie sich bei der Linearkombination {0,0,-1,1}-{-1,1,0,0}={1,-1,-1,dlesem annahern.

Wir wenden die Exponentialfunktion auf die Matrix m t an:

em=Ful | Sinplify[MatrixExp[mt]]; MatrixFormem]

OOSHE‘}Z Sin[th_}2 7% 5,1&#_
Sin[%}z @S[%}Z Sln[wx/qft] 7S|n£/\§t]
%<2t+\/§Sin[\/§t” %(2(—\/§Sin[\/§t” COS[%}Z Sin[%]z
L(2t-vZsin[vZt]) 4 (2t+vZsin[vZt]) sin[]? Cos[--]?
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Nun wollen wir die allgemeine Losung des Differentialgleichungssystems bestimmen.Diese hangt von den Kon:
CI[1],C[2],C[3] und C[4] ab.

Full Sinplify[DSolve[{ql’’ [t]=0Q2[t]-ql[t], 92"  [t]=0q9l[t]-q2[t]}, {ql[t], Q2[t]}, t]]

{{atit) > 7
(2 (t (C[1] +C[2]) +C[3] +C[4]) +2 (C[3] -C[4]) Cos [v2 t | ++/2 (C[1] -C[2]) Sin[V2 t]),
92[t ] —>% (2 (t (C[1] +C[2]) + C[3] +C[4]) +2 (-C[3] +C[4]) Cos[vVZ t ] +
V2 (-C[1] +C[2]) Sin[v2 t])}}

Jetzt geben wir Anfangsorte und Anfangsgeschwindigkeiten an und lassen das Dgl-System lésen:

DSol ve[{ql'' [t] =q2[t]-ql[t], g2’ [t] =ql[t]-q2[t],
ql[0] ==0, g2[0] ==1, g1’ [0] ==1/10, g2’ [0] ==0}, {qlf[t], 92[t]}, t]

{{ql[t]e%e’“ﬁ‘ (20402 +40e' V21 _20e2 V2 _i/2 &21VZ L4tV ),
qZ[IJA%e’“ﬁt (20—1’1\/_2_+4O‘eh/?t +20e2iV2t +I'L\/_2_<132“/?t L4eiV2t t)}}

Wir haben vergessen , die Trigonometrischen Additionstheoreme anwenden zu lassen, um die Ausdriicke zu vere

x = Ful | Sinplify[Evaluate[{ql[t], g2[t]} /. 9]
{{Tlﬁ (20+2t -20Cos[V2 t]+v2sin[v2t]), Tlg (20+2t +20Cos (V2 t] -2 sin[vV2t])}}
g1 und @ werden bis zur Zeit tmax gezeichnet.

Pl ot [Eval uate[x], {t, O, tmax}, PlotPoints - 300]

7
6
5
4
3
2
1
20 40 60 80 100 120
- G aphics -
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Warum bemiihen wir eigentlich die Lineare Algebra, statt die Differentialgleichungen gleich numerisch zu Idsen?
Weil wir dann auf einen Schlag die Lésung fir alle Zeiten finden. Numerik aber verschlechtert sich mit der Zeit.
Hier explodiert aus mir unbekannten Griinden die numerische Lésung zur Zeit t=109:

t max = 120;
NDSol ve [{QL' ' [t] = Q[t]-QL[t], Q"' [t]=QI[t]-Q[t],
QL[0] ==0, @Q[0] =1, QL' [0] ==0.1, @’ [0] ==0}, {Q, @}, {t, 0, tmax}]

NDSol ve: : nxst : Maxi num nunber of 1000 steps reached at the point t == 109.68734614586384".

{{QL > Interpol ati ngFunction[{{0., 109.687}}, <>],
@ - Interpol ati ngFunction[{{0., 109.687}}, <>]}}

Pl ot [Eval uate[{QL[t], Q[t]1} /. %4, {t, O, tmax}, PlotPoints -» 300]

I nterpol ati ngFunction::dnval : Input value {109.754} lies
outside the range of data in the interpolating function. Extrapolation will be used.

I nterpol ati ngFunction::dnval : Input value {110.169} lies
outside the range of data in the interpolating function. Extrapolation will be used.
I nterpol ati ngFunction::dnval : Input value {109.955} lies
outside the range of data in the interpolating function. Extrapolation will be used.
General ::stop : Further output of InterpolatingFunction::dnval will be suppressed during this calculation.
10+
7.5}
5t
2.5¢
20 40 60 80 100 120
-2.5¢
- Graphics -

4 (Quadratische Formen

Bis jetzt wurden in dieser Vorlesung hauptsachlich solche Teilmengen M C V
von K-Vektorraumen V betrachtet, die selbst Vektorraume sind, oder bei denen
zumindest die Menge {m; — mgy | m1,ms € M} aller Differenzvektoren einen
Unterraum von V' bildet (nicht leerer affiner Unterraum M). Allgemein treten
affine Unterrdume als Losungsmengen linearer Gleichungssysteme auf.

4.1 Affinitaten und Kongruenzen

Jetzt werden wir verallgemeinert Quadriken untersuchen. Beispiele solcher Qua-
driken fiir V' = IR? sind neben den Geraden die Ellipsen, Parabeln und Hyperbeln.
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Wie bisher betrachten wir endlich-dimensionale Vektorraume iiber dem Koérper
K =R und K = C, also ohne Beschrankung der Allgemeinheit den K". Den K-
Vektorraum der Polynome in n Unbestimmten nezeichnen wir mit K[z, ..., z,].

4.1 Definition Eine Teilmenge (Q C K™ heiBt Quadrik, wenn ein quadratisches
Polynom p € K[zy, ..., x,] mit

Q:{($1,-..,xn) e K" ’p(mbaxn)zo}
existiert.

Wir kénnen nun mit z := (z1,...,z,)" dieses Polynom in der Form
p(z) = 2'Ax + bz + ¢ (x € K")

schreiben, wobei A € Mat(n,k),b € K" und ¢ € K eindeutig bestimmt sind,
wenn wir A = A? (also die Symmetrie von A fordern (Letzteres kdnnen wir immer
durch Ubergang von A zu T(A + A") erreichen).

Man sieht dem Polynom p nicht direkt die geometrische Form der Quadrik @)
an. Uberhaupt miissen wir uns zunichst iiber diese Formen ins Bild setzen. Dazu
ist es naheliegend, eine Koordinatentransformation des K" vorzunehmen, die das

Polynom p vereinfacht. In Frage kommen zunachst die so genannten Affinitaten:

4.2 Definition Eine Abbildung f : V' — W von K-Vektorrdumen heiBt affin,
wenn die Abbildung

f:V-w f(x) = f(x) — f(0)
linear ist. Sie heiSt Affinitat, wenn sie zusatzlich bijektiv ist.

Die Affinitaten f : K" — K" bilden eine Gruppe, denn jedes solche f besitzt die
Form f(z) = Az + v mit A € GL(n,K) und v € K", sodass

ffy)=A'y— A" und fog(x)=ABz + (v+ Aw)
fir g(z) = Br 4+ w gilt.

4.3 Beispiel (Affinitdten) Beispiele fiir Affinitaten des R™ sind die Drehungen
f(z) = Ox mit O € SO(n), die Streckungen f(z) = cx um einen Faktor
c € R\{0} oder die Translationen f(z) = x + v um den Vektor v € R". <&
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Es ist nun rationell, sowohl die Affinitaten als auch die Quadriken des K" im
K™+ darzustellen. Ist namlich

flz)=Az+v (x € K")
eine Affinitat, dann gilt fiir die erweiterte Matrix
Er:=(}9) e Mat(n + 1,K)
die Eigenschaft eines Gruppenhomomorphismus
EgBy = (wp)(va)= (erle BOA> = Egor,

(wobei g(z) = Bx 4+ w eine weitere Affinitat des K" sei).
Ordnen wir dem Vektor 2 € K™ den erweiterten Vektor £, := (1) € K"*!
zu, dann gilt

EfE, = (4 %) (1) = (avr0) = Efa)- (4.1)
Ordnen wir andererseits dem quadratischen Polynom p € K[zy, ..., x,] der Form

p(z) = (z, Az) + (b,x) + ¢

(mit der Bilinearform (b, ) = byz1 + ... + b,x,,) die Matrix

L c bt/2
Spi= (4o (a2 ) € Mat(n + LK)

zu, dann ist .S, symmetrisch (S[t) =5,), und es gilt
p(x) = (B, SpEy). (4.2)

Wir wollen nun durch eine Affinitat f des K™ die p zugeordnete Quadrik p~1(0) C
K™ auf eine moglichst einfache Form bringen. D.h. wir substituieren = = f(y) in
p(z). Wegen (4.2) und (4.1) bedeutet dies

p(f(y)) = (Ef(y)7SpEf(y)):(EnyaspEny) (4-3)
= (E S’Ey) mit SI’J = E}SpEf.

Yr»~np

Zur Losung dieses Normalformproblemes fiir den Spezialfall K = R schauen wir
uns zunachst das verwandte Problem der Normalform unter orientierungserhal-
tenden Kongruenzen an:

4.4 Definition Eine Affinitit f : R™ — R™ heift
e Kongruenz, wenn sie Abstande erhilt, d.h.

If (@) = fWll =lle =yl (z,y €R"). (4.4)
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e Sie heiBt orientierungserhaltend, wenn det(A) > 0 (mit f(z) = Az +v)
gilt.

Eine Affinitdt f(x) = Ax + v ist genau dann eine Kongruenz, wenn A € O(n)
gilt, und genau dann eine orientierungserhaltende Kongruenz, wenn A € SO(n).

Weiter kann man zeigen, dass jede abstandserhaltende Abbildung f : R" —
R™ (fiir die also (4.4) gilt) eine Affinitat ist.

4.2 Normalformen von Quadriken

Wir wollen jetzt Quadriken — zunachst durch Kongruenzen, danach allgemeiner
durch Affinidten — auf eine moglichst einfache Normalform bringen.

4.5 Beispiel (Ellipsen) Beispielsweise wird dabei eine Ellipse um den Nullpunkt
zentriert, und die Hauptachsen werden entlang der Abszisse bzw. Ordinate ausge-
richtet. Verschiedene Ellipsen unterscheiden sich danach noch durch die Langen
ihrer Hauptachsen, also zwei reelle Parameter.

LaBt man statt Kongruenzen allgemeine Affinidten zu, dann kann man durch
Skalierung der Abszissen- und Ordinatenrichtung alle Ellipsen in einen Kreis vom
Radius Eins iiberfiihren. &

Das Beispiel verallgemeinert sich fiir Kongruenzen folgendermaBen:

4.6 Satz Ist p € R[zy,...,x,] ein quadratisches Polynom der Form p(z) =
(z, Ax) + (b,x) + ¢ mit A = A" und m := rg (A), dann existiert eine orientie-
rungserhaltende Kongruenz f des R™ mit

D i A , 18(E,) =m
pofly) =19 it Ayl +ec , g (E) =m+1
oy Ayt 20 ollymyr s rg(Ep) =m + 2.

Dabei sind \y > Xy > ... > \,, die von Null verschiedenen Eigenwerte der
symmetrischen Matrix A.

Beweis: GemiB (4.3) besitzt das quadratische Polynom po f die Form po f(y) = (Ey, S, Ey)

mit S}, = E}SpEf. Wir setzen f aus vier orientierungserhaltenden Kongruenzen zusammen:
f=1Jfaofsofa0fi1.
1. Dabei ist fi(z) := Oqx, wobei wir zunichst nur O; € O(n) fordern. Damit ist die Trans-
ponierte von Ey, = () gleich Ef = ((1) O(lll) und es gibt ein O; mit
E' S,E; = (b) und D = diag(\1, ..., Am,0,...0).

b D

Ist O; & SO(n), also f1 nicht orientierungserhaltend, dann kénnen wir dies durch Ubergang
zur Drehmatrix diag(—1,1,...,1)O; € SO(n) erzwingen. Ist b = 0, dann ist der Satz damit
bewiesen.
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2. Wir wahlen f5 von der Form fo(z) = z + vy mit

L _Ei//\i 5 ng
(”2)"{ 0, i>m.

Dann ist E% ¢ SpEpof, = (; g) wobei by = ... = b, =0 ist.

3. Wegen der Annahme b = 0 ist auch 137& 0. Es gibt aber eine Drehung O3 € SO(n) von der
Form O3 = 1,, & O3 mit O3 € SO(n — m), die O3b = 1 - €11 mit p := ||b]| bewirkt, b
also in Richtung des (m + 1)—ten Einheitsvektors dreht. Damit gilt fiir f3(x) := O3z

. _ c el
EfaszoflspEf3of20f1 B (H'Em,+1 D+1) ’

die Diagonalmatrix D bleibt also unverandert.

4. lst vy := —;—;emﬂ, dann ist fir fa(z) :=x4+wvgund f = fio fso fao fi

0 el
S;:E}SpEf: ( 'u’m+1)’

pem41 D

also po f(y) = 33701 Aa? + 2[Ibllymr1- o

4.7 Bemerkung (Hauptachsentransformation) Ist b = 0 und ¢ = 0, dann
ist p die quadratische Form p(z) = (z, Az), und der Satz besagt, dass es eine
Drehung x = f(y) = Oy des R" gibt, die p in Diagonalform po f(y) = >, A\iy?
transformiert. O € O(n) heiBt dann auch Hauptachsentransformation. &
Wir kehren zu unserer urspriinglichen Fragestellung der Normalformen von Qua-

driken unter Affinitaten zuriick und zeigen:

4.8 Satz Ist p € Rxy,...,x,] ein quadratisches Polynom der Form p(x) =
(z, Ax) + (b,x) + ¢ mit A = A" und m := rg (A), dann existiert eine orientie-
rungserhaltende Affinitit g des R", fiir die die Quadrik (po g)~'(0) C R™ durch
die Gleichung

B+t —z,—...—25=0 , 1g(E,) =m
A4+, - —2h=1 , 1g(Ep) =m+1
At — e — 2 =22, 18(E,) =m 42

beschrieben wird. Dabei ist k die Zahl der positiven Eigenwerte von A.

4.9 Bemerkung (Signatur) Das Zahlentripel (k, m —k,n—m) heiBt Signatur
einer quadratischem Form p und ist gleich der Zahl der positiven, negativen bzw.
Null-Eigenwerte der symmetrischen Matrix A, jeweils mit ihrer Multiplizitat.
Der Tragheitssatz von Sylvester besagt, dass diese Zahlen gleich den Dimensionen
der Unterraume in einer beliebigen Zerlegung

R*=V,®V_ad W
ist, bei die Restriktion von p auf V[, verschwindet, auf V. positiv definit und auf

V_ negativ definit ist. Der Rang der quadratischen Form p ist m = rg (A).
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Beweis:
o Ist gi(2) = Mz mit M := diag(|A\1|~"/2,...,|Am|"Y2,1,...,1), dann ist unter Verwen-
dung der orientierungserhaltenden Kongruenz f aus Satz 4.6

m

pofogl(z):Zz - Z 22 falls rg(E,) =m.

i=1 i=k+1

AN

e Ist dagegen rg (E,) = m + 1, dann setzen wir g;(z) = Mz mit

—1/2
11)

sodass po fogi(z) = |c| (Zle 2=t sign(c)) ist.

Ist sign(c) = +1, dann permutieren wir noch die z1, ..., z; mit den zg41,..., 2y Dies ist
eine orthogonale Transformation, und wir kdnnen wieder die Positivitat der Determinante
durch Multiplikation einer Koordinate mit —1 erzwingen.

1/2

C
gy E

M .= diag ( /\i
1

Die Quadrik von po f o g1 hangt nicht vom Vorfaktor |c| > 0 ab.

e Im letzten Fall g (E,) = m + 2 wird durch Ubergang zur Variablen 2,1 := ||b||ym+1 — 5
reskaliert und die Konstante c gleichzeitig durch Null ersetzt. a

Durch Verwendung allgemeiner Affinitaten konnen wir Langen andern, und bei-
spielsweise jede Ellipse in den Einheitskreis tiberfiihren. Daher haben wir fiir jede
Dimension n nur endlich viele affine Normalformen.

4.10 Beispiele Normalformen von Quadriken]

1. Fir n =1 kommen die Fille Q = {0}, Q = {-1,1}, Q =R und Q = () vor,
entsprechend den Kardinalitaten der Losungsmengen quadratischer Gleichun-
gen.

2. Fur n = 2 konnen wir zunichst die Quadriken der eindimensionalen Nor-
malformen mit R multiplizieren, und erhalten die Gerade Q = R x {0}, die
Doppelgerade Q = R x {—1,1}, die Ebene Q = R? und die leere Menge.

Die Gleichung 22 + 22 = 0 hat als Lésungsmenge den Nullpunkt, wihrend
fiir 27 — 23 = 0 die beiden Winkelhalbierenden die Quadrik () = span(}) U
span(fl) ergeben.

Diese sind die Asymptoten der Hyperbel Q = {(z1,2) € R? | 22 — 22 = 1}.

Die Quadrik zur Gleichung 2} + 22 = 1 ist natiirlich der Kreis mit Radius 1
um den Nullpunkt.

Zuletzt beschreibt die Gleichung 2? = 2z, eine Parabel.
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— - > >C O\

Punkt Gerade Doppelgerade Geradenpaar Hyperbel Kreis Parabel

Abbildung 4.1: Affine Normalformen der Quadriken fiir n = 2 (auBer QQ = R?,
Q = ()) mit eingezeichnetem Ursprung des Koordinatensystems

Die Aquivalenzklasseneinteilung beziiglich orientierungserhaltender Kongruenzen

ist feiner als die beziiglich Affinitaten. Beispielsweise erhalten wir statt des Kreises
2 2

die Kongruenznormalformen Z—; + Z—% =1 mit 0 < a; < ay der Ellipsen, deren
2

Halbachsen mit den Langen ailin Richtung der y;—Achsen gedreht sind:

Y2

N
"

Wir sehen, dass wir sowohl im affinen als auch im Kongruenzfall Normalformen
von gewissen Quadriken der Dimension n + 1 erhalten, indem wir im R"**! (statt
im R™) die Nullstellenmenge der quadratischen Polynome von Normalformen der
Dimension n betrachten. Man spricht dann von Zylindern:

ag

n

SN
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=
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N e
PEEEOOTOTTRNSINS SN

Y
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S

Abbildung 4.2: Affine Normalformen von Quadriken fiir n = 3: = (Ebene), x?—1
(Doppel-Ebene), 2% — y* (Ebenenpaar)
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Abbildung 4.3: Affine Normalformen von Quadriken fiir n = 3: 22 — 3% — 1

(Zylinder iiber Hyperbel), 2% + y? — 1 (Zylinder iiber Kreis), 22 — 2y (Zylinder
iber Parabel)

Daneben finden wir in jeder Dimension jedoch auch Quadriken, die nicht
Zylinder sind:

ooV

1 KK
R
AN

Abbildung 4.4: Affine Normalformen von Quadriken fiir n = 3: 22 +y? 4+ 22 — 1
(Sphare), 22 + y? — 22 — 1 (einschaliges Hyperboloid), 22 + % — 2? (Kegel)
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Abbildung 4.5: Affine Normalformen von Quadriken fiir n = 3: 22 — y? — 22 — 1
(zweischaliges Hyperboloid), 2% + y* — 2z (Paraboloid), x* — y? — 22 (Sattel)

5 Metrik, Topologie und Stetigkeit

Die Topologie ist das Teilgebiet der Mathematik, das sich mit Begriffen wie
Offenheit, Abgeschlossenheit und Kompaktheit von Mengen, Konvergenz von
Folgen und Stetigkeit von Funktionen befasst.

Diese Begriffe kann man z.B. definieren, wenn man Abstande von Punkten
der Menge messen kann, d.h. eine Metrik vorliegt.

5.1 Metrische Raume

Der Begriff der Metrik stellt eine Abstraktion des Abstandsbegriffes dar:

5.1 Definition Eine Menge M mit einer Funktion d : M x M — R heiBt
metrischer Raum mit Metrik d, falls fiir alle x,y,z € M gilt:

e dx,y) >0 , dz,y)=0<=2ax=y (Positivitit)
o d(y,x) =d(x,y) (Symmetrie)
o d(z,z) <d(x,y)+d(y,z) (Dreiecksungleichung).

Man nennt d(z,y) den Abstand von x und y.

5.2 Beispiele (Metrische Raume)

1. Die Menge B := {0, 1} bezeichnet ein Bit. Wir betrachten Folgen von n € N
Bits, d.h. Elemente von B". |hr sog. Hamming-Abstand ist durch die Metrik
d:B"x B"—{0,1,...,n},

d((bl,...,bn),(cl,...,cn)) = |{z€ {1,...n}| bﬁéc,-}|
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gegeben'?, also durch die Zahl der Stellen, an denen sich die beiden Bitfolgen
unterscheiden. Diese Metrik wird in der Informationstheorie benutzt.

2. Fiir uns besonders wichtig ist die euklidische Metrik auf C

d:CxC—R,dxy):=r—yl=(r1— )+ (2 — )% (5.1)

die den Abstand der Punkte x und y in der komplexen Zahlenebene misst.
Dass d tatsachlich die Dreiecksungleichung erfiillt, folgt aus

d(z,z) =z —z| =[x —y)+(y—2)| < |z —y|+ |y — 2] = d(z,y) +d(y, 2).

3. Ist (M,d) ein metrischer Raum und N eine Teilmenge von M, dann ist
(N,dy) mit der “auf N restringierten” Metrik

dNZNXN%R ) dN($,y) :d<x7y)

ebenfalls ein metrischer Raum.

Betrachten wir etwa M := C mit der Metrik (5.1), dann ist
St:={ceC]||c =1}

geometrisch die Kreislinie'* vom Radius 1 um den Nullpunkt. Der Abstand
dgs1(z,y) zwischen zwei Kreispunkten ist dann gleich der Lange der Sekante
mit den Endpunkten x und y.

Eine andere sinnvolle Metrik auf S* ist durch die (minimale) Winkeldifferenz
von x und y gegeben.

4. Auf dem Vektorraum R"™ wird die Lange eines Vektors durch die euklidische

Norm
(= () em)

von v definiert. Mit d(z,y) := |ly — || ergibt sich daraus eine Metrik auf
dem R", genannt die euklidische Metrik. Denn es gilt die Dreiecksungleichung
v +w|| < |jv]| + [Jw]|. Speziell fir n = 1 ist d(z,y) = |z — y|.

12mit Schreibweise als Zeilenvektoren

13Genauer gesagt wird die Abbildung d : M x M — R auf N x N restringiert.

4Man spricht nicht einfach vom Kreis, weil man eine Verwechslung mit der (abgeschlos-
senen) Kreisscheibe {¢ € C | |¢| < 1} ausschlieBen will. Der Index 1 bezieht sich auf die
Dimension der Kreislinie. Analog bezeichnet die d—Sphire 5 := {z € R | 2442 — 1}
die Oberfliche der Einheitsvollkugel {x € R4+1 | Y041 42 < 1} im RHHL.
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5. Auf dem Vektorraum R"™ auch durch die Maximumsnorm

v1
|V]|oo := max(|v1], ..., |va]) (,U — ( : ) e Rﬂ)

eine Metrik definiert:
doo(,y) = ||z — y||0o, und es gilt

doo(z,y) < d(z,y) < Vndeo(z,y) (2,9 €R"),

sieche nebenstehende Abbildung fiir n = 2

und z = 0.

Geometrisch ist die " Einheitskugel”

{v e R"|||v||oo < 1} beziiglich der Maximumsnorm ein achsenparalleler um
den Nullpunkt zentrierter n-dimensionaler Wiirfel der Kantenlange 2.

6. Mit der Bijektion

1 , T =00 F 00
fR—=[-1,1], f(z):= = » TER %

— 0.25
-1 , r=—-

wird eine Metrik d auf R durch %{il
d(z,y) == |f(x) — f(y)| eingefiihrt. & .

5.3 Definition
Es sei (M, d) ein metrischer Raum, x € M und € > 0. Dann heit

X

Us(z) :={y € M | d(y,z) < ¢}
(offene) e=Umgebung von z in M.

Immer gilt © € U.(x), und im metrischen Raum R mit euklidischer Metrik ist
fir a < b das offene Intervall (a,b) = gleich U.(xz) mit dem Mittelpunkt z :=
L(a+1b) und € := B2 Im R" mit euklidischer Metrik ist U.(z) geometrisch
eine n—dimensionale um z zentrierte Vollkugel vom Radius €. Im Gegensatz zur
abgeschlossenen Kugel {y € R" | d(x,y) < £} wird sie offene Kugel genannt.

5.2 Folgen in metrischen Raumen

5.4 Definition

1. Jede Abbildung a : N — M in eine Menge wird auch Folge in M genannt
und in der Form (ay)nen oder (ay,as,as, . ..) geschrieben. Fiir M = C wird
die Folge komplexwertig, fiir M = R" vektorwertig genannt.
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2. Eine Folge (ay)nen in einem metrischen Raum (M, d) heiBt Cauchy-Folge,
wenn fiir alle e > 0 ein N = N(e¢) € N existiert mit

d(am,an) < € (m,n > N).
3. e Eine Folge (a,)nen in M konvergiert gegen c € M, wenn fiir alle e > 0
ein N = N(e) existiert mit
a, € U(c) (n > N).
e In diesem Fall nennt man ¢ Grenzwert oder Limes von a und schreibt

c= lim a,.
n—oo

e falls es ein c € M gibt, gegen das die Folge a : N — M konvergiert, heil3t
sie konvergent, sonst divergent.

Diese Definitionen erweitern die fiir die reellen Folgen a : N — R in der Analysis |
eingefiihrten Begriffe. In diesem Fall ist (mit der Metrik d(z,y) = |x — y|) die
Bedingung |a,, — ¢| < £ in (2.7) namlich gleichbedeutend mit a,, € U.(c).

5.5 Beispiele (Cauchy-Folgen)

1. Eine reelle Folge ist genau dann konvergent gegen y € R, wenn sie beziiglich
der Metrik d aus Beispiel 5.2.6 gegen y konvergiert. Uneigentliche Konvergenz
gegen +0o entspricht aber einfach der Konvergenz gegen 400 beziiglich d.

2. Unter Benutzung der Metriken aus Beispiel 5.2.2 und 5.2.4 kénnen wir jetzt
auch Cauchy-Folgen in C und im R™ behandeln. <&

5.6 Satz Alle konvergenten Folgen sind Cauchy-Folgen.

Beweis: Sei a = lim,,_,o0 Tp,. Dann ist d(z,, z,) < d(Tp,a) + d(zy,a). m|

Aber nicht in jedem metrischem Raum konvergieren alle Cauchy-Folgen. Daher
machen die Mathematiker ihren Wunsch zu einer Definition:

5.7 Definition

e FEin metrischer Raum heiBt vollstandig, wenn in ihm jede Cauchy-Folge kon-
vergiert.

e FEin vollstandiger normierter Vektorraum heift Banach-Raum.

Uns ist schon die Vollstandigkeit von R mit der Standardnorm bekannt.
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5.8 Satz Die metrischen Riume C und R"™ (n € N) mit den euklidischen Nor-
men sind vollstindig, also Banachraume.

Beweis:
e Als metrische Riume stimmen (C,d) und (R?,d) mit den Metriken aus Beispiel 5.2.2 und
5.2.4 iiberein. Daher ist nur der Fall (R?, d) zu untersuchen.

T
e Ist nun (y)men Mit z,, = (z%), e ,:c%”) € R™ eine Cauchy-Folge, existiert also fiir
e>0ein N € Nmit
|zm — x| < e (m,£> N),

dann sind die reellen Folgen (:cgf)) N der k—ten Komponenten ebenfalls Cauchy-Folgen,
me

und es gilt
’azg,’f)—argk)‘<e (m >N, k=1,...,n)

(dies folgt aus der Ungleichung ’x%‘) - mék)‘ < ||#m — z¢||). Letztere Cauchy-Folgen kon-
vergieren aber in R.

Die Konvergenz der Cauchy-Folge (2., )men folgt damit aus dem nichsten Satz. |
- - (1) ()" -
5.9 Satz Eine Folge (x.,)men mit x,, = (xm T ) € R™ konvergiert

genau dann, wenn die reellen Folgen <:1:,(7]§)> konvergieren. Es ist dann
meN

(k)
(lim xm) = lim z® (k=1,...,n).

m
m— 00 m— 00

Beweis:
o Falls y = (yM, ...,y :=lim,, 00 ., € R" existiert, gibt es fiir ¢ > 0 ein N € N mit

[em —yll <& (m=N).

Dann ist aber auch

k
2 =y ¥ < flom —yll <e.
e Konvergieren dagegen die Koordinatenfolgen, d.h. existieren y*) € R mit
y®*) = lim xﬁ,’f) (k=1,...,n),
m—o0

dann gibt es auch fiir jedes € > 0 ein N, sodass
(k) _ (k)‘ < £
’xm Y n =

Dann ist aber mit y := (y"), ... ,y("))T € R™ auch

n
2
lom =gl = | D[ =y ®| <e (m=w),
k=1
was y = lim,, o &, impliziert. O
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Wir konnen also Konvergenz in C oder im R"™ koordinatenweise iiberpriifen.
In Anwendungen auf zusammengesetzte Folgen ermdglicht der folgende Satz
eine vereinfachte Berechnung von Limiten.

5.10 Satz
1. Fiir vektorwertige Cauchy-Folgen a,b : N — R" gilt

lim (a, + b,) = lim a, + lim b,.
n—0o0 n—0o0 n—o0

2. Fiir komplexwertige Cauchy-Folgen a,b: N — C gilt

lim (a, +b,) = lim a,+ lim b,,
n—oo n—0o0 n—oo
lim (a,b,) = (lim an) <lim bn>
n—oo n—oo n—o0

und, falls b, # 0 (n € N) und lim,,_,, b, # 0, auch

Qn hmn—>oo Qn,

Beweis: Dies folgt unter Verwendung von Satz 5.9 aus den analogen Aussagen fiir reelle
Folgen. O

5.11 Definition y € M heiBt Haufungspunkt der Folge (a,)nen im metri-
schen Raum (M, d), wenn fiir alle ¢ > 0 gilt

{n e N|a, € U.(y)}| = oc.

5.12 Beispiele (Haufungsmengen)

1. Ist y = lim,, . a,, dann ist y Haufungspunkt der Folge. Es kann dann keine
weiteren Haufungspunkte der Folge geben, da diese fiir jedes £ > 0 schlieBlich
(d.h. fiir alle n > N(e)) in U.(y) bleibt.

2. Die reelle Folge mit Folgenglied a,, := (—1)" besitzt genau die Haufungs-
punkte —1 und 1.

3. Wir wissen, dass |Q| = |N| ist, also eine Bijektion a : N — Q existiert. Die
Menge der Haufungspunkte der reellen Folge a ist ganz R.

4. Die komplexe geometrische Folge (a,)neny mit a, := ¢ und ¢ € C besitzt
fiir |c| < 1 den Limes 0 und fiir |¢| > 1 keinen H3ufungspunkt. Fiir ¢ € S*
befinden sich auch alle Hiufungspunkte auf der Kreislinie S*. &
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Durch Auswahl von Folgengliedern kann man aus einer Folge (a,,),en neue Folgen
konstruieren.

5.13 Definition Es sei a : N — M eine Folge und k : N — N streng monoton
wachsend. Dann wird a o k : N — M Teilfolge von a genannt.

5.14 Satz Esseia: N — M eine Folge im metrischen Raum (M, d).
1. Ist y = lim,,_, a,, dann besitzt auch jede Teilfolge von a den Limes y.

2. Ist y Haufungspunkt der Folge a, dann gibt es eine Teilfolge von a, die gegen
y konvergiert.

3. Gibt es eine Teilfolge von a, die gegen y € M konvergiert, dann ist y
Haufungspunkt von a.
Beweis:

1. Zu zeigen ist: Fiir alle € > 0 existiert ein N € N mit
ap(n) € Ue(y) (n>N). (5.2)

Nach Annahme existiert ein N mit a,, € U:(y) (n > N). Da die Indizierung k : N - N
streng monoton ist, gilt k(n) > n, also (5.2).

2. lIst y Haufungspunkt der Folge a,,, dann gibt es eine streng monoton wachsende Funktion
k:N— N mit b, € Uy, (y) fiir b, := aj(y). Denn setzen wir k(1) := min{m € N | a,, €
Ui(y)} und induktiv fiir £ > 2

k() := min{m > k(£ — 1) | am € U1,4(y)},

dann sind die betrachteten Mengen nie leer, die Funktion k ist streng monoton und

3. Da die Abbildung k : N — N streng monoton wachsend ist, gilt |k(N)| = |N|. Wenn — wie
angenommen — fiir jedes ¢ > 0 ein N € N existiert, sodass

|ak(n)_y|<5 (nZN),
dann ist auch die Indexmenge {m € k(N) | m > k(N)} unendlich, und fiir diese Indices m
ist am € U (y). O
5.3 Topologische Raume

Wir erinnern uns an die Bedeutung der offenen bzw. abgeschlossenen Intervalle
I C R in der Analysis I.

e 7/ .B. kénnen wir fiir Funktionen f : I — R den Differentialquotient defi-
nieren, denn jeder Punkt x € [ ist Haufungspunkt der Menge /. Endliche
Schnitte offener Intervalle sind offen, beliebige Schnitte i.A. nicht.
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e Dagegen bieten abgeschlossene Intervalle I C R den Vorteil, dass jede
konvergente Folge a : N — I ihren Grenzwert in I annimmt. Beliebige
Schnitte abgeschlossener Intervalle sind abgeschlossen.

Diese Begriffe werden jetzt verallgemeinert (siehe auch mein Topologieskript).

5.15 Definition Ein topologischer Raum ist ein Paar (M, ), bestehend aus
einer Menge M und einer Familie O von Teilmengen von M (genannt "offene
Mengen”), sodass gilt:

1. Beliebige Vereinigungen offener Mengen sind offen.
2. Der Durchschnitt von je zwei offenen Mengen ist offen.
3. 0 und M sind offen.

Man nennt O auch die Topologie von (M, O).

Die fiir uns wichtigsten Beispiele topologischer Raume sind die metrischen
Raume:

5.16 Definition Fiir einen metrischen Raum (M, d) heiBt
O:=0(d)={V_IM|VeeV I>0:Ul(x) CV} (5.3)
(mit U.(x) :={y € M | d(y,z) < €}) die (metrische) Topologie von (M, d).

5.17 Satz (M, O(d)) ist ein topologischer Raum, und die U.(z) sind offen.
Beweis: o (M, O(d)) ist ein topologischer Raum:

Lo Ist z € U;c; Vi mit Vi € O, dann gibt es ein j € I mit z € Vj, und ein ¢ > 0 mit
Ue() cv; gUieIVi'

2. Sei z € VNV mit V1, V5 € O, dann gibt es 1,62 > 0 mit U, () C Vj, j = 1,2. Daher
ist fir € := min(ey,e3) >0 U (z) CViNVa.

3. @ € O, denn dann ist die Bedingung in (5.3) leer. Ebenso gilt M € O, denn dann ist die
Bedingung in (5.3) fiir alle € > 0 erfiillt.

e Die U.(x) sind offen: Fiir y € Uc(x) ist ¢’ := d(z,y) < e. Wahlen wir § := ¢ —¢’ > 0, dann
ist wegen der Dreiecksungleichung Us(y) C U.(z). O

Oft erzeugen verschiedene Metriken die gleiche Topologie. Insbesondere gilt dies
fiir Metriken auf Vektorraumen, die von dquivalenten Normen abstammen.
Auf jeder Menge M lassen sich Topologien finden:

5.18 Beispiele (In/diskreteTopologie)
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1. Die diskrete Topologie © := 2M aller Teilmengen.
2. Die indiskrete Topologie O := {M,0}. &

Beispielsweise erzeugt die in der Informatik beliebte Hamming-Metrik auf M :=
B", B:={0,1}

d:B"x B" =Ny, d((bi,...,by),(c1,...,¢n)) :=

{ie{l,...n}|bi7éci}‘

gemaB Def. 5.16 die diskrete Topologie.

Die indiskrete Topologie taucht fast nur in Gegenbeispielen auf.

Wir erweitern unseren topologischen Sprachschatz, indem wir die uns vom
Raum R bekannten Begriffsbildungen verallgemeinern:

5.19 Definition e A C M heiBt abgeschlossen, wenn M\ A € O.

o U C M heiBt Umgebung von x € M, wenn es eine offene Menge V' mit

x eV CU gibt.
(2,

o Fiir AC M undx € M heiBt x innerer bzw. dauBerer bzw. Randpunkt von
A, je nachdem, ob A oder M\ A oder keines von beiden Umgebung von x ist.

U

o A:={x € M |z ist innerer Punkt von A} heiBt das Innere von A.

e A:={x € M |z nicht duBerer Punkt von A} heiBt abgeschlossene
Hiille von A.

e 0A:={x € M |z Randpunkt von A} heift Rand von A.

e = € M heiBt Haufungspunkt der Teilmenge A C M, wenn fiir keine Umge-
bung U von x die Menge U N (A \ {z}) leer ist.

5.20 Beispiel
Fiir A:=(0,1] CRist A= (0,1), A=10,1] und A = {0, 1}. Z besitzt keine
Haufungspunkte. <&

5.21 Bemerkungen (Inneres, Abschluss und Rand)
1. ACAC A=A4U 04
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2. Eine Menge ist genau dann offen, wenn sie mit ihrem Inneren iibereinstimmt.

3. Furalle A C M ist ;1 offen und A sowie A abgeschlossen.

4. Die Menge der Hiufungspunkte von A ist eine Teilmenge von A.

5.22 Definition Ein topologischer Raum heiBt
Hausdorff-Raum, wenn je zwei verschiedene Punkte

x,y disjunkte Umgebungen U,, U, besitzen.

5.23 Bemerkungen 1. Metrische Raume sind hausdorffsch, denn fiir z # y ist
e:=d(z,y)/2 >0 und U(x) NU.(y) = 0.

Daher werden die meisten uns begegnenden Raume die Hausdorff-Eigenschaft
besitzen.

2. Ein mehr als einpunktiger Raum mit indiskreter Topologie ist nicht haus-
dorffsch. &

5.24 Definition In einem topologischen Raum (X, O) heift

e r € M Haufungspunkt einer Folge a : N — M, wenn fiir jede Umgebung U
von = und jedes N € N ein Folgenglied a,, = a(n) € U mit n > N existiert.

e © € M heiBt Grenzwert oder Limes einer Folge a : N — M, wenn fiir jede
Umgebung U von x ein N € N mit a,, € U fiir alle n > N existiert.

5.25 Bemerkungen (Haufungspunkte)

1. Man muss also zwischen den Haufungspunkt einer Folge und den Haufungs-
punkten der Menge a(N) C M unterscheiden. So besitzt die konstante Folge
mit Wert a,, = = den Haufungspunkt z, nicht aber die Menge {z}.

2. In einem Hausdorff-Raum besitzt jede Folge hochstens einen Grenzwert.

Oft beschreibt man eine Topologie O, indem man eine so genannte Basis von O
angibt.

5.26 Definition Sei (M, O) ein topologischer Raum. Eine Teilmenge B C O
offener Mengen heiBt Basis der Topologie, wenn jedes V € O Vereinigung von
Mengen aus B ist.

5.27 Beispiel (Basen von Topologien)
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1. Die Menge B := {(a,b) | a < b} der offenen beschrankten Intervalle bildet
eine Basis der (metrischen) Topologie von R.

2. Allgemeiner bilden nach Definition 5.16 die e-Umgebungen eine Basis B :=
{U(x) | x € M,e > 0} der Topologie O(d) des metrischen Raums (M, d).<

Aus topologischen Raumen kann man auf verschiedene Weise neue topologische
Raume konstruieren, z.B. durch Produktbildung bzw. Betrachtung von Teilmen-
gen.

5.28 Definition

(XD 0W) i =1,...,n seien topologische Riume. Dann ist auf ihrem kar-
tesischen Produkt X := XU x ... x X" dje Produkttopologie O gegeben
durch

O — {W CX|V(aW, ... 2"y ew3au» e 09 mit 2 e UD

und UMD x ... x U™ C W}.

5.29 Satz Die Produkttopologie ist eine Topologie auf X .

Beweis: Hausaufgabe. |

Die in X offenen Mengen W miissen also "offene Kastchen” um jeden ihrer
Punkte enthalten.

5.30 Bemerkungen (Produkttopologie)

1. Die Bildung der Produkttopologie ist eine assoziative Operation, es geniigt
also, je zwei Faktoren zu betrachten. Produkte von Basen bilden eine Basis
der Produkttopologie.

Beispielsweise bilden die offenen Quader
(CLl,bl) X ... X (an,bn) c R"”
eine Basis der Produkttopologie des R".

2. Fiir metrische Raume (X, dx) und (Y, dy) sind auf dem kartesischen Produkt
Z =X xY
di: Z x Z —R fir Z]:<Ij,yj)

di(z1, 22) == dx (21, 2) + dy (y1, y2),
do(21, 22) = \/dX(CC1,372)2 + dy (y1,y2)?
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und
doo(Zh 22) = maX(dX (xh $2), dY(yla y2))

Metriken. Sie erzeugen aber alle die gleiche Topologie O(d;), die Produktto-
pologie. &

5.31 Definition Sei (X, ) ein topologischer Raum und Y C X. Dann heiBt
(Y,Oy) mit Oy := {UNY | U € O} Teilraum von (X,0) und Oy die
induzierte Topologie oder Spurtopologie.

Im Allgemeinen enthalt Oy also mehr Mengen als die schon in X offenen Mengen
UCY,Uce0.

5.32 Beispiel X := R mit der von den offenen Intervallen erzeugten Topolo-
gie O, Y := (0,1]. Dann ist (3,1] C Y offen und entsprechend (0,3] C YV
abgeschlossen in Y (). &

Analog definiert man auf Teilmengen Y C X metrischer Raume (X, d) eine
O(d)y = O(dy) Metrik dy durch Restriktion, und O(d)y = O(dy).
Oft sind solche Teilrdume Niveaumengen von Funktionen F': R” — R.

5.33 Beispiele (Niveaumengen)

1. Die n-Sphire S™ := {zx € R"*! | ||z|| = 1}.

Abbildung 5.1: 2-Sphare S? (links) , 2-Torus T? (Mitte) und Fliche mit 2 Hen-
keln (rechts)

2. Auch der 2-Torus T? C R3, eine Fliche mit einem Henkel, |isst sich als
Niveaumenge darstellen:

T2 = {z € R? | F(z) = 1} mit F(z) = (/22 + 23 — 2)° + 2.
3. Die Flache mit 2 Henkeln in Abbildung 5.1 (rechts) ist die Niveaumenge
{x € R® | F(z) = 1/4} von F(z) = (4af(1 — ) — x§)2 + 23 <&
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Etwas vornehmer heiBt die Henkelzahl der Flachen ihr Geschlecht. Sie erlaubt
diese topologischen Raume voneinander zu unterscheiden. Die algebraische To-
pologie befaBt sich mit solchen den topologischen Raumen zugeordneten so ge-
nannten topologischen Invarianten.

5.4 Stetigkeit

Eine reelle Funktion f : R — R wurde stetig bei x € R genannt, wenn fiir jedes
e>0eind >0 mit

F(Us(2)) € U(f(x))

existiert, und stetig, wenn dies fiir alle x € R gilt. Ganz analog wurde die € — -
Stetigkeit einer Abbildung zwischen metrischen Raumen definiert. Diesen Stetig-
keitsbegriff verallgemeinert man folgendermaBen:

5.34 Definition

e FEine Abbildung f : X — Y zwischen topologischen Riumen heift stetig bei
x € X, wenn es zu jeder Umgebung V' von f(z) eine Umgebung U von x mit
f(U) CV gibt.

o f heiBt stetig, wenn sie bei jedem Punkt x € X stetig ist.

o FEine bijektive stetige Abbildung f : X — Y heift Homdomorphismus, wenn
auch f~1:Y — X stetig ist.

e X undY heiBen homdomorph, wenn ein Homéomorphismus f : X — Y
existiert.

5.35 Bemerkung Analog zum Englischen (homeomorphism) benutzt man auch
das Wort Homeomorphismus := Homdomorphismus # Homomorphismus! <&

5.36 Satz Eine Abbildung f : X — Y zwischen metrischen Raumen ist genau
dann stetig im Sinn von Definition 5.34, wenn sie € — §—stetig ist.

Beweis: Hausaufgabe. m|

5.37 Satz Essei f: X — Y eine Abbildung zwischen topologischen Raumen.
Dann ist f genau dann stetig, wenn die Urbilder f~(V') offener Mengen immer
offen sind.

Beweis:

e Essei f: X — Y stetigund V C Y offen. Nach Definition existiert fiir jedes x € U :=
f71(V) eine in U liegende offene Umgebung U, von z. Deren Vereinigung U<y U, ist offen
und gleich U.
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e Falls aus der Offenheit von V C Y die Offenheit von f‘l(f/) C X folgt, gibt es fir alle
r € X und Umgebungen V von f(z) eine offene Umgebung V' C V von f(z), und fiir
U := f~1(V) gilt: U ist eine offene Umgebung von = mit f(U) C V. a

Damit bildet ein Homéomorphismus f : X — Y durch

Ox—>0y , Ul—)f(U)

die Topologie Ox bijektiv auf Oy ab. Homdomorphismen sind daher die Isomor-
phismen der Topologie!
Es gibt noch einen zweiten Stetigkeitsbegriff:

5.38 Definition

e FEine Abbildung f : X — Y zwischen topologischen Riumen heiBt folgen-
stetig bei © € X, wenn fiir jede gegen x konvergente Folge a : N — X die
Bildfolge f oa : N — Y gegen f(x) konvergiert.

o f heiBt folgenstetig, wenn sie bei jedem Punkt x € X folgenstetig ist.

Soweit wir nur Topologien betrachten, die von Metriken kommen, gilt fiir uns
nach Satz 9.4 der Analysis |

"stetig = folgenstetig” .

Allgemein gilt aber auf topologischen Raumen nur "stetig = folgenstetig”.

5.39 Beispiele (Homdomorphe topologische Raume)

1. Fir A= (M1, ..., A\pe1) mit Hauptachsen \; > 0 sei
E)\ = {CB - Rn+1 | Z?jll(l‘l/)\l)Q = 1}

das Ellipsoid mit den Hauptachsen der Lange \;.

Dannist f: B\ — S", z+— Hi_ﬂ ein Homoéomorphismus.

2. Ahnlich ist die Oberfliche eines Bierseidels zum 2-Torus T2 aus Beispiel 5.33

homoomorph:
BS T?
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3. Es lisst sich dagegen zeigen, dass S? und T? nicht homdomorph sind. An-
schaulich liegt das daran, dass der Torus T? einen Henkel hat, die Sphire S?
aber nicht. &

5.40 Satz Sind f : X — Y und g:Y — Z stetig, so auchgo f: X — Z.

Beweis: Nach Satz 5.37 miissen wir nachpriifen, dass fiir alle offenen W C Z auch U :=
(go f)~L(W) C X offen ist. Wegen der Stetigkeit von g ist V := g~ (W) C Y offen, wegen
der Stetigkeit von f auch U = f~1(V). ]

5.41 Bemerkung (Topologische Vektorraume)

In der Funktionalanalysis, also dem Gebiet der Mathematik, in dem Lineare Al-
gebra und Analysis sich kombinieren, betrachtet man so genannte topologische
Vektorraume, d.h. Vektorraume mit einer Topologie, die mit Addition und Skalar-
multiplikation vertraglich ist.

Wahrend nun endliche dimensionale Vektorraume iiber K = R oder C die
Produkttopologie des K™ tragen, kommen fiir unendlich dimensionale Vektorraume
V' oft verschiedene Topologien in Betracht. Oft sind diese Topologien metrische
Topologien O(d) der von einer Norm || - || : V' — R erzeugten Metrik d. In dieser
Topologie ist die Abbildung || - || : V' — R immer stetig. <&

5.42 Satz Eine lineare Abbildung f : X — Y zwischen normierten Vektorrdum-
en (X, |- |lx) und (Y,|| - ||y) ist genau dann stetig, wenn sie Lipschitz-stetig ist,
d.h. fiir ein L > 0 gilt

Lf@)lly < L-llzllx (2 € X). (5.4)

Beweis:

e Lipschitz-stetige Abbildungen f : X — Y zwischen metrischen Riumen sind stetig.
Sei namlich L > 0 Lipschitzkonstante, x € X und V' Umgebung von f(x). Dann gibt es ein
e > 0 mit U.(f(x)) C V. Fiir § :=¢/List f(Us(x)) C U.(f()).

o Wegen ||f(z1) — f(x2)|ly = || f(x)|ly mit z := z1 — x2 reicht es aus, die L-Stetigkeit bei
der Null zu tiberpriifen. Ist f stetig, dann gibt es zu ¢ := 1 ein § > 0 mit

If@lly <1 (lzllx <9).

Setze L :=1/4. Dann folgt aus der Linearitat von f fiir z # 0 und & := dx/||z|/ x

1F@ly = | Llels)] = L@

wiahrend fiir x = 0 ebenfalls (5.4) folgt. O

. Lijz||x[|f(@)|ly < Llz|x,

Ist die lineare Abbildung f : X — Y stetig, dann definiert man analog zur
Matrixnorm die Operatornorm von f als

IfIF:=sup [lf()]ly (5.5)

]| x =1
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Diese 1aBt sich wieder grob als maximaler Streckungsfaktor eines Vektors un-
ter der linearen Abbildung interpretieren, wobei das Supremum in (5.5) nicht
angenommen werden muss.

Wie im nachsten Abschnitt gezeigt wird, sind lineare Abbildungen f: X — Y
immer stetig, falls dim(X) < oc.

5.43 Beispiel (Unstetige lineare Abbildung) Es sei
X :=CY([0,1],R) := {f : [0,1] — R | f stetig differenzierbar},

und
Y :=C([0,1],R),

beide versehen mit der Supremumsnorm. Dann ist die lineare Abbildung
D:X—=Y |, fe[f

nach Satz 5.42 nicht stetig, denn zwar besitzt f, € X, f,(x) := ™ die Norm
| full = [ fu(1)| = 1, aber wegen Df,, = nf,_1ist |[Df.||=n (n€N), O

5.5 Kompaktheit

Im Buch!® von KLAUS JANICH beginnt das entsprechende Kapitel mit dem
Ausruf: " Ah, Kompaktheit! Eine wundervolle Eigenschaft!”

In Kapitel 9.3 des Analysis I-Skriptes wurde A C R™ kompakt genannt, wenn
A beschrankt und abgeschlossen ist.

Der Prototyp eines kompakten Raumes ist daher das abgeschlossene Intervall
[a, b], und wir wissen schon, dass darin jede Folge (z,),en einen Haufungspunkt
x € |a,b] hat. Das ist eine 'wundervolle Eigenschaft’, denn eine geeignete Teil-
folge konvergiert dann gegen x.

Dagegen ist R nicht kompakt, und z.B. die Folge (z,, := n),en besitzt keinen
Haufungspunkt.

In topologischen Raumen definieren wir Kompaktheit ganz anders und zeigen
anschlieBend, dass im Fall des R™ die Definitionen iibereinstimmen.

5.44 Definition

e Eine Teilmenge X eines topologischen Raumes (M, O) heiBt kompakt, wenn
Jede offene Uberdeckung, d.h. jede Familie (V;);c; mit V; € O und X C
UZ.6 ; Vi, eine endliche Teiliiberdeckung

XCV,U...UV, mit ji,....5n€l

besitzt.

5Klaus Janich: Topologie. Springer, 1999
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e X heiBt folgenkompakt, wenn jede Folge a : N — X eine gegen ein v € X
konvergente Teilfolge besitzt.

5.45 Beispiel X := (0,1] C R ist nicht kompakt, denn mit V; := (1,2) (i €
N) ist auch U; ==V, N X = (%,1} in X offen. Die Familie (U;);en ist eine
offene Uberdeckung von X. Gibe es aber eine endliche Teiliiberdeckung X =
U, U...UU,,, dann wére mit j := max(jy,...,j,) der Punkt % € X. Erist
aber in keinem Uj;,. Widerspruch! &

Natiirlich existieren fiir jede Teilmenge X eines topologischen Raumes M immer
endliche offene Uberdeckungen, z.B. die einelementige bestehend aus M.

Es gibt topologische Raume, die kompakt, aber nicht folgenkompakt sind und
solche, in denen das Umgekehrte gilt. Aber:

5.46 Satz Ein metrischer Raum (M, d) ist genau dann kompakt, wenn er fol-
genkompakt ist.

Beweis: In beiden Richtungen fiihren wir Widerspruchsbeweise:
1. (M,d) sei kompakt. Wir nehmen nun die Existenz einer Folge a : N — M ohne konvergente
Teilfolge an.

Dann existiert fiir jeden Punkt x € M eine Umgebung V,, die nur von endlich vielen
Folgengliedern getroffen wird. (Warum? Andernfalls existierte ja ein Punkt = € M, dessen
Umgebungen Uy /,,(x) (n € N) alle von unendlich vielen Folgengliedern getroffen wiirden.
Dann konnten wir eine gegen x konvergente Teilfolge auswihlen).

Nach Voraussetzung besitzt aber die offene Uberdeckung (V. ).cns eine endliche Teiliiber-
deckung, und damit die Folge nur endlich viele Glieder. Widerspruch!

2. (M, d) sei folgenkompakt, aber nicht kompakt. Es existiert also eine Uberdeckung Vi)ier
von M ohne endliche Teiliiberdeckung.

Fir jeden Punkt x € M und J(z) :={i € I | © € V;} setzen wir
R(z,i) := min (sup{r > 0| U,(z) C V;},1) (1 € J(z)),

sodass fiir diese Radien also Ug(,;)(z) C V; gilt.
Als Nachstes wahlen wir fiir jedes z € M eine Umgebung Vj(,) von x mit

j(z) € J(z) sodass R(z,j(z))> 3 €51]1(p)R(x,z) (5.6)

AnschlieBend konstruieren wir induktiv eine Folge (2, )nen in M mit
Tpt1 & Vj(xl) u...u Vj(zn) (n € N) (5.7)

(da nach Annahme keine endliche Teiliiberdeckung existiert, ist dies moglich).

(zn)nen besitzt nach Annahme eine konvergente Teilfolge, und wir nehmen 0.B.d.A. an,
dass (2, )nen selbst gegen a € M konvergiert, also lim,, o, d(z,,a) = 0.

Damit muss wegen (5.7) der Limesradius lim,,_,~, R(zn,j(x,)) = 0 sein.
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Andererseits ist R(a, j(a)) > 0, es gibt also ein N € N mit d(zy,,a) < 1 R(a,j(a)) fiir alle
n > N. Damit ist nicht nur z,, € Ug(a,j(a))(a), sondern sogar die Kugel UlR( i ))(xn)
1R(a,j(a

um x, mit n-unabhingigem Radius in Ug(q,,j(a))(a) enthalten. Wir haben also fiir ein
n € N die Bedingung (5.6) verletzt. Widerspruch! O

5.47 Korollar Kompakte metrische Raume sind vollstandig.

Beweis: Denn konvergiert eine Teilfolge einer Cauchy-Folge, so auch die Cauchy-Folge selbst.
O

5.48 Beispiel QN[0 1] ist nicht vollstindig (da 1/v/2 & Q), also nicht kompakt!

Satz 5.46 ermdglicht uns zu zeigen, dass die Kompaktheits-Definition der Ana-
lysis | Spezialfall unserer jetzigen Definition ist.

5.49 Satz (Heine—Borel) A C R" ist genau dann kompakt im Sinne von De-
finition 5.44, wenn A beschrinkt und abgeschlossen ist.

Beweis:

e Falls A beschrankt und abgeschlossen ist, ist A nach dem Satz von Bolzano—WeierstraB
(Satz 7.41 der Analysis I) folgenkompakt und damit nach Satz 5.46 kompakt.

e Ist A unbeschrankt, dann existiert eine Folge (25, )nen in A mit lim, o ||25|| = co. Diese
Folge divergiert also, und A ist nicht (folgen)kompakt.

e Gleiches gilt, falls A nicht abgeschlossen ist, also einen nicht in A liegenden Haufungspunkt
besitzt. O

Man kdnnte nun denken, dass allgemein Abgeschlossenheit und Beschrinktheit!®
einer Teilmenge eines metrischen Raumes ihre Kompaktheit impliziert. Das gilt
aber noch nicht einmal fiir Teilmengen normierter Vektorraume:

5.50 Bemerkung (Nicht kompakt, aber abgeschlossen und beschrankt)
Die Einheitssphare S := {f € ¢* | ||f|l = 1} im Hilbertschen Folgenraum

2= CN) = {f: N> C| 2, [f(n)]? < oo}

beziiglich der Norm || f]|2 :== /> ., | f(n)|? ist beschrénkt und abgeschlossen,
aber nicht kompakt. Denn die Folge (e, ),en der (Basis—) Vektoren e, (k) :=
oo (k € N) liegt in S, besitzt aber wegen |le, — em|la = V2 (m # n) keine
konvergente Teilfolge.

Dieses Beispiel ist in der Quantenmechanik wichtig, weil alle dort benutz-
ten Hilbert-Raume entweder endlichdimensional oder isomorph zu ¢? sind. Die
quantenmechanischen Zustdnde sind dann Punkte in S. &

16Definition Eine Teilmenge A C X eines metrischen Raums (X, d) heiBt beschrénkt,
wenn A = () oder wenn ihr Durchmesser diam(A) := sup, , 4 d(z,y) endlich ist.
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5.51 Satz Kompakte Teilmengen metrischer Raume sind abgeschlossen.

Beweis: Metrischen Raume sind Hausdorff-Raume, und wir zeigen die Behauptung allgemein

fiir Hausdorff-Raume M. Sei also X C M kompakt. Zu zeigen ist: Y := M — X ist offen.
Fiir y € Y konstruieren wir zum Nachweis eine offene Umgebung V' C Y von y. Fiir jedes

x € X existieren wegen der Hausdorff-Eigenschaft disjunkte offene Umgebungen U, C M von

x und V, € M von y.

Wegen der Kompaktheit von X gibt es eine endliche Teiliiberdeckung

Up, U...UU,, DX
der Uberdeckung (U,).cx von X. Fiir die offene Umgebung

V=V, n..NnV, CM

von y gilt: U,, NV C U, NV, =0(i=1...,n). Alsoist VCM—-X=Y. O
Gegenbeispiel (Kompakt, aber nicht abgeschlossen):

M :={1,2} mit indiskreter Topologie O = {0,{1,2}}.

{1} C {1,2} ist zwar als endliche Menge kompakt, aber nicht abgeschlossen, da
{2} nicht offen ist. &

Die folgenden beiden Satze konnen oft zum Nachweis der Kompaktheit benutzt
werden.

5.52 Satz
Ist X C M kompakt und f : M — Y stetig, dann ist f(X) CY kompakt.

Beweis: Sei (V;);c; eine offene Uberdeckung von f(X) und

Up=["'(Vi)={z € X | f(x) € Vi}.
Dann ist nach Satz 5.37 auch U; offen, und es gibt eine endliche Teiliiberdeckung X C
Uj, U...UUj,, . Damitist f(X)CV; U...UVj, . ad

Ein weiteres Prinzip zur Identifikation kompakter Mengen ist das folgende:

5.53 Satz
Abgeschlossene Teilmengen kompakter topologischer Riume sind kompakt.

Beweis: Es sei A C K eine abgeschlossene Teilmenge des kompakten Raums K und (V;);er
eine Uberdeckung von A durch (in A) offene Teilmengen V; C A. Nach Definition 5.31 der
Teilraumtopologie gibt es daher in K offene Teilmengen (U;);c; mit V; = U; N A. Die U;
bilden zusammen mit der offenen Menge K\ A eine offene Uberdeckung von K, die wegen
Kompaktheit von K eine endliche Teiliiberdeckung besitzt:

K=(K\AuU;U...uU

Jm*
Damitist A=V; U...UV; a

Jm "

Eine Abbildung ist genau dann stetig, wenn die Urbilder der offenen Mengen
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offen sind, oder dquivalent, wenn die Urbilder der abgeschlossenen Mengen ab-
geschlossen sind.
So gewinnt man viele Kompakta:

5.54 Beispiel Die n—Sphire S™ = {x € R"*! | ||z|| = 1} ist kompakt, denn

e S™ist Urbild der abgeschlossenen Menge {1} C R unter der stetigen Abbildung
x + ||x||, also abgeschlossen, und

e 5™ C [—1,1]""!. Die Kompaktheit der Quader haben wir aber schon gezeigt.
&

5.55 Satz Stetige Funktionen f : X — R auf kompakten metrischen Riumen
X # 0 nehmen ihr Minimum und Maximum an, d.h. es gibt T i, Trax € X mit

inf f(2) = f(ai) . SUP F(@) = F(Tam).

zeX zeX

Beweis: Da f(X) # (), gibt es eine Folge (x)neny mit sup, f(z) = lim,— o f(2,). wegen
der Aquivalenz von Kompaktheit und Folgenkompaktheit (Satz 5.46) gibt es eine konvergen-
te Teilfolge (2, )ren. Wegen der Stetigkeit von f und der Aquivalenz von Stetigkeit und
Folgenstetigkeit (Satz 9.4 der Analysis ) gilt

lim f(xnk) - f(xmax) fiir Lmax +— lim Tny, -
k—oo k—oo

Analog fiir das Infimum. O

Wahrend verschiedene Normen auf einem Vektorraum unterschiedliche geome-
trische Strukturen erzeugen, konnen sie einander doch in einem groberen Sinn
gleichen:

5.56 Definition Zwei Normen ||-||; und ||-||;; auf dem K—Vektorraum V heiBen
aquivalent, wenn fiir geeignete C' > C' > 0 gilt:

Cllvllz < vl <ol (ve V).
Als Anwendung unserer Kompaktheitssatze konnen wir jetzt den

5.57 Satz Alle Normen auf einem endlich—-dimensionalen K—Vektorraum (K =
R oder C) sind &quivalent

beweisen:

Beweis: e Ohne Beschrankung der Allgemeinheit betrachten wir den K”.

e Essei || - || : K* — R eine Norm. Es geniigt die Aquivalenz dieser Norm zur euklidischen
Norm || - |2 nachzuweisen, denn Aquivalenz von Normen ist eine Aquivalenzrelation.

o Wir zeigen zunéchst, dass die Abbildung || - || : K™ — R stetig ist. Es sei dazu eq, ..., ¢, die
kanonische Basis des K™ (mit |le;||2 = 1) und ¢; := ||e;|| die Norm des i—ten Basiselementes.
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Dann besitzt ein Vektor z = >"7'_, x;e; € K™ die euklidische Lange ||z||2 = /Y i, |z;|> und
nach der Dreiecksungleichung die Lange

n n n
lzll <D leieill =D lwiles < €Y Jail < enlall2
i=1 i=1 i=1

mit ¢ := max(cy, ..., c,). Damit ist die Norm-Abbildung stetig.
e Nun restringieren wir diese auf die Einheitssphare

St i={z e K" | [lz]2 = 1}
des Euklidischen Vektorraums, betrachten also die Abbildung
f:SE =R |, x|z

Da Sﬂz_l nach Beispiel 5.54 kompakt!” und f stetig ist, nimmt f Minimum fyi, > 0 und
Maximum fmax < 0o an. Daher gllt fmionHQ < HJ?” < fmax||-r||2- d

5.58 Satz Sind (X, || - ||x) und (Y, |- |ly) und dim(X) < oo K-Vektorrdume,
dann ist jede lineare Abbildung f : X — Y stetig.

Beweis: Nach Satz 5.57 konnen wir annehmen, dass || - ||x die euklidische Norm ist. Es

sei e1,...,e, € X eine Orthonormalbasis und =z = Z?:l c;e; € X von der Norm 1, al-

so 3oy leil* = 1. Dannist [[f(2)lly = [y cif (ea)lly < iy lellf(e)lly < L =
n max{||f(e;)||ly | ¢ =1,...,n}. L ist damit eine Lipschitzkonstante. O

6 Kurven im R”

Wir beginnen mit der mehrdimensionalen Differentialrechnung, indem wir den
einfachsten Fall herausgreifen, den der Kurven im R".

6.1 Regulare und nicht reguldare Kurven
6.1 Definition

e Stetige Abbildungen ¢ = (cy,...,c,)" : I — R™, deren Definitionsbereich I
ein Intervall (mit I # {a}) ist, heiBen Kurven im R".

o t € I heiBt der Parameter von c, ihr Bild ¢(I) C R™ auch die Spur von c.

e c heiBt k—-mal (stetig) differenzierbar, wenn alle Komponenten ¢y, ..., ¢,
k—-mal (stetig) differenzierbar sind.

st K = C, dann ist Sg_l = Sé"‘l, wenn man den C" reellifiziert d.h. mit dem R2"
identifiziert.
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e Die Menge der k—mal stetig differenzierbaren Kurven ¢ : I — R"™ wird mit
C*(I,R™) bezeichnet und man setzt C(I,R") := C°(I,R").

o FEine stetig differenzierbare Kurve heiBt reguldar, wenn ihre Ableitung oder
Geschwindigkeit

ci(t)
d:I—=R" , d@t)=| - (tel)

fiir alle t € I ungleich Null ist.

Nach Satz 7.32 der Analysis 1 ist die Existenz der Ableitung der Kurve bei ¢

e1 (t48)—cy (1)
)

cn (t+5;*0n (t)
B

gleichbedeutend mit der Existenz der Ableitungen ¢ (t) = limgﬁow

aller Komponenten ¢;, von c.
In physikalischem Zusammenhang ist oft die Zeit Parameter der Kurve.

6.2 Beispiele (Kurven)

1. Die Kurve ¢ : R — R?, ¢(t) := x + vt fiir z,v € R? ist eine Gerade durch
x mit der Richtung v, siehe Abbildung 6.1. Ihre Spur unterscheidet sich nicht
von der Spur der Kurve

d:R—=R* | d(t):=x+ vt

c iv d(0)
( c)(1> _ d(1)

Abbildung 6.1: Zwei Kurven mit gleicher Spur
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2. Der Graph einer C*~Funktion f : I — R ist Bild der C*~Kurve

c: I =R, ct)=(40)-

3. Essei g : R — [0, 1], die gerade 2—periodische Funktion mit

g

1
0 0<x<1/3

g(z)=4q¢ 3xz—-1 ,1/3<x<2/3
1 ,2/3<z<1
2 1 2 7 x
"33 3 3 3 3 3
: 2

Dann sind die Komponenten ¢; und ¢y von ¢ als gleichmaBige Limiten der
stetigen Funktionen ¢;, : R — R,
. n g(42kx) g 42k+1
c1n(2) ':Z ok+l Z T okl
k=0

stetiger Funktionenreihen nach dem WeierstraB-Kriterium?!® stetig.
Cq C2

NY YRR
H i iﬂtﬁ,g % Q‘M i wi
Eﬁ #ﬁ f f% w " }1 y |

X

| &
=
"'-Z‘:r
::ELE—

G| =
(=

2

3
Das Bild (= die Spur) der Kurve c ist aber ¢([0,1]) = [0, 1]*> C R?, denn der
Punkt (y,z) € [0,1] x [0,1] ist Bild von = = Y 77 4™ € [0,1], falls
Y= o2 " 2 =377 cop127F7! die Binardarstellungen von y und
z sind, mit ¢, € {0, 1}.

18Satz (WeierstraB): Der Limes einer gleichmiBig konvergenten Folge stetiger Funktionen
ist stetig. Beweis: Siehe z.B.: FORSTER [Fo, §21]
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Versuchen Sie, dies selbst zu beweisen (Tipp: fiir z = Y, 47" ist g(4"x) =

).
1

0.8

0.2 0.4 0.6 0.8

Die Spuren der Kurven (ci 5, c2,,) fiir n =0 (links), n = 2 (Mitte) und n = 4 (rechts)

Die Existenz solcher das Quadrat ausfiillender Peanokurven war ein Schock fiir
die Mathematiker, da das Bild eine groBere Dimension als das Urbild hat. Ein
dhnliches Phianomen ist bei der Koch- oder Schneeflockenkurve, siehe Abb.
6.2 zu beobachten.

1. 2. 3. 4,

Abbildung 6.2: Konstruktion der Koch-Kurve (rechts)

Versucht man, derartigen Kurven eine Lange zuzuordnen, indem man sie durch
Polygonziige approximiert und den Limes der Lange dieser Polygonziige bildet,
so ergibt sich eine unendliche Lange. ¢ heit dann nicht rektifizierbar. &

Im Gegensatz dazu ist fiir " verniinftige” Kurven die Lange zwischen zwei Punkten
endlich.

6.3 Definition Eine C'- Kurve c: I — R™ hat die Lénge

L(c) ;:/I||c'(t)||dt:/I\/cg(t)2+...+c;(t)2 dt.

Diese Langendefinition entspricht in der physikalischen Analogie der Lange als
Zeitintegral liber den Geschwindigkeitsbetrag.
Wie Beispiel 6.2.1. zeigt, kann L(c) = oo vorkommen, aber

6.4 Satz Die Linge L(c) einer C'—Kurve c : [to,t,] — R™ ist endlich.
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1/\/\/ 1 1
0 0| o

2 4 ¢t 2n 4 G U W 1
-1 -1 -1

Abbildung 6.3: Zykloiden fiir Parameter b = 1 und @ = 0.5 (links), a = 1 (Mitte)
und a = 2 (rechts)

Beweis: Die Abbildung [tg,t1] — R, t — ||/ (t)]| ist stetig, besitzt also ein endliches Supremum
v auf dem Kompaktum [to, t1]. Daher ist L(c) < (t1 — to)v. O

Die Spur einer C'—Kurve muss nicht glatt aussehen, wenn ¢ nicht regular ist.

6.5 Beispiel (Regularitit von Kurven)
Die Zykloiden mit Parametern a,b > 0
c:R—=R* |, c(t):= (4ot

b—acost

bilden eine Kurvenfamilie, die zwischen Kreislinien (b = 0) und Geraden (a = 0)
interpoliert.

Genau im Fall @ = b ist die Kurve nicht reguldr, denn dann ist ¢/(2mn) = 0
fiir alle n € Z. Die Spur von c ist dort nicht glatt, denn ¢/(¢) = a (' ;©%") besitzt

sint

den Betrag ||¢/(t)|| = a+/2(1 — cost), sodass lims\ o % = F1 ist.
Der Fall a < b entspricht der Bahn eines an den Fahrradspeichen angebrach-
ten Reflektors. &

6.2 Wechsel der Parametrisierung

Die Lange einer (injektiven) C'—Kurve sollte nur von ihrem Bild, nicht von ih-
rer Parametrisierung abhangen. Um dies nachzupriifen, betrachten wir Parame-
tertransformationen:

6.6 Definition Es seien c : I — R" und ¢ : I — R™ zwei C*~Kurven, und
¢ : I — I ein Diffeomorphismus (d.h. eine bijektive C*-Abbildung, deren
Umkehrung auch C'—Abbildung ist).

¢ geht aus c durch die Parametertransformation ¢ hervor, wenn ¢ = cop.
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Nun muss auf I das Vorzeichen von ' konstant sein, denn sonst wiirde die stetige
Funktion ¢’ : I — R nach dem Zwischenwertsatz eine Nullstelle ¢ € I besitzen
und die Umkehrfunktion ¢! kénnte nicht differenzierbar sein.

Ist sign(y¢’) = 1, dann heiBt ¢ orientierungserhaltend, fiir sign(¢’) = —1
orientierungsumkehrend.

6.7 Satz Fiir c,¢ und ¢ wie oben und I = [ty,t,] ist L(c) = L(¢).

Beweis: L(¢) = [, [|/(t)| dt =
= [1 (1) - &' (1)

)|| dt

(®))
. t1
de( )‘dt:&gn f;ig;” )|ds = L(c). O

to HE
t
[dt = [, [I<'(e@)]l

6.8 Definition Gilt ||c'(t)| = 1 fiirallet € I, dann ist die C'—Kurvec: [ — R"
durch die Bogenlange parametrisiert.

Der Vorteil dieser Parametrisierung liegt in ihrer geometrischen Natiirlichkeit, die
zu einfacheren Formeln fiihrt.

6.9 Satz Jede regulare Kurve c : I — R" kann durch die Bogenldnge parame-
trisiert werden, d.h. es gibt eine Parametertransformation ¢ : I — I, sodass die
Kurve c o ¢ durch die Bogenlange parametrisiert ist.

Beweis: Es sei fiir ein beliebig gewahltes tg € 1
t ~
P(t) := ' (7)|| d (tel) und I:=1¢(I).
to
Wegen der Stetigkeit des Integranden ist 1 € C'(I, 1), und es gilt ¢(t) = ||¢(t)|| > 0, also

fiir p .=t X .

ERTIORTIO]

Damit gilt fiir alle s € I nach der Kettenregel

(tel).

Hci(” @))|| = 1€ () - &)l = 1,

c:=cop: I — R™ ist also durch die Bogenlange parametrisiert. O

6.3 Kriimmung einer Kurve

Zwei regulire Kurven ¢ : I — R™, & : I — R™ kénnen sich an einem Punkt
c(to) = &(ty) schneiden. Ihr Schnittwinkel ist dann als der Winkel ¢ € [0, 271] mit

(c(to), ¢ (to))
le' (o)1 - 112 (Fo )

cos p =
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Abbildung 6.4: Winkel zwischen den Geschwindigkeitsvektoren

gegeben, entspricht also dem Winkel zwischen den Geschwindigkeitsvektoren,

sieche Abb. 6.4.

Eine regulare C?-Kurve ¢ : I — R" besitzt die Richtung % bei t € I,
und diese andert sich mit t. Die Geschwindigkeit dieser Richtungsanderung muss
etwas mit der Beschleunigung ¢”(t) zu tun haben.

Wir betrachten zunachst Kurven in der Ebene.

6.10 Satz /st c: I — R? eine regulire C*~Kurve und ©(t) der Winkel zwischen
c(t) und der 1-Richtung, dann ist

ca(t)cr(t) = i (t)ey(t)

R FIO)T red
Beweis: Es ist fiir ¢ (t) # 0
0] d () (t) — cf (t)en(t)
tan(p(t)) = c’j(t) , also %tan o(t) = 21 CADIE 2

und

d
a0 tan(p) = 1 4 tan®(p) =

woraus die Formel wegen

% tan p(t)

% tan ¢(t)

folgt. Fiir ¢} (t) = 0 ist ¢4(¢) # 0 und benutzt man den Cotangens. a

¢'(t) =

Wir definieren nun die Kriimmung als die Richtungsinderung pro Bogenlange:
6.11 Definition Die Kriimmung von c bei t € [ ist

(1)
0= el
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Damit ergibt sich aus Satz 6.10

A0 — A0
S N FTOIE

J = (97}) ist die Matrix einer Drehung um
7/2. Der Normalenvektor

(1)
n(t) = J——=
I’ (@)
steht damit senkrecht auf dem Geschwindig-
keitsvektor ¢/(t) und hat die Lange 1.
Damit ist die Kriimmung proportional zur Be-
schleunigung in Normalenrichtung:

~ & Om)
k() = e

6.12 Bemerkungen (Kriimmung von Kurven) 1. Bei nach Bogenldnge pa-
rametrisierten Kurven ist der Nenner gleich Eins, also k(t) = (¢"(t),n(t)).
Zusatzlich ist die tangentiale Beschleunigungskomponente

(¢ (0), ¢ (0) = 4510, (1)) = 51 =0,

also die Kriimmung betragsmaBig gleich der Beschleunigung:

k@) = ll<" @]

2. Bei And~erung der reguldren Parametrisierung von ¢ : I — R2, d.h. fiir ¢ :=
cop: I — R2fiire: I — I, gilt fiir die Kriimmung von ¢

ke(s) = sign(y’) k(v (s)) (s € 1).

Es wird also die Krimmung von ¢ nur mit dem (konstanten) Vorzeichen der
Ableitung 1)’ der Parametertransformation multipliziert, denn so transformiert
sich der Normalenvektor n. Der Betrag der Kriimmung andert sich aber nicht.
&

Es gibt eine weitere geometrische Interpretation von k(t).
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Sei namlich ¢ : I — R? irgendeine regulire
C?—Kurve, deren Kriimmung bei t € I nicht
verschwindet. Dann ist |k(¢)| gleich dem in-
versen Radius des Schmiegekreises bei t,also
des eindeutig bestimmten Kreises, der die
Kurve bei ¢(t) tangential beriihrt, und des-
sen Abstand von c¢(s) von der Ordnung
O(|s — t]?) ist. ¢(3) o(t)
Die Verallgemeinerung des Kriimmungsbegriffes auf Kurven im R™ ist moglich:

6.13 Definition Eine nach Bogenlinge parametrisierte Kurve ¢ € C?([a,b], R™)
besitzt die (betragsmaBige) Kriimmung ||’ (t)]].

Nach Bemerkung 6.12.1. stimmt ||¢”(t)]| fir n = 2 mit |k(t)| Uberein.
Ist eine regulare C?—Kurve c selbst nicht nach Bogenlinge parametrisiert, so
definiert man ihre Kriimmung durch die einer nach Bogenlange umparametri-

sierten Kurve (Die Wahl von Anfangspunkt und Orientierung spielen dabei keine
Rolle!).

6.14 Beispiel Fiir Parameter R, b > 0 besitzt die Kurve
c:RS R, cft) = (%b)

die Ableitungen c(t) = (;%Rczisntt), sodass
der Betrag der Geschwindigkeit li)onstant wird:
()| = VR? + b2

Die Beschleunigung ist ¢ (t) = Tt , also
()] = R und (¢"(£), ¢ () = 0. Damit ist
die Kriimmung

_ @l R

"= qewr T e

Die Krimmung der Helix (Spirale) ¢ ist also \ //
kleiner als die Kriimmung 1/R des Kreises mit J/
gleichem Radius R. &

Die Differentialgeometrie befaBt sich mit der Kriimmung von Kurven und analo-
gen Fragen fiir hdherdimensionale Objekte wie Flichen im R3. Ein einfiihrendes
Buch ist das von D0 CARMO [Ca].

98


https://de.wikipedia.org/wiki/Helix#Mathematische_Beschreibung
https://de.wikipedia.org/wiki/Differentialgeometrie

7 Gewdhnliche Differentialgleichungen

7.1 Definitionen und Beispiele

Differentialgleichungen sind so vielfaltig wie die Naturvorgange, die sie beschrei-
ben. Wir beginnen mit (etwas informellen) Definitionen und einer Grobeinteilung:

7.1 Definition

e Eine Differentialgleichung (DGL) ist eine Gleichung, in der Ableitungen
einer oder mehrerer Funktionen von einer oder mehreren Variablen auftreten.
Die gesuchten Unbekannten sind hierbei die Funktionen.

e Hangen die Funktionen von nur einer Variablen ab, so heiBt die DGL gew6hn-
lich, sonst partiell.

o Werden mehrere Funktionen gesucht, so spricht man von einem Differential-
gleichungssystem, sonst von einer Einzel-DGL.

7.2 Beispiel 1. Fiir ¢ > 0 beschreibt die gewohnliche Einzel-DGL

dx
Zt) = —c-a(t)

z.B. radioaktiven Zerfall mit Stoffmenge x als Funktion der Zeit ¢t und Zer-
fallskonstante c. Ist die Stoffmenge zur Zeit t = 0 gleich xy € R, dann ist

_ X
z(t) = zoe™ (t e R) 1

0.8

die eindeutige Losung. Wir erhalten also 0.6
eine einparametrige Schar von Ldsungen, 2‘2‘

die linear vom Anfangswert zy abhangt:

0.5 1 1.5 2 t

2. Die Bahn eines geworfenen Korpers im konstanten Schwerefeld der Erde mit
Erdbeschleunigung®® g > 0 wird unter Vernachlissigung der Luftreibung durch
das gewohnliche DGL-System,

2 2
ddt21 (t) = O ' ddt22 (t) =g

beschrieben. Dabei bezeichnet x; die Horizontalkomponente und x, die Ver-
tikalkomponente des Ortes als Funktionen der Zeit t.
1,0 V1,0

Fiir Anfangsort zp = (2, ) und Anfangsgeschwindigkeit vy = (4, ) ist die
L6ésung:

Il(t> =T10+ Ulyot , IQ(f) =T90 t+ Ugyot — %gtz , (t < R)

91n Bodenhohe ist g = 9.81m /s>
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Dies entspricht den Geschwindigkeiten

v1(t) == %xl(t) =uvo , wt):= %l’g(t) =wvo—gt , (teR).
Die Zeichnung zeigt verschiedene Wurf- x,
bahnen bei gleichem Anfangsort und *
Betrag der Anfangsgeschwindigkeit, )'15
aber unterschiedlicher Richtung der An- ».:
fangsgeschwindigkeit. Der Wurf mit °
Winkel /4 fiihrt dabei am weitesten. 0107 03 04 05 08

7.3 Definition Die Ordnung des héchsten in der DGL auftretenden Differenti-
alquotienten wird Ordnung der DGL genannt.

7.4 Beispiel 1. 7.2.1. ist von erster Ordnung
2. 7.2.2. ist von zweiter Ordnung

3. Die DGL %(t) = —T%) ist von zweiter Ordnung. Sie beschreibt die

Bewegung eines sich radial vom Erdmittel- _
punkt wegbewegenden Raumschiffes. A/ > 0 Erde Raumschiff

ist die Erdmasse, r der Abstand des Raum- " -
schiffes vom Erdmittelpunkt und r = %r die i

Radialgeschwindigkeit. <&
7.5 Definition
Eine gewdhnliches DGL-System fiir die Funktionen x4, . .., x,, heiBt linear, wenn
es die Form
Yo AWz (1) = ()
hat. Dabei bezeichnet z\¥) := (%xl, e j—;xm)t den Vektor der i—ten Ablei-

tungen; AW (t) € Mat(m,R) und b(t) € R™ sind vorgegebene Matrix— bzw.
vektorwertige Funktionen.

Andernfalls heiBt das DGL-System nicht linear.
Eine lineare DGL heiBt homogen, wenn b(t) = 0 fiir alle t, sonst inhomogen.

Die Komponenten b; von b heiBen Stérfunktionen.
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Beispiel 7.4.1. ist linear homogen.
Beispiel 7.4.2. ist linear inhomogen.
Beispiel 7.4.3. ist nicht linear.

Ab jetzt werden viele Begriffe nur fiir Einzel-DGLn eingefiihrt. Das meiste iibertragt
sich aber auf DGL-Systeme.

7.6 Definition 1. Eine DGL heiBt implizit, wenn sie die Form
F(t,z,2',...,.2™)=0 (7.1)
hat, explizit, wenn sie die Form
™ = flt,x 2, ™) (7.2)
hat.

2. Eine n—mal differenzierbare auf dem offenen Intervall I definierte Funktion
x: I — R heiBt explizite Losung der DGL (7.1) bzw. (7.2), wenn gilt:

F(t,z(t),2'(t),...,.2™t) =0 (tel)

bzw. ™ (t) = f(t,x(t),2'(t),..., " D(t)) (tel).
Beispiele 7.4.1.-3. waren explizite DGLn, fiir 1. und 2. wurden auch (die) expli-

ziten Losungen angegeben.

7.7 Beispiel 4. y% + x = 0 ist eine implizite nichtlineare DGL. Die Kreisglei-
chung 2% + % = ¢ > 0 ist die allgemeine Lsung, aber in impliziter Form.

Explizite Losung: y(x) = £v/c — a2 fir |x| < /¢, also

dy x R

dm_:':\/c—q;Q_ ;
7.8 Definition

e Eine einzelne Lésung (ohne frei wihlbare Konstanten) heiBit spezielle oder
partikulare Losung.

e Fine parameterabhangige Lésung einer DGL n—ter Ordnung heift allgemeine
Lésung, wenn sie n frei wahlbare Konstanten enthalt,

e cine parameterabhangige Losung heiBt vollstandig, wenn alle speziellen Losun-
gen durch Wahl geeigneter Parameterwerte aus ihr hervorgehen.
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e FEine nicht zu einer parameterabhangigen Losung gehorende spezielle Lésung
heift singular.

Beispiele 7.2.1. und 2.: Die allgemeinen = vollstandigen Losungen wurden ange-

geben. Eine partikuldre Losung von 2. ist z.B. @1 (t) = 0, xa(t) = —3gt*.
Beachte: In 2. gab es vier Parameter x4, 2, 10, V2,0, denn es waren zwei

DGLn zweiter Ordnung, 2 x 2 = 4.

Beispiel 7.7.4.: Hier war ¢ > 0 Parameter der allgemeinen = vollstandigen

Losung.

7.9 Beispiel 5. (y)? —4xy +4y =0

ist eine implizite nichtlineare DGL erster Ordnung.
Die allgemeine Losung: y(z) = 2cx —
c?, ¢ € R ist eine durch ¢ parametrisierte
Geradenschar.

Dies ist aber nicht die vollstindige
Losung, denn es existiert noch die
singuldre Lésung y(z) = z%. Diese ist
die Einhillende der Geradenschar, siehe
Abbildung.

X

Frage: e Wie findet man Losungen?
e Woher weil man, dass man alle gefunden hat?

Diese Frage beschaftigt seit der Zeit Newtons viele Mathematiker (und uns in
den nichsten Wochen??).
Wir betrachten zunachst die expliziten Einzel-DGLn erster Ordnung

,_ UcCR? Uoffen. Y
vy =[xy (2y) eUCR, Uoffen. 1
AN T T U U U U U U U U N

Geometrische Interpretation: Zeichnet man  [* X NI 333y

0.5\\\\ R T N N N

an jedem Punkt (z,y) € U eine Gerade der = [~~~ ~\g ===~ =>
Steigung f(z,y), dann ist

. : .. ~ ~ . Lt oA A A A A A A A A A
jeder speziellen Losung g = g(x) der DGL ei- [ ... ... ... . ...

ne Kurve in U, die iiberall tangential an den -/~ / 2~/ 7277
lokalen Geraden ist.

Beispiel 3 = —cy, also f : R? — R, f(z,y) = —cy, sieche Abbildung.

20Numerische Methoden zur Lésung von DGLn werden z.B. in [DB] behandelt
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Um also die durch den Punkt (z,y) gehende spezielle Losung zu finden,
bewegt man sich, von (z,y) ausgehend, tangential zum Richtungsfeld.

Vorsicht: Woher wissen wir iiberhaupt, dass durch jeden Punkt (z,y) € U C R?
nur eine Losungskurve geht?

7.10 Beispiel (Gegenbeispiele) 1. Implizite DGL, Beispiel 7.7.4.
(y')? —day' +4y =0 (7.3)

Hier gehen durch jeden Punkt (zg, o)
unterhalb des Graphen der Parabel
y = x? zwei Lésungskurven, d.h. an die
Parabel tangentiale Geraden. Deren Stei-
gungen entsprechen den zwei Losungen
der quadratischen Gleichung (7.3) fiir ¢/
am Punkt (z, o).

2. Explizite DGL, f nicht lipschitz-stetig

r_ ; . 23/2

y = fly) mit f(y) =32 y

Al e La ] 0.6 AN ’ 7
gemeine Losung: oal F AL ’ s
_ 3 :

y(x) = (), cER S AN

Singulare Lésung: y(x) = 0. ey X

DurchJeFien Punkt aufder.a:—Achse ge- 02, /., L Ll

hen damit mindestens zwei Losungskur- -0.4/ 7« # s« f s 0 p /2 1/

oGl AL
ven! O NN

Im zweiten Beispiel fallt auf, dass die Funktion f bei O nicht lipschitz-stetig,
geschweige denn differenzierbar war.

Nach dieser informellen Ubersicht iiber die bei gewdhnlichen DGLn auftre-
tenden Phanomene zeigen wir nun mathematisch rigoros die (lokale) Existenz
und Eindeutigkeit der Losung geniigend regularer expliziter gewohnlicher DGLn
1. Ordnung. Spater werden wir sehen, dass damit auch die gleiche Frage fiir
explizite DGLn hoherer Ordnung beantwortet wird.

7.2 Der Banachscher Fixpunktsatz
7.11 Definition
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e FEine Abbildung f : X — Y zwischen metrischen Raumen (X, dx) und (Y, dy)
heiBt lipschitz-stetig, wenn ein L > 0 (genannt Lipschitzkonstante) exi-
stiert mit

dy(f(l’l), f(ZL‘Q)) S L dx(l‘l,l'g) (ZL’l,l’Q € X)

e FEine lipschitz-stetige Abbildung f : X — X auf einem vollstindigen metri-
schen Raum (X,d) heiBt kontrahierend, wenn sie eine Lipschitzkonstante
L < 1 besitzt. Es sei X eine Menge. Dann heiBt x € X Fixpunkt der Abbil-
dung f : X — X, wenn f(x) =z gilt.

7.12 Satz Lipschitz-stetige Abbildungen sind stetig.

Beweis: Sei € X und V Umgebung von f(x). Dann gibt es e > 0 mit U.(f(z)) C V. Setze
0:=¢/L. Dann ist f(Us(x)) C Uc(f(2)). a

7.13 Bemerkung Die Umkehrung gilt nicht, wie die folgenden stetigen Funk-
tionen f : R — R zeigen (mit Metrik d(z1, 22) = |x;—x2| und 21 := 0, x5 = x):

e f(x):= 2% Dann ist

d(f(21), f(22)) = 2* < Ld(a1,92) = Llz] 2\
nur fiir [z] < L.

Da f stetig differenzierbar ist, ist die Funk-
tion zwar wie man sagt lokal, d.h. einge-
schrankt auf eine geeignete Umgebung ei-
nes beliebigen Punktes, aber nicht global
lipschitz-stetig.

[y~

1

|z|, und nicht lokal bzw. nicht
global Lipschitz-stetige Funkt-
ionen = — +/|x| bzw. x — 2?

e f(z) := \/|z|. Dann ist \/|z| < L|x| nur fir [z| > L™2. f ist also bei 0
noch nicht einmal lokal lipschitz-stetig. Andererseits ist f sogar gleichmaBig
stetig?!, also insbesondere stetig. &

7.14 Satz (Banachscher Fixpunktsatz) Eine kontrahierende Abbildung

f X — X auf einem vollstandigen metrischen Raum (X, d) mit Lipschitzkon-
stante 6 < 1 besitzt genau einen Fixpunkt z*,

und fiir die m-te lterierte x,, := f(x,,—1) von 2o € X gilt

A2, %) < d(z1,20) L5 (m € N). (7.4)

21Def.: Eine Abbildung f : M — N zwischen den metrischen Raumen (M, dys) und (N, dy)
heiBt gleichmaBig stetig, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein 6 > 0 gibt mit dy(f(z), f(y)) < € fiir
alle z,y € M mit dy(z,y) < 9. Siehe Analysis I, Kapitel 9.3
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Beweis: o Fiir n > 0 gilt d(zp41,2n) < 0d(xn, zp—1) < ... < 0"d(21,20), also fir n > m

n—1 n—1
) pm
A(zn, ) <Y d(zjg1,25) < (Z eﬂ) d(w1,30) < 74 d(w1, 20),

j=m

sodass (zn,)nen eine Cauchy-Folge bildet, und wegen Vollstindigkeit von (X d) existiert

z* = lim z,.
n— oo
e Damit ist d(z*, z,,) = limy,—s 00 (d(z*, zp,) + d(Tp, Tm)) < 19—7”0 d(x1,20).

—_

e Wegen der Stetigkeit von f gilt f(z*) = lim,, 0 f(2p My oo Tpi1 = T
e Gilt fiir x € X ebenfalls f(z) = z, dann ist d(z,z*) = d(f(z), f(z*)) < 0d(z,z*), also
x = z*. Damit ist 2* der einzige Fixpunkt. |

Wir kénnen hier also mit (7.4) die Zahl der Iterationen, die zum Erreichen einer
gewiinschten Genauigkeit hinreichend sind, aus d(z1, z() und € bestimmen.
7.15 Bemerkungen

1. Ist X C R ein abgeschlossenes Intervall und f : X — X stetig differenzierbar
mit | f'(z)| < 6 < 1 fiir alle x € X, dann ist f kontrahierend mit Konstante

8, denn
/myf’(z)dz /xy|f’(z)|dz /xyﬁdz

2. Oft muss man das Problem etwas umformulieren, um die Kontraktionseigen-
schaft zu bekommen. Beispielsweise kann man den Definitionsbereich verklei-
nern oder die Gleichung umformen.

1f(y) — f(z)] = < < = 0ly — z|.

So werden wir die eindeutige Existenz von Lésungen gewohnlicher Differenti-
algleichungen beweisen, indem wir diese als Fixpunkte eines kontrahierenden
Integraloperators charakterisieren. &

7.16 Beispiel (Berechnung von /2)
e Wir suchen also eine Nullstelle von f(z) := % — 2, wissen aber schon, dass
zwei Nullstellen existieren, also zwei Fixpunkte von g(z) := 22 — 2 + z. Damit
kdnnen wir den Banachschen Fixpunktsatz nicht direkt auf g : R — R anwenden.
e Restringieren wir g auf [1,2], dann ist auf diesem Intervall ist ¢’ > 3, ¢ also
nicht kontrahierend.

Man kdnnte nun statt f die Funktion c¢f benutzen, die fir ¢ € R\ {0}
die gleichen Nullstellen wie f besitzt, aber fiir ¢ € (—%,O) eine kontrahierende
Abbildung = — cf(x) + z liefert. Wir gehen aber einen anderen Weg, um die
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Flexibilitat des Fixpunktverfahrens zu zeigen.
e Nach der vietaschen Wurzelformel ist die Umkehrfunktion von g[}; ) gleich

h:[0,00) = [0,00) , h(y)=—3++\y+9/4,

und A/ (y) = \/ﬁ, sodass |1/ (y)| < 3 ist fiir y > 0. Damit ist & eine kontra-
f g h

L~

7

W
N

W2

Abbildung 7.1: /2 als: Nullstelle von f(z) = 2> —2 (links), Fixpunkt von g(z) =
f(x) 4+ z (Mitte) bzw. Fixpunkt von h(y) = —1 + \/y + 9/4 (rechts)

hierende Abbildung auf dem vollstindigen metrischen Raum [0, c0). AuBerdem

besitzt sie als Umkehrfunktion von g[}; .y den Fixpunkt V2.
Mit yo := 0 ist y; = h(yo) = 1, also gemaB (7.4) die Fehlerschranke

3
’ym - \/§| S 5 '3_m~

Numerisch ergibt sich gerundet:

U Fehler  Fehlerschranke
0 1.41421 15
1 0.41421 0.5

1.3027 0.11151 0.16666
1.3848 0.02941 0.05555
1.4065 0.00771 0.01851
1.4122 0.00201 0.00617

A~ W= oS

Da der Abstand (7.4) vom Fixpunkt exponentiell in der Zahl m der lterationen
schrumpft, wéchst die Zahl der (unterstrichenen) richtigen Ziffern ungefahr linear
mit m. &

Diese lineare Konvergenzgeschwindigkeit ist typisch flir kontrahierende Ab-
bildungen und fiir viele Zwecke ausreichend.
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7.3 Lokale Existenz und Eindeutigkeit der Losung

Wir werden nun sehen, dass bei etwas mehr Regularitat von f die DGL lokal ein-
deutig I6sbar ist. Dazu schauen wir uns aber gleich die n—dimensionale Situation
an:

7.17 Definition e /st der erweiterte Phasenraum U C R; x R} offen, und
das zeitabhdngige Vektorfeld f : U — R" stetig, dann heiBt die Gleichung

T = f(t,x)

nichtautonome oder explizit zeitabhangige DGL.

o Ist speziell U = R, x U mit Phasenraum U C R? offen und f von der Form

f(t,xz) = f(x), dann heiBt die DGL autonom oder dynamisches System.

o Eine differenzierbare Funktion ¢ : I — R7, I C R, Intervall heiBt Lésung der
DGL, wenn graph(y) C U und

dp

dt |t=7': f(Tv @(7_)) (T € I)

e ©: 1 — R” geniigt der Anfangsbedingung (ty, zo), wenn ty € I, (ty,x0) €
U und ¢(ty) = zo gilt. ¢ l6st das Anfangswertproblem (AWP), wenn
zusatzlich ¢ eine Lésung der DGL ist.

e Das zeitabhangige Vektorfeld f : U — R™ geniigt

— global einer Lipschitz—Bedingung mit Konstante L, wenn
1f(t,21) = f(t, 22)|| < Lflwy —2af|  ((¢,2:) €U)

— und (lokal) einer Lipschitz—Bedingung, wenn jeder Punkt (7,x) aus
U eine Umgebung V' C U besitzt, sodass fiir eine Konstante L = L(T, x)

1F (1) = f(t xo)l] < Loy — of| - ((t,20) € V).

7.18 Bemerkungen (Lipschitz—Bedingung)

1. Man beachte, dass die Lipschitz-Stetigkeit nur beziiglich der x—Variablen ge-
fragt ist.

2. Ist f € CY(U,R"), dann ist in einem konvexen kompakten Gebiet K C U
nach Satz 10.6 die lokale Lipschitz—Bedingung erfiillt, mit der Konstante

L = maX(t,m)eKHDxf(t?x)H' <>

107



Wir werden in Satz 7.20 die eindeutigen Losungen des Anfangswertproblems als
Fixpunkte einer kontrahierenden Abbildung auf einem Raum stetiger Funktio-
nen finden. Damit wir sicher sein kdnnen, dass der Fixpunkt iiberhaupt existiert,
miissen wir gemaB dem Banachschen Fixpunktsatz (Satz 7.14) zunachst kontrol-
lieren, dass der benutzte Funktionenraum ein vollstandiger metrischer Raum ist.

7.19 Satz Es sei V C R™ abgeschlossen und M der Raum der Kurven in V,
also M := C([a,b], V). Fiir f,g € M setzen wir d(f,g) := sup || f(t) — g(t)].

t€la,b

Dann ist (M, d) ein vollstindiger metrischer Raum.

Beweis: o Auf [a,b] nimmt die stetige Funktion ¢ — || f(¢t) — ¢g(¢)|| ihr Maximum an. Also ist
d(f,g) < co. Andererseits ist d(f,g) = 0 genau fiir f = g.
Ebenso gilt d(g, f) = d(f,g) und

d(f,h) = sup [[(f(t) = g(t) + (9(t) — h(2))]|

t€la,b]

< sup ([£(8) = g(@)] +[lg(t) = h(®)]])
te(a,b]

< sup |[f(¢) = g(@)|l + sup [[g(t) —h(t)]]
t€la,b] t€la,b]

= d(f,g) +d(g,h).

Damit ist (M, d) ein metrischer Raum.

o Weiter ist fiir alle ¢t € [a,b] und eine Cauchy-Folge (fm)men von Kurven f,, € M auch
die Folge (fm(t))men von Punkten aus V' eine Cauchy-Folge, denn es gilt || fin (t) — fn(¢)|| <
d(fm, fn). Da R™ vollstindig ist und V' C R™ abgeschlossen ist, existiert fiir alle ¢ € [a,b] der
Punkt

und ist sogar aus V.

e Ist damit schon der Limes f € M7 Das ist noch nicht klar, denn f kdnnte unstetig sein. Wir
verwenden zum Nachweis der Stetigkeit ein sog. £/3-Argument:

Fiir jedes € > 0 und ein geeignetes N € N gilt ja fiir die Cauchy-Folge (fi)men insbesondere

d(fm, fn) <e/3  (m=N),
also auch fiir alle ¢ € [a, ]
1) ~ Fx (@)l = lim_ [ fult) — S (D] < /3.
Da fn stetig ist, gibt es fiir jedes s € [a, b] ein 6 > 0 mit
Ifn(t) = ()l <ef3 (t: |t —s] <9).
Damit ist nach der Dreiecksungleichung fiir diese ¢

1F(8) = f ()l 1F@) = @I+ @ = vl + lfw(s) = fs)l]
e/3 + €/3 + /3
€.

A IA
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Also ist auch f stetig, d.h. f € M.
e Damit gilt auch f = lim,;,—00 fim im metrischen Raum (M, d), denn

Ao dy) = sup [F(8) = ()] = sup lm_[1fn(®) = fv(0)]

t€la,b]
< sup sup ||fm(t) = [N ()]l = sup d(fm, fn),
t m>N m>N

und da die f, eine Cauchy-Folge bilden, geht letzterer Abstand fiir N — oo gegen Null.
Wir haben damit nachgewiesen, dass jede Cauchy-Folge (fi)men konvergiert, (M,d) also
vollstandig ist. O

7.20 Satz (Picard-Lindel6f) Das zeitabhingige Vektorfeld f : U — R™ auf
der offenen Menge U C R, x R geniige einer Lipschitz—Bedingung auf U.
Dann existiert fiir (ty, x¢) € U ein € > 0, sodass das Anfangswertproblem

P=fta) , alto) = 5o
eine eindeutige Lésung ¢ : [ty — ,to + €] — R™ besitzt.
Beweis: Wir bezeichnen das Zeitintervall mit I := [ty — €,19 + €].

e Existiert eine solche Lésung, dann muss sie die Integralgleichung

o(t) =z0+ [ f(s,0(s))ds  (tel) (7.5)

to

erfiillen, wie man durch Differentiation bzw. Einsetzen von ¢, feststellt. Andererseits ist nach
dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (Satz 12.15 von [Anl]) jede stetige
Lsung von (7.5) auch schon differenzierbar und damit eine Lésung des Anfangswertproblems

T = f(t7{L') , l’(t(]) = Xo-

e Es soll nun die Losung ¢ als Fixpunkt einer Abbildung A aufgefunden werden. A wird stetige
Kurven im Phasenraum in solche abbilden.

T
Um den Definitionsbereich von A giinstig U
zu wahlen, soll der Phasenraumbereich die V' T
Vollkugel V' := U,.(z) sein. Wir setzen
Ver =1xV,
und wahlen r so klein, das V,.,, C U. } } } - 1
| o
Weiter sei L > 0 Lipschitzkonstante von f[y, —und
N I£(ta)] und &= min (r, . (7:6)
= n = —, = ] . .
max(¢ z)ev,.,. T u e:=min |7, =, o

Damit ist insbesondere V. C V,., CU.

M :=C(I,V) C C(I,R")
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bezeichne wieder den metrischen Raum der stetigen Funktionen ¢ : I — V' mit Supremums-
metrik

d(, ) = sup [[9(t) = (D)l

Nach Satz 7.19 ist (M, d) ein vollstdndiger metrischer Raum (denn V' C R™ ist abgeschlos-
sen).

e Wir fithren durch

(AP)(t) i=wo + [; f(s,0(s))ds  (tel)

eine Abbildung A : M — C(I,R™) ein, von der wir zunichst zeigen wollen, dass ihr Bild in
M bleibt. Dazu stellen wir fest, dass gemiB Definition (7.6)

t
< ] [ el £l s
0

sodass (Ay)(t) € V fir ¢t € I ist.

e Jetzt miissen wir nur noch beweisen, dass

<

/ (5, (s))]] ds

/ Fs,0(s)) ds

<|t—tg|N <eN <,

A: M — M,

die so genannte Picard-Abbildung, kontrahierend ist, dass also fiir ein geeignetes 0 < § < 1
gilt

d(Ap, Ap) < 0d(p,b)  (p,0 € M).
Tatsachlich ergibt sich aus der Definition (7.6) von ¢ fiir t € T

d(Ap, AY) = Stgl\Aw(t)—Aso(t)H
= sup / (s, (5)) — F(s,0(s))] ds

IA

e -sup [lf(5,%(s)) = S(s,0())]
< eLsup|i(s) — p(s)ll = eLd(¥, ) < 3d(y, ).

A ist damit eine kontrahierende Abbildung auf dem vollstindigen metrischen Raum M,
besitzt also nach dem Banachschen Fixpunktsatz (Satz 7.14) einen eindeutigen Fixpunkt
© € M. Diese Funktion ¢ erfiillt also die Integralgleichung (7.5) und 18st damit das An-
fangswertproblem. m]

Die Picard—Iteration, die hier als technisches Beweismittel verwandt wurde, kann
auch zur Losung der DGL verwandt werden:

7.21 Beispiele (Picard—lteration)

1. Wir approximieren die Losung des Anfangswertproblems & =z , 2(0) = zg
durch

t
xo(t) := xo (teR) und z;11(t) :=xo +/ x;i(s) ds,
0
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also

x1(t) = xo(l41)

t?

zo(t) = o - Z T
i=0
Da z(t) = zo Zﬁo% = ¢ - €', konvergiert fiir alle ¢ € R die n—te lterierte
x,(t) gegen die Losung z(t), und zwar gleichmaBig auf jedem kompakten
Zeitintervall (aber nicht gleichmiBig auf R).

=142 , =0
max| <, || f/(2)|| = 2r, also ist gemaB Definition (7.6) & = min (1=, -

e wird maximal fiir r = 7 dh. e = M2

Fiir r > 0 ist N = max, <, || f(x)|| = 1+ r?, und die Lipschitzkonstante L =

Fiir Zeiten |t| < \/Tg konnen wir also Konvergenz garantieren.
Picard—lIteration mit x((t) := x ergibt

n(t) = (Axo)(t):/0(1+x§<s))ds:t
zo(t) = /t(1+82)ds:t+t3/3

t

z3(t) = /[1+<S+83/3)2]d3:t+§+%t5+6—13t7,
0

etc.

Die Funktionenfolge konvergiert gegen tan(t), die Losung des Anfangswert-

™

problems. Konvergenz haben wir sogar auf dem offenen Intervall (—g, 5).<>

7.4 Globale Existenz und Eindeutigkeit der LGsung

An Beispiel 7.21.2 sehen wir, dass die Losung nicht fiir alle Zeiten existiert, da

f(z) = 14 2% mit |x| sehr stark anwachst, sodass man in der Zeit 5 nach oo
gefiihrt wird. Dies steht nicht im Widerspruch zur lokalen Lipschitz-Stetigkeit

von f.
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Dagegen ist in Beispiel 7.21.1 f(x) = x sogar global lipschitz-stetig, und die
Losung existiert fiir alle Zeiten ¢t € R. Dies ist ganz allgemein so:

7.22 Satz Ist das (zeitunabhangige) Vektorfeld f : R™ — R™ lipschitz-stetig,
dann existiert eine eindeutige Losung p : R — R™ des Anfangswertproblems

= f(x) , x(0)=x.
Beweis: Es sei L > 1 eine Lipschitzkonstante, es gelte also

[f(x1) = fla)| < Lllwys —2ofl - (21,22 €R").

Wir wahlen r := || f(zo)|| + 55, sodass N = max, 55 f (@)
N < |f(zo)ll + max, sl f(2) — f (o)l
S Hf(l'())” +LmaXz€m||l'—$0|| :T—f—LT

ist, und =
- in T’L’i > min (L‘FHJC(JTOHLL’L) or
. N’ 2L 2t e B

unabhangig von zy wird.
Damit kdnnen wir die lokale Lésung ¢q : (—¢,e) — R™ des Anfangswertproblems & = f(z)
mit o (0) := ¢ finden.
©vo(e/2) wird der neue Anfangswert fiir Zeit t; =

(—5.3¢) = R", mit

1> N N A .
5 und wir erhalten eine Lésung ¢ :

eo(t) = 1(t) fir te(—ee)n (-5, 3¢)=(-5¢).
Durch Zusammensetzung der Losungen
pri((5—1).e- (5+1) 2R mit o (32) = pr (32)
erhalten wir eine Losung fiir alle Zeiten t € R. a
7.23 Bemerkung (Existenz und Eindeutigkeit fiir lineare DGLn)
Insbesondere folgt, dass fiir alle linearen Differentialgleichungen das AWP der

Form
t=Ax , z(0)=xg

fir alle Zeiten eindeutig |osbar ist, denn das Vektorfeld f(x) = Ax ist lipschitz-
stetig mit Konstante L = ||A||, der Matrixnorm von A € Mat(m,R) (wie wir
gesehen haben, ist diese Losung z(t) = exp(At)xy). &

Auch die Differentialgleichungen hoherer als erster Ordnung lassen sich mit
den beschriebenen Methoden behandeln, indem man aus einer expliziten DGL
n—ter Ordnung ein DGL-System von n DGLn erster Ordnung macht.
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7.24 Satz Die DGL der Ordnung n > 1

n T n—lz

dt™ Y E?

mit F € C*(R™*) ist zum DGL-System

dz . :2;2
== flt,x) mit f(t,x):= ( : > (7.8)

In
F(tvxlv--wxn)

im folgenden Sinn dquivalent:

e Ist p: I — R Lésung von (7.7), dann ist i) := : : [ — R" Losung
gD(nI—l)

von (7.8).

1
o [st umgekehrt ¢ = < : ) Lésung von (7.8), dann ist 1, Lésung von (7.7).
w'll
Beweis: Nach Definition ist ¢ n—mal differenzierbar, also v : I — R"™ differenzierbar, und
Ve = Loy (k=2,...,n),

%w" = (fltif = Fn(t’<p7¢/7-- -7()0(”_1)) = Fn(fﬂwla- awn)

Die Argumentation lasst sich umkehren. O

7.25 Beispiel Das himmelsmechanische 2-K&rper—Problem beschreibt die z.B.
die Bewegung von Erde und Sonne um ihren gemeinsamen Schwerpunkt.

Nach einer Transformation kommt man zum sog. 1-Zentren-Problem der
Bewegung einer Punktmasse am Ort 2 € R*\{0} im Schwerefeld eines im Koor-
dinatenursprung befindlichen Himmelskorpers. Nach dem Gravitationsgesetz ist

die Anziehungskraft proportional zu —#, also & = —VC‘J—

z||3 "
Dieses DGL-System zweiter Ordnung lasst sich auf die DGL erster Ordnung

v1
v2
1
2

2= f(2) mit z:<£f> und  f(z) = _WH:ET

U2 ATIES
b2 fa

3
Ml]?

umformen. Damit kdnnen wir es mit Picard—Iteration oder einem anderen Ver-
fahren fiir kleine Zeiten |dsen. O
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Wir kdnnen auch explizite zeitabhdngige DGLn auf autonome zuriickfiihren. Statt
der DGL @ = f(t,z) mit f: U — R", U C R; x R" offen betrachten wir dazu
das autonome DGL-System

g=gy) mit g:U—=>RM | y=(5) g =(5p). (7.9

Wir erhohen also die Dimension des Phasenraumes um eins, indem wir den Zeit-
parameter s zum Phasenraumpunkt x hinzufiigen. Ausgeschrieben hat (7.9) die
Form

Is=1 , Lz= f(s,x). (7.10)

Ist nun ¢» : I — U eine Losung von (7.9), dann gilt mit (t) = (i((?))
s(t) = s(0) + t, bis auf eine zu wahlende additive Konstante ist also die Pha-
senraumkoordinate s gleich der Zeit ¢. Die Losung ¢ = (3) des AWP g =
g(y), ¥(0) = (1) ergibt daher eine Lésung = des AWP & = f(¢t, ), z(to) = 0.
Man setzt einfach z(t) := Z(t — to).

Umgekehrt kann man aus einer Losung des AWP & = f(t,z), z(ty) = xo
durch Ergénzung eine Lésung des AWP von (7.9) konstruieren.

Ist f: U — R™ (in allen Argumenten) lipschitz-stetig, dann auch g. Damit
iibertragt sich der Existenz— und Eindeutigkeitssatz (man beachte aber, dass wir
fiir nicht autonome DGLn keine Lipschitz-Stetigkeit beziiglich ¢ forderten).
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8 Differentialrechnung mehrerer Variablen

Im letzten Semester wurde die Differential- und Integralrechnung reeller Funk-
tionen f: U — R (mit U C R offen) entwickelt. Die Differentialrechnung soll
nun auf Funktionen f : U — R™ mit U C R™ offen ausgeweitet werden.

Wir haben schon solche Funktionen kennen gelernt:

8.1 Beispiel (Abbildungen f : R™ — R")

1. U C R Intervall, f: U — R"™ stetig. Dies waren die parametrisierten Kurven
im Raum.

2. m =2, n=1. Der Graph {(z, f(z)) € R*x R |z € U} von f l3sst sich als
Flache tiber der Ebene auffassen, siehe Abb. 8.1.

Z2

GO S A

I

T2

Abbildung 8.1: Links: Graph einer Funktion f : U — R fiir U C R2. Rechts: Ein
Vektorfeld f auf U C R?

3. m = n. Hier nennt man f auch Vektorfeld, sieche Abb. 8.1 fiir m =n = 2.

4. m,n € N beliebig, n x m-Matrix A € Mat(n x m,R)
Lineare Abbildung f : R™ — R", f(z) := Ax. O

8.2 Bemerkungen 1. Wenn keine Missverstandnisse drohen, ldsst man oft die
Vektorpfeile weg. Diese Konvention werde ich verwenden. In der Literatur
findet man stattdessen auch die Schreibweisen f und f.

2. Allgemein lasst sich beziiglich der kanonischen Koordinaten des R™ eine Ab-
bildung f : U — R™ als ein n—Tupel

f=(f,.-.,f)" von Funktionen f;:U — R (8.1)
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schreiben. Bequemlichkeitshalber lasse ich, wo dies nicht zu Missverstandnis-
sen fiihrt, das Transpositionszeichen weg, identifiziere also Zeilen— und Spal-
tenvektoren. &

Wir sind insbesondere an stetigen Abbildungen interessiert.

fi
8.3 Satz [ = ( : ) : U — R"™ ist genau dann stetig, wenn alle Koordinaten-

fn
funktionen f;, : U — R stetig sind.

Beweis: Nach Satz 9.4 der Analysis | ist f genau dann stetig in z € U, wenn f folgenstetig
in x € U ist, und analog sind die Komponenten fi von f genau dann stetig in x € U, wenn
sie dort folgenstetig sind.

Qg1
Es sei also (a¢)een eine gegen = konvergente Folge von ay = < : ) € R™, und

arm

b1
by = ( : ) := f(as) € R™ das ¢-te Glied der Bildfolge. Nach Satz 7.32 der Analysis |

ag,mn

Y1
konvergiert (b¢)ren genau dann gegen y = | : | := f(z), wenn die reellen Folgen (be,k)ren
Yn
gegen yi, = fi(x) konvergieren (k =1,...,n). Nun ist aber by, = fr(a¢), letzteres Kriterium
also das der Folgenstetigkeit der f. a

Sind also in (8.1) die Koordinatenfunktionen fi,..., f, stetig, dann auch
f U — R". Das folgende Beispiel zeigt dagegen, dass eine Funktion f : U — R
unstetig sein kann, obgleich alle partiellen Funktionen (bei denen man m — 1 der
Koordinaten einen festen Wert gibt) stetig sind.

8.4 Beispiel (Partielle Funktionen) Fiir die reelle Funktion zweier Variablen

22127 r#0
R* =R = witr

und alle ¢ € R sind die Funktionen

0’(@) = flz,e) und g(2) = fle,2) =g (x) (¢ ER)
einer Variablen stetig. Denn fiir ¢ # 0 ist

() 2xc

g (x) = 2 und g”(@) =0, (I=12).
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(1/2)

X4

=

S

Dagegen ist 1 = lim; o f(¢,t) # limyo f(t, —t) = —1, wahrend f(0) =
0 = limy_,o(t,t) = limy_,o(¢, —t) ist. Also ist f unstetig bei x = 0. &
8.1 Die Landau—Symbole

In vielen Fallen geniigt eine ungefahre Kenntnis einer Funktion. Ist etwa « ein
betragsmaBig kleiner Winkel, dann konnen wir in guter Naherung sin(«) durch «
ersetzen. Um nun ein MaB fiir Giite der die Naherung zu erhalten, sei allgemein
f: D — R” auf einer Teilmenge D C R™ definiert und a € D.

8.5 Definition Esseig: D — R.
1. Falls fiir ein geignetes ¢ > 0 ein C = C(e) > 0 existiert mit
If @) < Clg(x)]  (z € D mit |z —a| <e),

heiBt f bei a von der Ordnung groB O von g, und man schreibt*
f(x) =0(y(z)) oder f=0(9) (z—a)

2. Falls man dabei sogar C(c) > 0 so wahlen kann, dass lim.\ ,C(e) = 0 gilt,
also (unter der Voraussetzung g(x) # 0 fiir alle x € D mit ||x — al| < ¢€)

@)

=0
==a |g(z)]

ist, heiBt  bei a von der Ordnung klein o von g, und man schreibt

f(x) = olg(x)) oder f=o(g) (xv—a)

22Da in der Landau-Notation f = ((g) der Punkt a nicht auftaucht, darf man nicht
vergessen, ihn zu nennen, z.B. in der Form des nachgestellten ( — a). Ohne diese Angabe
ergibt die Formel f = O(g) keinen Sinn!
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Analog verfahrt man fir f : R — R" und die Punkte a = =oo, die man
als Punkte der erweiterten Zahlengerade R auffasst, und bei denen man die
Umgebungen [R, 00) bzw. (—oo, —R] verwendet.

8.6 Beispiele

1. Fir a =0 ist sin(z) — x = o(x) (x —0),

sin x

= 1, also

lim, o 20 =  jst.
2. Genauer gilt sogar

sin(z) —z = O(z?) (x = 0),

denn
oo p2k+1 , 0o L2(k=1)
_ = -1
|sin(z) — 2] = kz Dl ;( oy

Letztere Potenzreihe konvergiert
auf ganz R und ist damit stetig,
also auf jedem kompakten Inter-
vall [—¢, ] beschrankt.

In der nebenstehenden Abbildung
wird der Graph der Funktion

x> sin(x) —x 2

(fett gezelchnet) mit dem Graph
von x — = verglichen.

3. Beia = ooist sin(z) = O(1), denn der Sinus ist sogar auf ganz R beschrankt.
Dagegen gilt nicht sin(z) = o(1), denn |sin((n + §)7)| = 1 fiir alle n € N.

4. Fir die (in der Informationstheorie -x In(x)

wichtige) Funktion il

-]

f:(0,00) =R , f(z):=—zlIn(

gilt f(z) = o(1) (z — 0), aber i 1 X
nicht f(z) = O0(z) (x—0). ¢ e \
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Als Vergleichsfunktionen g : D — R bieten sich die Betrage g(z) := ||z — a||”
an. Im Eindimensionalen (D C R) kann man einfach g(x) := (x — a)™ nehmen.
Man kann die Schreibweise f = O(g) (x — a) so interpretieren, dass f zur
Menge O(g) der Funktionen gehért, die sich bei a in der beschriebenen Art und
Weise verhalten. Dies ist ein R—Vektorraum. In diesem Sinn kénnen wir aus

fi=0(@) und fo=0(g) (z — a)

schlieBen, dass

fi+ f2=0(g1) + O(g2) = O(|g1| + |g2|) (z — a)

und
fifo = 0(91)-O(g2) = O(g1-92) (z — a)
ist, und analog fiir das Klein—o—Symbol. Ist andererseits g» = O(g1) (z — a),
dann kénnen wir O(g1) + O(g2) = O(g1) (x — a) schreiben.
Ebenso folgt mit der mengentheoretischen Interpretation des O-Symbols aus
fi— fa=0(g)
hi=hL+0@) (z—a)

Beispielsweise kann man mit Beispiel 8.6.2 schreiben:
sin(z) = z + O(2?) (x —0).

Analog schreibt man f; = fo + o(g) statt f; — fo = o(g).

8.2 Definition der totalen Ableitung

Nun wollen wir den Begriff der Ableitung
verallgemeinern und lassen uns von der ein-
dimensionalen Situation leiten. Dort war ja () /4 fl@)+1-y
fiir eine bei x € U C R differenzierbare

Funktion f : U — R die Ableitung f'(z)

die Zahl [ € R, fiir die ||

I I - X
‘ r Tty

flety) = flx)+l-y+oly)  (y—0).
Wenn [ existiert, dann ist die Steigung der Tangentialgeraden (und darum

handelt es sich ja) eindeutig bestimmt.
Im R™ hat man nun mehr Moglichkeiten x € U zu variieren, y wird ein
(betragsmaBig kleiner) Vektor des R™ sein.
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8.7 Definition f : U — R™ mit U C R™ offen heiit bei x € U (total)
differenzierbar, wenn es eine Matrix L. € Mat(n x m,R) mit

fle+y)=fl@)+Ly+o(lyl)  (y—0) (8.2)
gibt. Dann heift L Ableitung von f bei x.

Wieder gibt es hochstens eine solche Matrix, denn fiir L, Lo, die die Bedingung
erfiillen, muss

Lyy = Loy + o([lyll)
sein. Fiir M := L, — Ly gilt damit lim,_, ﬂ%ﬁ =0, also M = 0.

8.8 Bemerkung Insbesondere folgt aus der Differenzierbarkeit bei = die Stetig-
keit bei x, denn da lim, o Ly = 0 und lim, o o(||y||) = 0, ist

lim f(z +y) = f(2).

8.9 Notation

e Man schreibt dann D f(z) statt L und nennt diese (x—abhangige) Matrix
Jacobi-Matrix von f im Punkt x.

e Ist f fiir alle z € U bei x € U differenzierbar, dann heiBt f (total) differen-
zierbar, und Df : U — Mat(n x m,R) die Ableitung von f. O

8.3 Partielle Ableitungen

Wie rechnet man die Jacobi-Matrix aus?
Wir kénnen uns die einzelnen Komponenten von f getrennt vornehmen, also
D f(x) zeilenweise berechnen.

8.10 Definition Eine Funktion g : U — R (mit U C R™ offen) besitzt bei
x € U die partielle Ableitung nach der k—ten Variablen

Dyg(x) @(x) (k=1,...,m),

- 8xk
wenn fiir den kanonischen Basisvektor e, = (0,...,0,1,0,...,0)" € R™
99 v g@+h-ep)—g(x)
praa h

existiert.
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8.11 Satz Ist f : U — R"™ bei x € U differenzierbar, dann existieren die
partiellen Ableitungen g—gﬁ;(m) und

o a
%(x) L ()

Df(x) =

fn ) :
%(1) 35,’; (z)

Beweis: Fiir y = hex mit h € R ist
f(x+ her) = f(x) + hDf(x) e + o(h) (k=1,...,m),
——
L

sodass
fi(z + hex) = fi(x) + hLik + o(h) (t=1,...,n)

ist. Damit existiert limy,_q f’(x+h+)_ﬁ(x) = %(x) und ist gleich L;. ]

8.12 Beispiel (Totalableitung) Fiir f : R? — R? | f(z) = (ggg) = (xif*gmwé)

2
3riT2—T5

ist Df(z) = (3”@%_%% O ) und die Ableitung am Punkt z := (}) € R? ist

6172 3(:1:%—:5%)
Df((3)) = (i 49°)- <

Wir konnen aber nicht umgekehrt von der Existenz aller partiellen Ableitungen
bei x auf die Differenzierbarkeit bei = schlieBen.

8.13 Beispiel (Unstetige partielle Ableitungen)

122 0
‘R2 5 R _ [ vF0

Diese Funktion ist auch stetig am Punkt 0 € R?, denn |f(z)| < ||z]|, also
lim, o f(x) = 0. Auch ihre partiellen

Ableitungen existieren iiberall:

1:3

of (V= ) Tas » TFV und analo
611( ) 0 2 =0 g
fiir aaf Allerdings existiert die totale Ab-
|e|tung bei Null nicht. Nach Satz 8.11
kdme ja nur Df(0) = (0,0) in Frage,
aber fiir y := (Z) ist

fly) = f(0) = f(y) = |n|/V2
nicht von der Ordnung o(||y||) = o(h).<
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Verlangen wir allerdings zusatzlich, dass die partiellen Ableitungen stetig sind,
dann gilt die Umkehrung von Satz 8.11:

8.14 Satz Eine auf der offenen Menge U C R™ definierte Funktion f : U — R"
besitze die partiellen Ableitungen ng; : U — R. Falls diese bei x € U stetig sind,
ist f bei x total differenzierbar.

Beweis:

e f ist genau dann total differenzierbar, wenn die Komponenten f1,..., f, total diffe-
renzierbar sind. Dies folgt aus Satz 8.3, wenn man bedenkt, dass das Kriterium (8.2)
gleichbedeutend ist mit

li L& +Y) = f@) — Ly

= O7
y—0 lyl

und analog lim,,_,o f"“($+y)ﬁyfl"“(w)71ky = 0 dquivalent zur totalen Differenzierbarkeit von

fx bei z, mit Ableitung D fi(z) = I, € R™.

Also nehmen wir n =1 an; f ist dann eine reelle Funktion von m Variablen.

o Wir fiihren einen Induktionsbeweis in der Zahl m der Variablen. Ist m = 1, dann ist das

Kriterium
m

fle+y) = f@) +> by +ollyl)  (y—0) (83)

k=1
gleichbedeutend mit der Existenz der partiellen Ableitung.
e Wir nehmen an, dass die Aussage fiir Funktionen von m — 1 Variablen richtig ist und

zeigen ihre Richtigkeit fiir m Variablen. Dazu schreiben wir x = (2/,z,,) € R™ mit
2’ € R™~! und analog y = (¥',ym). Die zu beweisende Abschitzung (8.3), aufgeldst

Tm
A T +y
Y
Ym ¢ OYm
T y
- o/

Abbildung 8.2: Aufspaltung von x +y € U
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nach dem o(||y||)—-Term ist damit

m

A = |f(x’+y’,xm+ym)— ) Zlkyk

< |f($/+y/7$m+ym)—f(l’ +y xm) _lmym|

+ f(xl + y/axm) - Sﬂ xm Z lkyk
of

+ f(xl + y/7 mm) - l‘ xm Z lkyk

t @ € (0,1) nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung. Wir setzen I,
axm( x). Wegen der Stetigkeit von 5 f bei x und nach Induktionsvoraussetzung existiert
fir e > 0 ein § > 0 mit

>

f(z+y) —zm] < £ fiir ||yl < & und

axm
> |f@ o wm) = S ) = TP k] < S far 1y < 6.

Daher ist A < S|ym|+ 5[l <ellyll (vl <),
sodass A = o(]|ly||) bewiesen ist. a

Damit haben wir ein handliches Kriterium fiir die totale Differenzierbarkeit.

Rn
e Die Ableitung einer C'—Kurve f : U — R" auf
dem offenen Intervall U C R haben wir schon im
letzten Kapitel besprochen: Der Tangentialvek- (1)
tor am Punkt f(t) der Kurve ist der Geschwin-

f1®)
digkeitsvektor D f(t) = ( : ) eR".
fa@®)

Df(t)

e Auch der Fall n = 1 ist geometrisch wichtig. Hier haben wir eine Funktion
f U — Rmit U C R™, die wir durch ihren Graphen oder auch durch ihre
Hohenlinien darstellen konnen. Der Wert ¢ von f wird hier als Hohe interpretiert
und f~*(c) als Héhenlinie bezeichnet. %

8.15 Beispiel f:R* R , f(z) =2} 23

Der Graph von f besitzt die Form einer Sattelflache, siehe Abbildung 8.3. <&

ZDie Darstellung einer reellen Funktion durch mehrere Héhenlinien wird auch Contour-Plot
genannt.
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— f(0)
f1{1/2)
— f(-1/2)

Abbildung 8.3: Graph (links) und Gradientenvektorfeld mit Hohenlinien (rechts)
fir f(x) = 2?2 — 23

8.4 Der Gradient

In Bsp. 8.15 ist die Ableitung am Punkt z gleich Df(z) = (2x1, —2x5).
Interpretieren wir diese durch Transposition als Tangentialvektor an x, so
ergibt sich, dass dieser senkrecht auf der Hohenlinie durch x steht und in Richtung
des starksten Anstieges von f weist.
Dies gilt ganz allgemein:

8.16 Definition Der Gradient bei x € U einer total differenzierbaren Funktion
f:U—= R, UCR™ ist der Tangentialvektor

fs)
ﬁ(v’ﬂ)

gradf(x) := (Df(x))t = : an der Stelle x.

o1 ()

Oxm,

8.17 Bemerkungen (Gradient)

1. Ist f total differenzierbar (d.h. fiir alle z € U total differenzierbar), dann ist
gradf : U — R™ ein Vektorfeld.

2. Statt gradf schreibt man auch V[ (gesprochen: "Nabla f"). O
8.18 Beispiel (Gradient) Der Graph von

f(z) = cos(z1) - cos(z2) (z € R?)
dhnelt einer Eierpappe (siehe Abb. 8.4), und das Gradientenvektorfeld von f ist

Vf(z) = (—sin(acl) Cos(xg)) . o

— cos(z1) sin(z2)
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€os{X1) cos(xz) cos(xq) cos(xz)

c0os(X4) cos(xz)

e A S e P
iaz“\;txzuwy}
PN PN ¥ N
g o0 R TR
\f{‘?m; \‘-f"-*/
f\"/l F\*i.;hi
| o S | N S |
[ R R i i

PRINURINE

-2m -n 0 mw 2

Abbildung 8.4: Graph (links), Contour-Plot (Mitte) und Gradientenvektorfeld
(rechts) von x +— cos(xy) - cos(xzs)

8.19 Definition Die Richtungsableitung der auf der offenen Teilmenge U C
R™ total differenzierbaren Funktion f : U — R in Richtung v € R™ ist durch

Ouf(z) == Df(z)(v)
gegeben.

Damit ist 0, f(z) = (V f(z),v).
Da die Richtungsableitung der differentielle Anstieg in Richtung v ist, ergibt
sich:

8.20 Satz /st Vf(z) # 0, dann zeigt der Gradient in Richtung des starksten
Anstieges von f.

Beweis: Es sei |[v|| = 1. Dann ist 9, f(x) = ||gradf(z)]| cos ¢, wobei ¢ der Winkel zwischen

Vf(x) und v ist. Das Maximum wird fiir ¢ = 0, also v = Hgﬁgil\ angenommen. O

8.5 Differentiationsregeln

Aus der eindimensionalen Differentialrechnung sind uns Differentiationsregeln be-
kannt:

e Summenregel: (f +9g)' = f +¢
e Produktregel: (f-g) =f g+ f-¢

o Kettenregel: (go f) = (g o f)- [
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e Quotientenregel: (f/g) = f/'gggf’g'; diese ist eine Folge von Produktregel

und Kettenregel.

Wir wollen nun sehen, wie sich diese Regeln in hoheren Dimensionen verallgemei-
nern. Fiir die Verallgemeinerung der Produktregel liberlegen wir uns zunachst,
welche Funktionen wir sinnvoll miteinander multiplizieren konnen. Es sei dabei
und im Folgenden U C R™ offen.

1. Funktionen f, g : U — R™ besitzen Werte f(z), g(x) € R™. Unter Verwen-
dung des kanonischen Skalarproduktes (v, w) := >"}'_, vgwy von Vektoren
v, w € R™ bezeichnen wir mit (f, g) die reelle Funktion

(f,g):U—=R , (f 9 (x):=(f(x),g()).

2. Die vektorwertige Funktion f : U — R™ kdnnen wir mit einer reellen Funk-
tion h : U — R punktweise multiplizieren und erhalten die vektorwertige
Funktion

h-f:U—=R" |, (h-f)(x):=h(z)- f(x).

8.21 Satz

e Sind f,g:U — R*"und h : U — R bei x € U C R™ differenzierbar, dann
gilt die Summenregel

D(f +g)(x) = Df(x) + Dg(z),

und die Produktregeln

n

D{(f,g) (x) = Z(fk(x)ng(@ + gi(z) D fi,(2)) (8.4)

k=1
und

D(h- f)(x) = f(x)Dh(x) + h(x)Df(x).

e st f: U — R" bei v € U C R™ differenzierbar, und g : V. — R bei
y := f(z) € V C R" differenzierbar (und V' > f(U) offen), dann gilt die
Kettenregel

D(go f)(x) = Dg(y)Df ().
8.22 Bemerkungen (Ableitungs-Regeln)

1. Insbesondere existieren die Ableitungen der verkniipften Funktionen!
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2. Die Dimensionen der Ableitungs-Matrizen ergeben sich wie folgt:

D(h-f)x) = flx) - Dhx) + hx)- Df(x)
— —~~ ——— ~— ——
n X m—Matrix  Spaltenvektor Zeilenvektor Zahl  n x m—Matrix
Lange n Lange m
und
D(go f)(x) =  Dg(y) Df(x)
———r S~—— S——

[ x m—Matrix [ x n—Matrix n x m—Matrix

3. Fiir total differenzierbare Funktionen f, g : U — R™ und k € R ergibt sich
damit
D(f+9)=Df+Dg . D(kf)=FkDf,

die Ableitung ist also eine lineare Operation!

4. Die erste Produktregel (8.4) soll als Hausaufgabe bewiesen werden. &

Beweis: Wir setzen die Differenzierbarkeit bei = voraus, also

fx+y) = f(x) = Df(x)y +olllyl) und g(x +y) — g(z) = Dg(x)y +ofllyl)  (8.5)
mit Df(x), Dg(z) € Mat(n x m,R).
e Die Summenregel der Differentiation ergibt sich wie in der Analysis reeller Funktionen:
Wegen (8.5) ist
(F+0)w+9) — (F +0)(@) = (F+ 1) — F(@)) + (9o + 1) — g())
(Df()y + o(llyl)) + (Dg(x)y + o(lly]))
= (Df(z) + Dg(x))y + o([lyl)-
e Die Produktregel folgt aus (8.5) und der dazu analogen definierenden Relation h(x + y) —
h(z) = Dh(z)(y) + O(||ly|l) von Dh(z). Mit der Abkiirzung k := hf : U — R™ ist namlich
k(@ + ) — (z) = h(z + 9)f(z +y) — h(z) f(z)
= fl@+y)(h(z+y) - h(z)) + h(@)(f(z+y) - f(2))
(f (@) + (O(llyIN)(Dh(z)(y) + ollyl) + h(z)(Df(z)(y) + o(llyl])
= f(2)Dh(z)(y) + h(z)D f(x)(y) + o(lyll)
= [f(z)Dh(z) + h(x)Df(x)|(y) + o(llyl)-
o Kettenregel: Mit den Abkiirzungen L := Df(x), M := Dg(y) und h :==go f : U — R!
ergibt sich g(y +Y) — g(y) = MY + o(||Y]]).
Wir setzen hier Y := f(x + X) — f(z), also Y = LX + o(|| X]|)).

Damit ist
—_—
hz+X)—h(z) = gy+ fla+X) - f(2)—9(y)
= M(LX +o(| X)) + o(ll f(z + X) — f(2)])
MLX + o(||X]]),
sodass Dh(x) = ML ist. a
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8.23 Beispiel 1. Ein Wanderer befindet sich im Gebirge, dessen Hohe am Punkt
(x,y) gleich z(z,y) sei. Zum Zeitpunkt ¢ sind seine Horizontalkoordinaten
c(t) := (x(t),y(t)), er befindet sich also in der Hohe z(x(t),y(t)), und er
bewegt sich mit der Geschwindigkeit

%z o c(t) = Da(c(t)) De(t) = <(§i§g) ,Va(x(t), y(t))>
nach oben.

2. Eine Funktion g : R* — R hat in Polarkoordinaten (r, ) (mit z = (3}) =
7 COS ¢

z(r, @) == (Tsiw)) die Form G(r, ) := g(r cos ¢, rsin ).
Es ist nach der Kettenregel DG(r, p) = Dg(x)Di(r,p) mit Dg = (guy, 9u,)
und DE(r, o) = (53¢ 7752, also

singp 7rcosy

0
G, = —G =g, coSQ+ gz, sinp
or
0
G, = 8_G = gz, (—7sing) + gu,r cos .
¥

Damit ergibt sich (durch Auflésen nach den partiellen Ableitungen von g) fiir
r#0
~ G, cos —le sin
Volatre) = (G, o

Gy sin @+%G¢ cos

8.6 Hohere Ableitungen

Ist f: U — R" total differenzierbar, dann ist g := D f eine Abbildung g : U —
RY mit ¢ := mn, denn der R—Vektorraum Mat(n x m,R) hat die Dimension ¢,
ist also zum R’ isomorph.

Wir kdnnen damit die totale Ableitung von g, also die zweite totale Ableitung
DD f von f untersuchen. Einfacher erscheint es zunachst, zweite und hohere
partielle Ableitungen zu betrachten.

8.24 Definition Essei f : U — R", U C R™ offen. Existieren fiirk € N, | < k,
beliebige i1,...,i, € {1,...,m} und j = 1,...,n die partiellen Ableitungen
82_1 ---%fj der Ordnung [ und sind diese stetig, dann heiBt f k—mal stetig
differenzierbar.

C* (U,R™) = {f:U — R"| f ist k-mal stetig differenzierbar}
C(UR") = CUUR") ={f:U — R"| f ist stetig}
C*(UR") = [)C*UR"
keN

Cc*U) = CHMU,R).
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8.25 Notation Man schreibt auch

o 0 0
DiyoooDicf oder oy, oder 5" f i

6%1 8%

f.

Die erste Schreibweise ist die beste, denn hier wird nicht die Koordinate benannt,
nach der partiell differenziert wird, sondern nur ihr Index.

Wenn wir partielle Ableitungen in der Form f, ..., notieren, ist es sinnvoll, die
Komponenten einer vektorwertigen Funktion durch einen oben stehenden Index
zu bezeichnen (also f = (f(l), - ,f(”))t), um Verwechslungen zu vermeiden.$

Die Funktionenrdaume C*(U, R") sind R-Vektorraume, und es gilt
CMHU,R™) C CF(U,R™),
Einfache Beispiele zeigen, dass nicht immer die Vertauschungsregel

0o 0 0 0

6_1'18_@ (ZL‘l,ZEQ) = 8_1‘28_:[‘1 (1'1,5(72) (86)

gilt:

8.26 Beispiel (Vertauschung partieller Ableitungen)
z122 (2] —23) x40

Fir f:R? >R, f(z) = vi+a; ’
0 , =20
existieren die partiellen Ableitungen aus (8.6), und fiir x # 0 ist
D1 014 09 01 (22 + 23)3 '

9 _ z2(af+4eiei—ay)
Da aber - f(z) = =172,

(@f+23)
also a%lf(o,xg) = —Xx, st
;—;% (0) = —1, wihrend
o= [(0) = +1 gilt. o

Allerdings ist dies fiir f € C?(U,R") der Fall. Allgemeiner gilt:
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8.27 Satz Ist f € C*(U,R"), dann gilt fiir jede Permutation 7 € S:

0 0 0 0

8xiﬂ(1) &%iﬂ(k)

Beweis: Jede Permutation m € S} 3Bt sich als Produkt von Transpositionen darstellen. Es
geniigt also die Vertauschung zweier partieller Ableitungen zu betrachten. Hohere Ableitungen
erhilt man durch Induktion. Wir betrachten den Fall f € C?(U), U C R2. In hdheren
Dimensionen bleiben die anderen Koordinaten unberiicksichtigt.

Fiir kleine £ > 0 ist das Quadrat @ mit den Eckpunkten z, x+ceq, x+ceq und x+c(e1+e2)
ganz in U enthalten. Wir ordnen @ die Zahl

Of = f(x) = f(z +ee1) — f(z +cea) + [z + e(er + e2))
zu. In diesem Quadrat liegt ein Punkt y mit
T2

To + €

Z2

T x1+ €

Abbildung 8.5: Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen

Of =55 555 f W),

denn
1. Of = g(z2 +¢) — g(w2) fiir g(2) := fz1 +¢€,2) — f(21,2).
2. Nach dem eindimensionalen Mittelwertsatz gibt es ein yo € [x2, 22 + £] mit
9(@2 +€) — g(z2) = €9 (y2),

also

0f = e (ya) = (§j< Fe) - §f<xy>) = (b + ) — h(a))
fiir h(z) := %(z,yg).

3. Nochmalige Anwendung des Mittelwertsatzes liefert ein y; € [x1, 21 + €] mit

h(zy +¢€) — h(z1) = eh/(y1), also Of = 2h/(y1) = 52%%f(y1,y2).
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Aus Symmetriegriinden gibt es aber auch ein w € Q mit Of = 528%2%f(w), also

o 0 o 0
915 007 ) = 9y 9, T W)

Fiir e \( 0 gilt y —  und w — x, also wegen Stetigkeit der partiellen Ableitungen

0 0 0 0

T@@ixlf(x):(?ixlaixzf(x)' O

Die von einer n x m—Matrix A erzeugte lineare Abbildung f : R™ — R", z
Az hat die (z—unabhangige) Jacobi-Matrix D f(z) = A.

Ist n = m, so konnen wir det A bilden. Geometrisch entspricht dem Betrag
dieser GroBe der Faktor, um den das Volumen eines Parallelepipeds P vergroBert
wird:

\

Abbildung 8.6: Geometrische Interpretation der Determinante

Entsprechend konnen wir die (punktweise definierte) Funktionaldeterminante
det(Df) einer Abbildung f € C*(U,R™) auf einer offenen Teilmenge U C R™
interpretieren.

8.28 Beispiel (Wechsel von Polar— auf Euklidische Koordinaten)
Der Koordinatenwechsel entpricht der Funktion

fiRYx[0,27] = R* , f(r,0) = (Teme) -
Diese besitzt Jacobi-Matrix und —Determinante
Df(r,0) = (nf Jond) . det(Df)(r, @) =

Die geometrische Interpretation des Faktors r wird in Abb. 8.7 dargestellt. <

8.7 Vektoranalysis

In Kapitel 8.4 haben wir mit dem Gradienten einen Differentialoperator kennen
gelernt, und zwar die lineare Abbildung

grad : C*°(U,R) — C*(U,R™),
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T2

r r+Ar /

Flache =~ rArAyp

Abbildung 8.7: Funktionaldeterminante fiir Polarkoordinaten

die einer glatten reellen Funktion f : U — R auf der offenen Menge U C R™
das Vektorfeld grad f auf U zuordnete.

Jetzt werden wir weitere Differentialoperatoren untersuchen, also Linearkom-
binationen partieller Ableitungen. Wichtig sind fiir uns besonders diejenigen, die
sich koordinatenunabhangig definieren lassen und damit einen geometrischen Ge-
halt besitzen.

Die Divergenz

Wir beginnen mit der Definition der Divergenz eines Vektorfeldes v : U — R™ auf
der offenen Menge U C R™. Wir nehmen dabei an, dass dessen totale Ableitung
U > x +— Dv(z) € Mat(m,R) existiert und stetig ist, und setzen

m
an

div (v) := tr(Dv) = Z .’

wobei tr(M) die Spur der quadratischen Matrix M bezeichnet. Damit ist div (v)
eine stetige Funktion auf U. In der Physik schreibt man oft V - v statt div (v).

Um ein Gefiihl fiir diese Funktion zu bekommen, betrachten wir lineare Vek-
torfelder v : R™ — R™, d.h. Vektorfelder, die gleichzeitig lineare Abbildungen
sind, fiir die damit eine eindeutig bestimmte Matrix M € Mat(m, R) existiert
mit v(z) = Mx.

Es ist div (v)(z) = > (M); = tr(M), die Spur der Matrix, also un-
abhangig von x € R™. Gleichzeitig ist aber, wie aus der Linearen Algebra be-
kannt, tr(M) gleich der Summe der Eigenwerte der (komplexifizierten) Matrix
M, siehe Abb. 8.8.

Die lineare Differentialgleichung

& =v(r) =Mz
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Abbildung 8.8: Lineare Vektorfelder v(z) = (} ,',)z mit Divergenz d. Links:

d = 2: Mitte: d = 0; Rechts: d = —2

besitzt fiir den Anfangswert zy € R™ die Losung
x(t) = exp(Mt)zg (t € R).

., e aufgespannte Wiirfel [0, 1]™ wird unter

Der von den Basisvektoren e, ..
der Abbildung R™ — R™, x + exp(Mt)z auf das von den Vektoren e;(t)

exp(Mt)eq, ..., en,(t) := exp(Mt)e,, aufgespannte Parallelotop vom Volumen
det(ei(t),...,en(t)) = det(exp(Mt))
transformiert. Nun gilt aber fiir eine Matrix A € Mat(m,R) immer
det(exp(A)) = exp(tr(A)).

Das Volumen des Parallelotops betragt damit
exp(tr(M)t) = exp(div (v)t).

Damit kann die Divergenz als VolumenvergroBerungsfaktor oder Quellstarke in-

terpretiert werden.

Der Laplace-Operator

Der Gradient gradf einer (stetig differenzierbaren) Funktion f : U — R ist ein
Vektorfeld auf U. Einem Vektorfeld v : U — R™ konnen wir umgekehrt die
Funktion div (v) : U — R zuordnen. Zusammensetzung der beiden Operationen

ergibt den Laplace-Operator
A = divgrad : C*(U) — C°(U).
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oxq
In cartesischen Koordinaten gilt grad(f) = : |, also
v
Af =di d(f) = —=.
f = divegrad(f) 2 922

Um ein Gefiihl fiir die Bedeutung des Laplace-Operators zu bekommen, betrach-
ten wir diesmal Funktionen f : R™ — R, die quadratische Formen auf R sind,
fir die also eine Matrix M € Mat(m,R) existiert mit

f(z) =3 (z, Mz) (x € R™).

Der Faktor % dient der Vereinfachung der Formeln. Die Matrix M ist durch f
nicht eindeutig festgelegt, wohl aber, wenn wir sie als symmetrisch voraussetzen.
Dann ist das Vektorfeld

grad f(x) = Mz (x € R™),

und Af(x) = div (Mz) = tr(M), sieche Abb. 8.9.
Wegen unseres Ansatzes ist Af konstant. Dies ist ebenso der Fall, wenn wir
stattdessen fiir ein b€ R™ und c € R

f(x) ==L (z, Mz) + (b,z) + ¢ (x € R™)

ansetzen.
Betrachten wir speziell die Familie

M= (") ,dannist Af(z)=my +ma.

0 mo

Wir kénnen m; als die Krimmung der Kurve t +— (¢, f(e;t)) bei t = 0 interpre-
tieren. Ist etwa m; > 0 und my < 0, dann besitzt der Graph von f die Form
eines Sattels. Ist dessen Kriimmung nach oben (in der 1-Richtung) betragsmaBig
groBer als die Kriimmung nach unten (also in der 2-Richtung), dannist Af > 0.

Die Rotation

Wir haben durch Bildung des Gradienten aus einer Funktion f : U — R ein
Vektorfeld auf U C R™ erzeugt. Kénnen wir jedes Vektorfeld so darstellen?

1. Fir m = 1 ist das der Fall, denn dann ist grad(f) = f’ und mit dem
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung kdnnen wir (zumindest
wenn U C R ein offenes Intervall ist) f bis auf eine additive Konstante aus
grad(f) rekonstruieren.
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Abbildung 8.9: Graphen quadratischer Funktionen f(z) = %<$, (100@)@ mit
Af =/{+41. Links: £ = 1; Mitte: £ = 0; Rechts: { = —1

2. Schon fiir m = 2 ist aber nicht jedes Vektorfeld Gradientenvektorfeld. Dies

stellen wir mit der Rotation, dem Differentialoperator

rot : CH(U,R?) — C°(U,R) , rot(v):= % — %
1 2

fest. Denn

W> L ) R

teradf =rot | % ) = - B
rot gra f ro <r9f 011019 0201

Oxo

falls f zweimal stetig differenzierbar ist.

Dagegen ist fiir die Matrix M = (70! ;12 ) die Rotation des linearen Vek-
torfeldes v(x) = M« gleich

rot v = mg; — Mi9.

Betrachtet man die Tangentialkomponente eines solchen linearen Vektor-
feldes entlang einer Kreislinie mit beliebigem Mittelpunkt und Radius, dann
ist diese, gemittelt iiber den Kreis, fiir rot(v) > 0 im Gegenuhrzeigersinn,
fir rot(v) < 0 im Uhrzeigersinn orientiert, siehe Abb. 8.10.

. In m = 3 Dimensionen lasst sich ein Differentialoperator definieren, der
ebenfalls Rotation genannt wird, diesmal aber Vektorfelder auf Vektorfelder
abbildet:

Ovg  Ovg
Oxg  Ox3

rot : CHU,R®) — CO(U,R®) , rot(v) = | Zu-2u
vy _ 0vy
dxy  Oxzg

In der Physik schreibt man oft V x v statt rot(v).
Wieder gilt rot grad = 0.
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Abbildung 8.10: Divergenzfreie Vektorfelder v(z) = (; _7)a mit rot(v) = r.
Links: » = 2; Mitte: » = 0; Rechts: r = —2

8.8 Anwendungen der Kettenregel

Im folgenden Satz betrachten wir ein bestimmtes Integral, bei dem sowohl der
Integrand als auch die Integrationsgrenzen von einem Parameter A\ abhangen.

8.29 Satz (Differentiation unter dem Integralzeichen) Es sei
f R x (A, Ag) — R eine stetige Funktion mit stetiger partieller Ableitung D f .
A, B : (A1, A\2) = R seien C'—Funktionen. Dann ist

B\
FrOwh) R, FO ;:/ (@, 2) da

stetig differenzierbar, und
B(\)

F'ON) = F(BO),N) BV — F(AM),A) A + /A | Deftrnde (87)

Beweis: Essei ® : R x R x (\(, A\2) — R gegeben durch ®(a,b, ) := f: flz,\)dz.
Wir schreiben F' = ® o U mit

U:(ALA) 2 RxRx (AL A) . T(A) == (A(N), B, A)

und wenden die Kettenregel an.
e Es ergibt sich unter Voraussetzung der totalen Differenzierbarkeit von ®

F'(\) = D®(T(N\)DT(N) = (8.8)
D1®(A(N), B(A),A) A'(X) + Da®(A(N), B(A), A) B'(A) + D3®(A(X), B(A), A).

e Die ersten beiden Summanden ergeben sich nach dem Hauptsatz der Integralrechnung: Die
partiellen Ableitungen

D1®(a,b,A\) = —f(a,\) und Ds®(a,b,\) = f(b,\)
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sind nach Voraussetzung stetig.

e Beim dritten Summanden betrachten wir fiir vorgegebene Grenzen a,b € R die Hilfsfunk-
tion @ : [A1,Aa] — R, ®(\) := B(a,b,)\), wir konzentrieren uns also auf den hier einzig
wesentlichen Parameter \. Dabei setzen wir (um ein kompaktes Intervall [5\1,5\2] zu bekom-
men) A; := Ay + A\, Ay := Xy — AX mit einem kleinen AX > 0. O.B.d.A. setzen wir
b > a voraus. Die Einschrankung der stetigen Funktion D5 f = % auf das kompakte Rechteck
R := [a,b] X [A1, Xo] ist (nach Satz 9.21 von [An1]) gleichmiBig stetig, d.h. fiir jedes ¢ > 0
gibt es ein § > 0 mit

[D2f(@,3) = Daf @/ M) < 5= ((@ 1), (@', X) € R[|(, ) = (&', V)] <38). (89)

Wir wollen zeigen, dass fiir D®(\) = fo flx, A) dz gilt:

b b
D/ f(am)\)dw:/ Dy f(x, A)dx, (8.10)

wir also die Differentiation nach dem Parameter A unter das Integralzeichen ziehen kénnen. Wir
wissen aber noch nicht, ob ® iiberhaupt differenzierbar ist (also ob die linke Seite von (8.10)
existiert). Betrachten wir also den Differenzenquotienten, vermindert um die rechte Seite von
(8.10):

o)) — d(V) ’
7)\/—/(1 Dy f(x,\)dx

A —

/ab {f(x,);)\ = i/(x,)\')

- Dgf(:z:,)\)} dx

/ab [Dgf(l’, X(m)) — Dy f(x, )\)} dzx (8.11)

fiir ein A(z) zwischen X und X, nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung. Ist nun

|A — X| < 4, dann ist nach (8.9) der Betrag von (8.11) kleiner als f; p—dr=¢c. Dae>0

beliebig ist, haben wir damit (8.10) gezeigt.

Gleichzeitig haben wir auch die Stetigkeit aller partiellen Ableitungen von ® bewiesen, was
nach Satz 8.14 die totale Differenzierbarkeit von @ impliziert und damit die Formel (8.8)
rechtfertigt.

e Die Stetigkeit von F” folgt aus der stetigen Abhéngigkeit aller Summanden in (8.7) von A.
O

In Kapitel 20 von BLATTER [BI] findet man eine etwas allgemeinere Version des
Satzes.

8.30 Satz (Mittelwertsatz der Differentialrechnung)
Essei f : U — R auf der offenen Menge U C R™ differenzierbar, und U enthalte
die Strecke S mit den Endpunkten a und b. Dann gibt es £ € S mit

f(0) = f(a) = gradf(¢) - (b—a). (8.12)

Beweis: Betrachte h := f o ¢ mit der Kurve ¢: [0,1] = U, ¢t — (1 —t)a + tb von a nach b.
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Es ist ¢/(t) = b — a und damit nach der Kettenregel
W' (t) = gradf(c(t)) - (b — a).

Anwendung des (eindimensionalen) Mittelwertsatzes ergibt andererseits die Existenz eines
7 € [0,1] mit h(1) — h(0) = A'(7). Setze £ := ¢(7). O

Die Gleichung (8.12) 1aBt sich als mehrdimensionale Taylor-Formel nullter Ord-
nung auffassen, was deutlich wird, wenn man sie in der Form f(b) = f(a) +
gradf(§) - (b — a) schreibt und den zweiten Summanden als Restglied auffasst.

Das folgende Beispiel zeigt dagegen, dass der Mittelwertsatz nicht auf Abbil-
dungen f: U — R™ mit n > 1 verallgemeinert werden kann.

8.31 Beispiel Fiir f : R — C, f(x) := ™ = cos(z) + isin(z) ist
(2m)~! [77 f(x)dz = 0, aber 0 ¢ £([0,2n)). o

9 Der Satz von Taylor im R"

9.1 Die Taylor-Formel

In der Taylor-Formel wird eine reelle Funktion f: D — R bei a € D C R durch
ein geeignetes Polynom p approximiert und die Differenz f — p abgeschatzt.

Als Voriibung betrachten wir den Fall, dass f selbst ein reelles Polynom,
also Element des Vektorraumes R[x] ist. Dieser besitzt die Basis (by)ren, mit
bi(x) := 2*. Wir kdnnen also f(z) = >}, arz* mit dem Koeffizienten a; € R
in der Form f ="' axby, schreiben.

Stattdessen wollen wir fiir a € R die neue Basis (b, x)ken, von R[z] mit
box(z) := (x — a)* verwenden, also f in der Form

f= ch bar mit Koeffizienten ¢, € R (9.1)

k=0
schreiben. Wie bestimmen wir diese? Dazu stellen wir fest, dass die /—te Ableitung
des Polynoms b, die Form bﬁ(m) = Hf;é(k; —i)-(x — a)*~* besitzt, also

insbesondere bfﬁ; = 0 ist fir ¢ > k. AuBerdem ist bﬁ(a) = Og k! mit der
Kroneckerschen Deltafunktion §. Bilden wir also die ¢—te Ableitung von (9.1),
dann ergibt sich

f9(>a) = e,
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Daraus folgt fiir die Koeffizienten in (9.1)

f*(a)
!

(k € Np).

C —
Dies verallgemeinert sich folgendermaBen:

9.1 Satz (Taylor-Formel) Essei I C R ein Intervall, n € Ny und a € I.

1. Dann gilt fiir alle f € C™(I)

n k) (g
f(z) :Zf ( )(:E—a)kJro((:E—a)”) (x—a). (92

k!
k=0

2. Fiir alle f € C™*1(I) ist das Restglied

Ropi: I =R |, R,(z):=f(z)—

von der Form R, 1(z) = + ax(l‘ — )" f T (y) dy.

nl

3. In diesem Fall gibt es fiir alle x € I ein §& = £(x) zwischen a und x mit der
sog. Lagrange-Form des Restgliedes

. f(n+1) (6) n+1
Rn—&—l(x) = m(l’ - CL) . (93)
Beweis:
e Wir beweisen zunichst fiir £ € N und f € C*(I) die Restgliedformel
1 x
Rila) = =gy [ =0 1O d (0.4)

aus der fiir £ := n + 1 sofort Teil 2. des Satzes folgt.
(9.4) reduziert sich fiir £ = 1 auf die Aussage

@) - 1@ = [ ") dy,

also den Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung.
Firme {1,...,4—1}ist f € C™(I) C C*(I). Also gilt nach Induktionsvoraussetzung

R(o) = oy [ @0 )y
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Mit partieller Integration ergibt sich daraus
1 1 r
- 7 m p(m) T - o m p(m+1)
Ri(2) = ——(z = y)" ™ ()la + — /a (x—y)™f (y) dy

(m) v
- P lG—ars L [ e-pm g ay

m!

Also ist Rppq1(z) = L5 [*(z—y)™ f™+1) (y) dy, woraus sich durch Induktion nach m (9.4)
ergibt.

Fiir x > @ und

FID =it {f D () |y € a,a]} , £ = sup{FD(y) | y € [a, 2]}

gilt
i @ dy < Rt < [0 an
oder nach Auswertung der Integrale '
Fu nii i .
m(l‘—a) SRHH@)SW(J?_G) .

Da f("+1) stetig ist, gibt es ein ¢ € [a, 2], das (9.3) erfiillt. Der Fall 2 < a lasst sich analog
behandeln. Damit ist Teil 3. des Satzes bewiesen.

Unter der Voraussetzung f € C™(I) von 1. ist damit

F (E())

Bn(2) = n!

(x —a)"™.
Wegen der Stetigkeit von f(") : T — R und lim,_,, £(z) = a ist aber
FPE@) =M@ +o(1)  (z—a),

also R, (z) = f(l)!(a) (x —a)™ 4 o((x — a)™). Daher ist R,41(z) = o((x — a)™), was Teil 1.
des Satzes beweist. a

9.2 Bemerkungen

1.

Manchmal nennt man Teil 1. des Satzes 9.1 die qualitative, Teil 2. die quan-
titative Taylor-Formel.

. Aus Letzterer folgt die Aussage

n k) (g
:Zf k|( )(x—a)k+(’)((:1c—a)”+1)
k=0 ’

Diese ist praziser als (9.2), denn
(z —a)"™ =o((z — a)") (r — a),

aber nicht umgekehrt. Man muss aber bedenken, dass in Teil 2. (n+1)-malige
stetige Differenzierbarkeit von f verlangt wird, wahrend Teil 1. nur n—fache
stetige Differenzierbarkeit voraussetzt. &
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Setzen wir fiir f € C™"(I) und a €

~ f¥(a)
Kl

Tonf €R[x] |, Tonf(z) = (z —a)*,

k=0

dann ist dieses Taylor-Polynom n—ter Ordnung von f ein Polynom vom Grad
deg(T,nf) < n.
Wir erhalten so eine lineare Abbildung

Ton : C™"(I) — Rlx].

9.2 Die Taylor-Formel in m Dimensionen

Wir fiihren die mehrdimensionale Situation auf die eindimensionale zuriick, indem
wir fir z € U die Funktion auf der Strecke zwischen @ und x untersuchen, d.h.

ht) = fla +tx—a))  (t€[0,1]).

Dazu muss der Definitionsbereich U von f natiirlich das Bild A([0,1]) dieser
Kurve enthalten.

9.3 Definition U C R™ heiit konvex, wenn fiir alle x,y € U auch die Strecke
{1 =t)z+ty|te0,1]} zwischen x und y in U enthalten ist.

U

U konvex U nicht konvex

9.4 Satz (Taylor)
Fiir f € C*Y(U), U C R™ offen und konvex, a,x € U und v :=x — a gilt

(2) (k)
f(@) = fla) + ouf(a) + 2ED OO

mit 9 = Oy - .. 0, und dem Lagrange—Restglied

1-mal

O fa + ov)
(k+1)! '

Ry = 0 €[0,1] geeignet
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Beweis: Fiir [ =1,...,k+ 1 ist

d' d!

@h(t) = @f(a +tv) = 0V f(a + tv).
Daher folgt die Formel aus der (eindimensionalen) Taylor-Formel fiir h:

k
W (0
h(1) =Y z'( )y + Ryy1. o
1=0 ’

In dieser Form des Satzes, der die Richtungsableitung 0, in Richtung v benutzt,

sieht man nicht direkt, dass f durch ein Polynom vom Grad < k in z1,..., 2,
angenahert wird. Um dies zu sehen, muss man die Binomische Formel verallge-
meinern:

9.5 Definition (Multiindices)
e Ein Element p = (p1,...,pm) € N{' heiBt Multiindex der Ordnung

ol :=p1+ ...+ P

e Die Fakultat des Multiindex ist p! := py!ps!. .. - pp!l.

o Fiirx = (z1,...,z,) € R™ schreibt man abkiirzend die Monome in der Form
aP =t alm

9.6 Beispiel (Multiindex-Schreibweise)

Fir p:=(2,0,1,4) ist |p| = 7, p! = 2101114! = 48 und 2P = 23wz} &

Die Ordnung |p| des Multiindex ergibt den Grad des Monoms x?. Unter einem
reellen Polynom ¢ in m Variablen versteht man eine Funktion

q(z) = Z cpa?

peENG

mit Koeffizienten ¢, € R, die bis auf endlich viele gleich Null sind. Der Grad
des Polynoms ¢ ist der hochste Grad |p| seiner Monome 2P mit ¢, # 0. Dem
Nullpolynom in m Variablen ordnet man Grad —oo zu.

9.7 Satz (Polynomial-Formel) Fiir z = (z1,...,2,,) € R™ und k € N st

P
H.

(x1+...+xm)k:k‘!z

lp|=Fk
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Beweis: Durch Induktion in der Zahl m der Variablen.
e m = 1: trivial
e m = 2: Binomische Formel:

k! P1 ,.P2

(1 +$2)k = Z T R— - xflx’; Pr— k! Z 1 7
! 1

|
p1,p2,P1+p2=k pi'pa!

e m—m+1l z:=(x1,...,%m), Y:= (1, -, T, Tint1)
k K
k k : 1, k1
(@1+ .+ Ty +Tmg1)” = (S+ Tmt1) :§ l!(k—l)!smerl

I
=
]~
=
‘ —_
S
=~ (e}
w8
N— —
=
3??
+ <
AN

mit dem Multiindex ¢ := (pl, ey Pm, 1) der Lange m+ 1. o
Mit der Schreibweise D; = Bz ,
DP = (ﬁﬁ‘—_’gm fiir den Multiindex p = (pl, ..., Dm) ist die Richtungsableitung
in Richtung v € R™ gleich 0, = viD; + ... 4+ v,,D,, und nach Satz?* 9.7

[ =1,...,m fiir die [-te partielle Ableitung und

P DP
81(,1) = (D) +...+ UmDm>l =1 Z pl
Ip|=l

Damit ergibt sich die Gestalt

fla +v) = Z\p|<k p PP + Ry

der Taylor-Formel, mit Ry41 = Z|p\=k+1 Dpf(P++9UUp firein 0 <0 < 1

Wie im Eindimensionalen bezeichnet man mit 7, ;(v) = Z|p‘<k p DEI@) - das
Taylor-Polynom k—ter Ordnung am Entwicklungspunkt a.

9.8 Beispiel (Taylor-Polynom)
Fiir m = 2 Variablen und k£ = 3 Ableitungen ergibt sich
fla+wv) = fla)+
fuy (@)1 + fo,(a)ve +
5 Jarar (@)U + farwy (0)0103 + 5 fanas (@ )05 +
Efararen (007 + 5 fararws (00702 + 5 fay s (0 )0105 + § frympas (a)03
+R,.

24Vorsicht: Ist dagegen v nicht ein fester Vektor, sondern ein Vektorfeld, d.h. v : U — R™,
dann gilt diese Formel nicht, weil dann i.A. Dy (v, f) = vyDif + fDgv; # vy Dy f ist!
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9.3 Die Hesse-Matrix einer reellen Funktion

9.9 Definition
Fiir U C R™ offen, f € C*(U) und x € U heiBt die symmetrische Matrix

lezl(ﬁ) lezm(l‘)
Hy(x) = : :
die Hesse-Matrix von f am Punkt x. Man schreibt auch Hess f := Hj.

Damit ist fiir f € C*(U) nach der qualitativen Taylor-Formel

fla +v) = fla)+v-Vf(a)+gv-H(a)v+ R

mit R3(v) = o(|[v]|?), denn f(a +v) = f(a)+v-Vf(a)+ tv- Hp(a + v)v
and Hy(a +0v) = Hy(a) + of o)

9.10 Beispiel (Hesse-Matrix) Fiir f(z) := cos(z1) cos(z3) (siehe Beispiel 8.18)
ist

Vf(:l:) _ (—sin(zl) Cf)s(i;;) und Hf(a:) _ <—cos(x1)cos(ac2) sin(x1) sin(z2) ) .

— cos(z1) sin( sin(z1) sin(x2) — cos(z1) cos(x2)

Fiir den Entwicklungspunkt a := (_”7{/22> also Vf(a) = 0, ergibt sich als
Taylor-Polynom zweiter Ordnung von f bei a

TQQ('U) = —UV1Uy = —(.1'1 - 71'/2) : (1’2 + 7T/2)
An diesem Punkt besitzt der Graph von f die Form eines Sattels. &

Allgemein wird der Graph von f bei a durch die Flache zweiter Ordnung

{(@.f(a) + (z —a)- Vf(a) + 3(z —a) - Hy(a)(x — a)) |z € U}

genauer als durch die Tangentialebene

{(z,f(a) + (x—a)-V[(a)) | z € R"},

approximiert. Dies ist besonders wichtig, um festzustellen, ob ein Extremwert der
Funktion vorliegt.
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9.4 Extremalstellen

9.11 Definition
Eine Funktion f : U — R, U C R™ (nicht notwendig offen), besitzt

e cin lokales Maximum bzw. ein lokales Minimum x € U, wenn eine Umge-
bung V- C U von x in U existiert, fiir die

fx) > fly) bzw. f(x) < fly) (yeV).

e Fin lokales Extremum ist ein lokales Maximum oder Minimum.

e ein (globales) Maximum bzw. (globales) Minimum x € U, wenn
flx) = fly) bzw. f(z) < f(y)  (yeU)

o Ist sogar f(y) < f(x) fir alle y € V\{z}, dann heiBt = isoliertes lokales
Maximum, etc.

Genauer spricht man statt von Minima bzw. Maxima x von Minimal- bzw. Ma-
ximalstellen, um sie von den den Minimal—- bzw. Maximalwerten f(z) zu unter-
scheiden.

Wir erinnern uns, dass schon in einer Dimension das Verschwinden der er-
sten Ableitung weder notwendig noch hinreichend fiir das Vorliegen eines lokalen
Extremums ist:

9.12 Beispiel (Beziehung zwischen Extremalstellen und Ableitung)
1. f:R— R, z+ 22 besitzt bei 0 ein lokales Minimum und f/(0) = 0.

2. f:R—= R, x> z? besitzt bei 0 kein lokales Extremum, aber f'(0) = 0.

3. f:0,1] - R, z — 22, besitzt bei x = 1 ein lokales Maximum, aber

f'(1) #0. &

Aus der reellen Kurvendiskussion wissen wir aus der Schule, dass eine auf einem
offenen Intervall U definierte Funktion f in x € U sicher eine Extremalstelle hat,
wenn f'(z) = 0 und f”(x) # 0 gilt. Dabei ist das Verschwinden der 1. Ableitung
notwendig fiir das Vorliegen eines Extremums.

Dies werden wir nun auf Funktionen von m Variablen verallgemeinern. Ganz
allgemein, also fiir vektorwertige Funktionen ist der folgende Begriff die geeignete
Verallgemeinerung der Bedingung (nicht) verschwindender Ableitung:

145



9.13 Definition
Fiir U C R™ offen und f € CYU,R") mit n < m heit x € U regulédrer
Punkt, wenn der Rang der Jacobi-Matrix von f maximal ist, d.h. wenn

Rang(Df(z)) = n.
Sonst heiBt x kritischer (oder singuldrer) Punkt.

9.14 Satz Ist U C R™ offen und hat f € C*(U) bei z € U eine lokale Extre-
malstelle, dann ist gradf(z) = 0.

Beweis: Sei statt dessen v := grad f(z) # 0. Dann ist nach der Taylor-Formel
fle+) = f@)+ADf(z)(v) +o([ M) = f(z) + A (v, v) +o(N),
also wegen (v,v) > 0 fiir ¢ > 0 geeignet:

flx+ M) > f(x) 0<A<e)
flz+ ) < f(z) (—e< A <0).

Widerspruch! O

Satz 9.14 besagt also, dass x € U nur dann eine lokale Extremalstelle sein kann,
wenn x kritischer Punkt ist (also V f(z) = 0 ist).

Wie das Beispiel 9.12.3 zeigt, wird Satz 9.14 falsch, wenn man nicht die
Offenheit des Definitionsbereiches U verlangt.

Wie Beispiel 9.12.2 zeigt, ist die Aussage des Satzes 9.14 auch nicht umkehr-
bar. Allerdings kénnen wir mit Hilfe der Hesse-Matrix ein genaueres notwendiges
Kriterium und auch hinreichende Kriterien fiir das Vorliegen eines lokalen Extre-
mums formulieren.

9.15 Definition Eine symmetrische Matrix A = AT € Mat(m,R) heiBt
e positiv definit (A > 0), wenn (z, Azx) >0 (x € R™\{0}),
e negativ definit (A < 0), wenn (z, Az) <0 (x € R™\{0}),
e definit, wenn A positiv definit oder negativ definit ist,
e indefinit, wenn es x,y € R™ gibt mit (x, Ax) > 0 und (y, Ay) < 0,
e positiv semidefinit (A > 0), wenn (x, Az) >0 (x € R™),
e negativ semidefinit (A <0), wenn (x, Az) <0 (x € R™),

e semidefinit, wenn A positiv semidefinit oder negativ semidefinit ist.
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Der Gegensatz zu indefinit ist also semidefinit.

Fiir eine indefinite 2 x 2—Matrix A ist der Graph der quadratischen Form x —
(x, Ax) von der Form eines Sattels, siehe Abbildung 8.3.

9.16 Beispiel (Definitheit symmetrischer Matrizen)

1.

al 0
Die Diagonalmatrix A = ( ) ist genau dann positiv (negativ) definit,
0 am
wenn alle Eigenwerte a; > 0 (a; < 0) sind, und indefinit, wenn es Eigenwerte
a; > 0 > a; unterschiedlichen Vorzeichens gibt. A ist genau dann positiv

(bzw. negativ) semidefinit, wenn fiir alle i gilt: a; > 0 bzw. (a; < 0).

. Eine 2 x 2-Matrix A = (¢?) ist genau dann positiv definit, wenn a > 0 und

det A = ac — b*® > 0 sind.

Beweis: Fiir z := ({) ist (x, Az) = a, sodass a > 0 eine notwendige Bedingung ist.

Ist @ > 0, brauchen wir nur noch z € R? mit x5 # 0 zu betrachten. Mit 3 := x1 /o ist
dann

(v, Az) = a3 (ay® + 2by + )
—_ ——
>0 o fiir |y| groB.

Der Klammerausdruck hat genau dann reelle Nullstellen y /5 = —g + \/Z% — £, wenn
ac—b% <0. O

Soist A:= (% ') positiv definit, denn @ = 2 und det A = 3.

Dagegen ist A := (1?) indefinit, denn fiir z := (}) und y := () ist

(x,Az) = 6 und (y, Ay) = —2. <&

Wie im Beispiel 9.16.1 kommt es auch bei beliebigen symmetrischen Matrizen
nur auf das Vorzeichen der Eigenwerte an. Zwar ist die exakte Berechnung der
Eigenwerte fiir groBe Matrixdimension aufwendig oder unmoglich. Wie in Bei-
spiel 9.16.2 kann man aber ihre Vorzeichen bestimmen, ohne sie zu berechnen.
Allgemein gilt namlich der

9.17 Satz (Sylvester) Eine symmetrische Matrix

A:( : : )EMat(m,R)

am1l --- Amm

ist genau dann positiv definit, wenn gilt:

ail ... a1k
det(; ;)>0 (k=1,...,m).

Akl - Qkk
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Beweis: Wie aus der Linearen Algebra bekannt, l3sst sich A auf Diagonalform D := O~1AO
(mit O orthogonal) bringen. Man zeigt nun, dass die Diagonalmatrix D = diag(ds,...,dn)
genau dann nur positive d; besitzt, wenn obige Bedingung an A erfiillt ist. Genaueres in
Lehrbiichern der Linearen Algebra, z.B. FISCHER [Fi], Kapitel 5.7. O

Hinreichend ist nun folgender Extremstellentest:

9.18 Satz Essei U C R™ offen, f € C*(U) und ein x € U kritischer Punkt.
Dann ist x fiir

e Hy(x) positiv definit eine isolierte Minimalstelle,
e Hy(x) negativ definit eine isolierte Maximalstelle,

e Hy(x) indefinit keine Extremalstelle.

Beweis:

o Essei Hy(xz) positiv definit, und

c:= 3 min (v,Hs(z)v) ,also ¢>0.
UE]R'VYL
llvll=1

[N

Dann ist 3 (y, Hy(2)y) > c(y,y) = clly[*.
Nach der Taylor-Formel ist wegen grad f(z) = 0

F@)+ 4 (v Hy(@)y) + ol|ly]*)
£@) + ellyll? + oy
> f@+glul® (vl <o)

flz+y)

v

fiir ein geeignetes ¢ > 0. Also ist z eine isolierte Minimalstelle.
e Ist Hy(x) negativ definit, dann ist H,(x) fiir g := — f positiv definit. Beweis analog.
o Ist Hy(z) indefinit, dann existieren ¢ > 0 und Richtungen v,w € R™, ||v|| = [|w| = 1 mit
(v, Hf(z)v) > c und (w, Hy(x)w) < —c, also
¢ c
Fle a0y > f@)+ SN baw. f(a+ M) < fa) — SAP

falls |A\| < €. Damit ist  weder Minimum noch Maximum. a

9.19 Beispiel Es sollen die kritischen Punkte und Extrema von f : R? — R,
f(z) = cos(z1) cos(x2) aus Bsp. 8.18 bestimmt werden.

Dazu kann die Periodizitdt von f ausgenutzt werden. Da der Cosinus 27—
periodisch ist, besitzt f in beiden Variablen diese Periode. Es gilt aber mehr,
namlich dass f(z + ¢) = f(z) fir £ € G := {n(7) + n2(") | n; € Z}, denn
cos(x + ) = — cos(z).
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Wir missen uns also nur um die kritischen Punkte im von den Basisvektoren
(”) und (7” ) des Gitters GG aufgespannten Elementarbereiches
™ w/2

FE = {Cl(ﬂ-> +62(7T> ‘O§C1,62<1}
m —T

kiimmern. Die Bedingung V f(z) = 0 ist gleichbedeutend mit

sin(xy) cos(xe) = cos(xy) sin(zz) = 0.

/ .
/ Vir "

In E finden wir genau vier kritische Punkte:

1. Fira :=(8) € Eist Vf(a) =0 und Hy(a) = (' %) negativ definit,
a ist also isoliertes Maximum, mit f(a) = 1.

2. a = (5) € E:Vf(a)

=0, Hf(a) = (1Y) positiv definit, a ist also
isoliertes Minimum, mit f(a

0,

)=—1.

3. a, = (;{/22), Vi(as) =0, Hy(a) = (2 %) indefinit, a ist also
kein Extremum, sondern ein Sattel.

Die isolierten Maximalstellen von f bilden also das Gitter (7, die isolierten Mini-
malstellen das verschobene Gitter G + (7). Sattelpunkte finden wir in G + (;?g)

und in G + (_”7{/22) &

10 Implizite Funktionen

Man kann Kurven und Flichen®® im Raum implizit als Nullstellenmenge einer
Funktion oder explizit durch Parametrisierung angeben.

10.1 Beispiele

25 Allgemeiner: so genannte Untermannigfaltigkeiten des R™, siehe Definition 10.18
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e Die p—Sphire SP C R™ mit p := m — 1 ist implizit durch f(z) = 0 mit
f:R™ R, x |z|*— 1 gegeben.

e Fiir 5% < R3 ist eine explizite Parametrisierung durch

T T cos B cos
g: |:_§7 5] X [0727T) - Rg ) g(@,g@) = <210§g sin:g)

gegeben. Wir kdnnen aber auch die " Nordhalbkugel” {z € S | 3 > 0} durch
g:U—=R | (z1,22) — <a:1,x2, 1—a? —a:%)

mit U := {(x1,22) € R? | 22 + 22 < 1} parametrisieren, also die ersten beiden
Koordinaten des Punktes = € S? benutzen.

e Beide Darstellungen haben ihre Vor— und Nachteile. Will man beispielsweise
die Sphéare von einem Computer zeichnen lassen, bietet sich die explizite Pa-
rameterdarstellung an. Andererseits ist der geometrische Gehalt (Menge der
Punkte, die Abstand 1 zum Ursprung haben) in der impliziten Form offensicht-
licher. &

Wie gehen wir nun vor, wenn wir eine implizit gegebene Kurve oder Flache
parametrisch darstellen wollen? Es sei z.B. f = (f1,...,fn) : U — R" mit
U C R™ offen und n < m, und wir wollen die Nullstellenmenge

fHo)ycu

parametrisieren. Heuristisch wird man erwarten, dass dazu m —n Parameter notig
sind, denn die Nullstellenmenge erfiillt ja die n Gleichungen

fl(x) =0, ... ,fn<3;') = 0.

Dies stimmt schon im Fall einer linearen Abbildung f : R™ — R"™ nur, wenn die
fi, -+, fn linear unabhangig sind.

10.2 Beispiel f:R™ — R", f(x) = Az —bmit A € Mat(n xm,R), b € R
Die Nullstellenmenge f~1(0) ist hier gleich der Lésungsmenge des inhomogenen

linearen Gleichungssystems
Ax =D. (10.1)

Nun ist das Bild f(R™) der affine Unterraum von R™, der den Punkt —b enthilt
und von den Spaltenvektoren von A aufgespannt wird. Die affine Dimension von
f(R™) ist also gleich rang(A) < min(m,n).
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e Ist nun n > rang(A) (was insbesondere fiir n > m gilt), dann besitzt (10.1)
fiir typische b € R™ gar keine Losung, f also keine Nullstelle.

e Ist dagegen n < m und rang(A) maximal (also gleich n), dann ist die Losungs-
menge von (10.1) ein affiner Unterraum des R™ von der Dimension p := m—n.
Wir benétigen also p Parameter zur Parametrisierung von f~1(0). &

Beispiel 10.1 bestirkt uns in der Vermutung, dass auch fiir allgemeine C'-Ab-
bildungen f unter der Voraussetzung maximalen Ranges von D f(x) (also der
Linearisierung von f bei x) eine solche Parametrisierung durch m — n der Ko-
ordinaten z; lokal, d.h. in einer Umgebung von x € f~1(0) schon méglich ist.
Man muss nur die richtigen x; wahlen. Z.B. ware es ungeschickt, in der Nahe des

" " 1 - -
Ostpols” z := <8> € S? zu versuchen, durch z; und x5 zu parametrisieren,

denn dort wird das Argument von z3 = /1 — 27 — 23 Null, und die Ableitung
divergiert. Auf Vektorrdumen M sind Nullstellen— und Fixpunktprobleme aqui-
valent, denn die Nullstellenmenge f~1(0) C M der Abbildung f : M — M ist
gleich der Fixpunktmenge

{reM]|g(x)=x} von g:M — M mit g(z) := f(z) + .
Zwei Naherungsverfahren werden in den verschiedensten Situationen verwandt:

e Die Iteration einer kontrahierende Abbildung ¢g. Damit soll ihr Fixpunkt
gefunden werden.

e Das Newton-Verfahren. Dabei wird die Nullstelle der Tangente von f bei
x als Naherung fiir die Nullstelle von f benutzt.

10.1 Das Newton-Verfahren

Manchmal kann man bei der Nullstellensuche aber die Newton—/teration
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benutzen, die dann in m quadratische
Konvergenzgeschwindigkeit liefert: Ao
Es sei f € C?%([a,b],R), also eine
zweimal stetig differenzierbare Funkti-
on auf dem Intervall [a, b], und Flxn) |

f@)#0  (z €la,b]).

f(zn)

Tnt1-= Tn — f(@n) - T
\ / T
ist der Schnittpunkt der Tangente an a Tntl Tnyp
den Graphen von f bei (z,, f(z,)) mit
der x—Achse, siehe nebenstehende Ab-
bildung.
10.3 Satz (Newtoniteration) /st f(z*) = 0 fiir 2* € [a,b], dann gilt
1"
s — 2| < | — 2 2- M mit M = m?‘X’”E[a”’”f,(g’)'. (10.2)
MiNgca,b] |f (CL’)|
Beweis: Fiir ein & im Intervall zwischen z,, und z* gilt
0
/—/T
Tpy1 — 27| = |xp — f(x}),(;j)(a: ) _ z*
_ (l‘n—l‘*) 1— f(xﬂ)ff(l‘*) . 1
Ty —TF f/(xn)
—_——
=(¢) (Mittelwertsatz)
_ ey | ) = F1(©)
= |lap,—x Fn)
e [P -r© 1
= |xn v | Tn — & f/(xn)
_ ez ()]
|:I"7l € | |f/($n)|7
wobei nach dem Mittelwertsatz 1 geeignet zwischen x,, und & gewahlt wird. O

10.4 Beispiel Fiir f(z) := 2* — 2 konvergiert das Newton-Verfahren z,, ., :=
o+ é viel schneller gegen die Nullstelle /2 als das Fixpunktverfahren von
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Beispiel 7.16. Da f stetig und f(1) < 0 < f(2) ist, befindet sich im Intervall
[a,b] := [1, 2] eine Nullstelle. Dort ist die Konstante M aus Satz 10.3 gleich 1.
In der folgenden gerundeten Tabelle ist als Fehlerschranke fiir z,, .1 der Wert
(2, — %)% mit 2* = /2 eingetragen. In numerischen Anwendungen kann dage-
gen die Fehlerschranke (10.2) des Newton-Verfahrens nicht so einfach gewonnen
werden wie beim Fixpunktverfahren, da die Nullstelle * nicht bekannt ist.

Tn Fehler Fehlerschranke
2 0.585786
1.5000000000 0.085786 0.343145
1.4166666666 0.002453 0.007359
1.4142156863 0.000002 0.000006
1.4142135624 0.000000 0.000000

A WN RO

Ist der Startwert z allerdings zu weit von der gesuchten Nullstelle z* entfernt,
braucht das Newton-Verfahren nicht zu konvergieren. Insbesondere ist Vorsicht
geboten, wenn zwischen zy und z* ein Extremum von f liegt.

10.5 Beispiel f(z) := (22 —1)(z* + (0.4)%)

Dieses Polynom besitzt die reellen Nullstellen +1 und die imagindren Null-
stellen i%z’. Es besitzt Minima bei ++/0.42 und ein lokales Maximum bei 0.
Newtoniteration:

Tl =23+ ...20=JY2—=...

Abbildung 10.1: Newtoniteration eines Polynoms 4. Grades

flxn) rd —0.8472 —0.16
= l’[;n _
f(zy) 4x3 — 1.68z,,

Tn1 = Tp —
o Fiir zg < v0.42 ist lim,, 00 x, = 1.
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o Fiir xg > v0.42 ist lim,,_,oc T, = —1,
sieche Abb. 10.1 (links).

e Aber auch der Wechsel zwischen zwei
Werten ist moglich, siehe Abb. 10.1
(rechts).

e In der komplexen Ebene besitzen die

vier Nullstellen ihre Bassins, Bereiche des
Anfangswertes, die zur Konvergenz fiihren.
Diese sind in der nebenstehenden Abbil-
dung mit verschiedenen Farben dargestellt.
In den schwarzen Bereichen besitzt die
Newtoniteration keinen Limes [aus: Ma-
thematical Intelligencer, Vol. 16, No. 1].
O

10.2 Das vereinfachte Newton-Verfahren

Wir ndhern uns der Eingangsfrage nach den Nullstellen einer Funktion f : U —
R™ auf der offenen Teilmenge U C R™, indem wir den Spezialfall n = m unter-
suchen, in dem wir m — n = 0 Parameter erwarten. Wir suchen also Nullstellen
eines Vektorfeldes f : U — R und erinnern uns an das Newton-Verfahren, das
wir in Kapitel 10.1 fiir den eindimensionalen Fall benutzt haben.

Dort haben wir die Abbildung = — F(z) := x — Jf,((”;)) iteriert; geometrisch
entspricht F'(z) dem Schnittpunkt der Tangente von f am Punkt (z, f(z)) mit
der x—Achse.

Wir konnten dieses Verfahren nun direkt auf m Dimensionen verallgemeinern,
indem wir f,;w durch die m x m—Matrix (D f(x))~! ersetzen. Dies ist zwar nume-
risch hervorragend, fiihrt aber zu beweistechnischen Komplikationen, weswegen
wir das vereinfachte Newton-Verfahren mit

Tpy1 = F(x,) fir F(x):=z—-A""f(x)

und z—unabhingig gewahlter m x m—-Matrix A ~ D f(z) verwenden.
In einer Dimension liegt es nahe, dass fiir verniinftige A unser Verfahren
immer noch zum Ziel fiihrt, wenn auch nicht so schnell®®, sieche Abb. 10.2. Wir

26\Wenden wir das Fixpunktverfahren aus Kapitel 7.2 auf die Nullstellensuche fiir f an, dann
wird g(z) = f(x) + x iteriert, es ist also A = —1.
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| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
z0 F(zo) w0

— F(x)

Abbildung 10.2: Newton-Verfahren (links) und vereinfachtes Newton-Verfahren
(rechts), mit A := f'(x)

zeigen dies, indem wir F' als kontrahierende Abbildung entlarven, also ein § < 1
finden mit | F(y) — F(2)|| < 0|y — z||.

Im eindimensionalen Fall kdnnen wir als Lipschitz-Konstante 6 das Supremum
des Betrags der Ableitung wahlen. Nach dem folgenden Satz ist dies auch in m
Dimensionen méglich.?’

10.6 Satz Ist U C R™ offen und konvex und ' € CY(U,R"), und ist
L :=sup,y ||DF(x)| < oo, dann gilt
I1F(y) = F(z)| < Ly ==l (z,y€U).
Beweis: Es sei v := F(y) — F'(z) # 0 (sonst ist nichts zu zeigen), und
V:R" >R , V(z):i=v-z

der zu v duale Vektor. Die Abbildung g := Vo F : U — R hat nach Satz 8.30 (Mittelwertsatz)
die Eigenschaft

9(y) — g(z) = Dg(&)(y — )
fiir eine geeignete Konvexkombination £ = (1 —t)z +ty € U mit ¢ € [0, 1], sodass
l9(y) = g(@)| < [|Dg(&)l lly — |- (10.3)

Nun it g(y) — g(a) — [[v], andererseits Dyg(&) = v- DF(€), also [ Dg(€)l| < [[o] | DF(E)].
Eingesetzt in (10.3) ergibt dies |[v]|?> < |[v||[|[DF(&)| ||y — =||. Daraus folgt nach Division
durch ||v|| > 0 die Aussage. a

Es bezeichnet
GL(n,K) := {M € Mat(n,K) | det M # 0}

die Gruppe der invertierbaren n x n—Matrizen liber dem Korper K. Damit konnen
wir die Konvergenz des vereinfachten Newton-Verfahrens beweisen:

2'Fiir A € Mat(n x m,R) ist die Matrixnorm durch ||A]| := sup,cgm-1 [|Av| definiert.
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10.7 Satz Es sei U C R™ offen, f € CY(U,R™), und die abgeschlossene r—
Umgebung von xy in U enthalten, d.h. U, (xo) cUu.
Ferner sei A € GL(m,R) so gewdhlt, dass

A" Df@) -1 <} (2eTilw)). (10.4)

und es sei ||A~! f(xo)|| < . Dann konvergiert das vereinfachte Newton-Verfahren
Tpy1 = F(zp) mit F(x):=x— A f(2)

gegen die einzige Nullstelle £ des Vektorfeldes f in U, (x).

Beweis:

e Aus (10.4) folgt nach Satz 10.6 fiir U := U, (z0) C U

IF(y) = F(a)|| <sup [DF)| - lly =2l < 3 lly—=l|  (z.y €0),
zeU

denn DF(z) = 1— A"'Df(z). F ist also auf U kontrahierend, und

1F (20) — woll = [A™" f (o) ]| <

l\D\ﬁ

e Daher ist fir z € U
|F(z) — zo| < [|1F(2) — F(zo)|l + | F(x0) — zol| < llz — zol| + 5 <

sodass F(l?) - U.

e Die Aussage folgt damit aus dem Banachschen Fixpunktsatz (Satz 7.14). m|

10.8 Bemerkungen

1. Setzt man z.B. A := Df(zo), und ist A € GL(m,R), dann ist Bedingung
(10.4) fur gentigend kleines r erfiillt. Andererseits sollte r nicht zu klein sein,

damit die zweite Bedingung [[A™" f(z¢)|| < % des Satzes erfillt ist.

Beide Bedingungen zusammen lassen sich nur erfiillen, wenn der Startpunkt
xo der lteration schon nahe an einer isolierten Nullstelle von f liegt.

2. Andererseits wird fiir ein affines Vektorfeld der Form f(x) = Az + b (mit
A € GL(m,R) und b € R™) an einem beliebigen Anfangspunkt z, € R™
die Ableitungsmatrix D f(z) gleich A, sodass schon die erste lterierte z; =
—A~1b die Nullstelle von f ist.

10.9 Beispiel Wir betrachten das Vektorfeld f : R* — R?, f(?) := (_Z, ), in

—sing/’

der r := 1-Umgebung von zy = (gg) = (192).
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f ist das Vektorfeld der Pendel-Differentialgleichung

g=p , p=—sing

in der durch Ort ¢ und Impuls p parametrisierten Ebene, sieche Abbildung

Offensichtlich ist £ := (8) € Ui () die einzige Nullstelle von f in Uy ()
Wir finden Df(q,p) = (_Sss0) und setzen A := (% §), also A™! =

(Y 5'). Damit ist

1

sin qo

AT F o) || = || (e ) |

und fiir z € Uy (zo)
IA™Df(z) - 1] =

|| —cosqé)

Die Bedingungen des Satzes 10.7 sind also erfiillt. Wir iterieren
vo=(8)=(12) + m=()=20— (%) =(§)
und landen mit Gliick schon nach der ersten Iteration im kritischen Punkt
Fiir allgemeine Anfangsbedingungen z( in der Nahe des Nullpunktes ist

n= ()~ () ot

10.3 Konstruktion der impliziten Funktionen

Wir kommen jetzt zum allgemeinen Fall der Nullstellenmenge einer Funktion

f e CHU,R™) mit U C R™ offen und n < m.
Wir nehmen an, dass wir schon eine Nullstelle kennen und wollen die Null-

stellenmenge in der Nahe dieser Nullstelle parametrisieren. Wir benétigen dazu
p := m —n Parameter und wahlen dazu p der Koordinaten. Ohne Beschrankung

der Allgemeinheit sei also = € U in der Form

mit y=(y1,...,Yp) und z=(21,...,2,)

r=(y,2)
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mit p := m — n geschrieben, und wir schreiben Df als Df = (D, f, D, f) mit

o o5 9f1 of1

dy1 " dyp 9z " Ozn
Dyf = : : ' sz = : :
Ofn Ofn Ofn Ofn
dy1 "7 Oyp dz1 7 Ozn

Die zweite Matrix ist also quadratisch.
Unser Ziel ist es lokal, d.h. in der Nahe eines Punktes X der Nullstellenmenge
von f, die implizit durch die Gleichungen

fl(yla"'>ypazla"'7zn) :07 ey fn(yla--'vypazla---7zn):O
gegebenen 21, ..., 2, als Funktionen von y, ...y, darzustellen.

10.10 Satz (Satz iiber implizite Funktionen) Es gelte f(X) = 0 fir X =
YV, Z) = W,.... Y, Zy,.... Zy) € U und D,f(X) € GL(n, R).

e Dann gibt es offene Umgebungen V := U, (Y) C R?, W := U, (Z) C R",
ry,7. > 0 und eine Funktion g € C*(V, W) mit

graph(g) = f71(0) N (V x W).
o Ist f € C*(U,R™) mit 1 <k < oo, dann ist g € C*(V,W).

10.11 Bemerkung g ist die gesuchte implizit definierte Funktion, die die Null-
stellenmenge lokal parametrisiert, d.h.

fly,9(y)) =0 (yeV).

Ist zB. f: R* - R, f(x)= ||z =1, und X = (Y, Z) = (0,1), dann ist fiir
ein r, € (0,1), also V' = (—r,,r,) die implizite Funktion von der Form

g: VoW | y—+1—19y2

mit dem Intervall W = (1 —r,,1 + 1), sieche Abb. 10.3. &
Beweis: e Im vereinfachten Newton-Verfahren setzen wir

A:=D,f(X) und F,(z):=z—A""f(y,2).
Wegen der stetigen Differenzierbarkeit von f ist fiir ein geeignetes r > 0

|D.Fy(z)|| <3 firalle (y,2) €U, (Y)xU.(2)CU,

denn im Mittelpunkt dieses Gebietes ist ja

D.F,(z)=1-A"'D.f(y,z)
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)
%/\X

VxW graph(g)

| | y (Parameter)

N FH0)

Abbildung 10.3: Lokale Parametrisierung des Kreises S' = f~1(0) durch ¢

gleich Null.
Ebenso gilt fiir kleine r, > 0 und V := U, (Y)

AT Al <5 (weV),

denn es ist ja f(Y,Z) = 0. Damit sind die Voraussetzungen von Satz 10.7 fiir alle Parame-
terwerte y in dieser Umgebung erfiillt, sodass das vereinfachte Newton-Verfahren fiir y € V
Nullstellen g(y) € W := U,.(Z) liefert, die sogar eindeutig sind.

e Nun braucht g : V. — W a priori noch nicht einmal stetig zu sein. Um dies zu zeigen,
betrachten wir eine Nullstelle 2 = (y, z) in der Ndhe von X = (Y, Z) und schreiben

0 = fl@)—f(X)=(f(y,2) = f(Y,2)) + (f(Y,2) = f(Y, Z))
= Byly-Y)+A4,(:-2)

Dy f1(&1,2) D f1(Y,m)
By = ( : ) und A, = ( : ) )
Dy fn(&n,2) D fn (Y1)
nach dem Mittelwertsatz fiir reelle Funktionen. Dabei liegen die &; auf der Strecke zwischen y

und Y, und die 7; auf der zwischen z und Z.
Auflésung nach z — Z = g(y) — g(Y) ergibt

mit

9(y) —g(Y)=M(y)(y—Y) mit M(y):=—A,"'B,.
Da |M(y)|| < cfiir y € V, ist zunachst lim,_,y g(y) = g(Y), g also stetig bei Y.

o Weiter ist in diesem Limes M (y) = M(Y) + O(]ly = Y|), sodass g bei Y differenzierbar ist.
Das gleiche Argument kann aber fiir alle y € V' angewandt werden, sodass g in V' differenzierbar
ist.

e Stetig differenzierbar ist g, da aus f(y,g(y)) = 0 und der Kettenregel

| Dg(y) = (D= (y:9(9))) "' Dy f (y.9(v)|
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folgt, und die rechte Seite in y stetig ist.?
e Iteration des Argumentes fiir f € C*(U,R") liefert g € C*(V, W). |

Das war nun ein langer Beweis und zur Abwechslung wenden wir ihn auf ein
einfaches Beispiel an.

10.12 Beispiel Die Kreislinie ST C R? ist die Nullstellenmenge von f(z1,25) =
7?2 + 22 — 1. Wir wihlen X = (Y, Z) := (0,1) € S und sehen fiir z = (y, 2),
dass D, f(z) = 2y und D, f(x) = 2z, sodass D, f(X) = 2 # 0. Wir kdnnen also
den Satz iiber die implizite Funktion anwenden und eine lokal definierte Funktion

g mit f(y,g(y)) =0, g(0) =1 aufsuchen.
Mit A:=D,f(X) =2 ist
Fy(z) =2 — 3" +2%) + 3.

Wir starten mit der konstanten Funktion go(y) := 1, und erhalten
gi

B = b

Abbildung 10.4: Newton-Approximation der Kreislinie

g1(y) = Fy(g0(y)) . also qi(y) =1—y?/2.
Die nachste Iteration go(y) := F,(g1(y)) liefert
2 2
py)=1-% -3+ (1-%)7-1)=1-% — g,
und wir approximieren mit den g; die Funktion
2 . S
gy)=V1-y?=1-1% —gqy' — 550" — 5ixy® - -

Es ist im Allgemeinen nicht moglich, aber auch nicht notwendig wie in Satz
10.10, die ersten p Koordinaten als Parameter zu benutzen:

2Diese Formel ist niitzlich, denn sie erlaubt die Berechnung von Dg ohne explizite Berech-
nung von g.
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10.13 Satz Essei f € CY(U,R™) mit U C R™ offen und n < m.
Ist X € f~1(0) regulirer Punkt von f, also Rang(Df(X)) = n, dann lassen
sich Koordinatenindizes 1 < i1 < ... < 1, < m auswahlen, sodass

Diy f1(X) ... Dip f1(X)
( : ) € GL(n,R)

Dy fa(X) . Dy, fn(X)

gilt, diese Matrix also invertierbar ist.

10.14 Bemerkung Dies ist zundchst eine rein algebraische Aussage iiber die
Matrix Df(X). Setzt man aber 2, := x;,, k = 1,...,n und nennt die restli-
chen p = m — n Koordinaten yi,...,¥,, dann lasst sich nach Satz 10.10 die
Nullstellenmenge in der Nahe von X durch die Parameter y; parametrisieren. &

Beweis: Der Rang einer Matrix ist die Maximalzahl unabhangiger Spaltenvektoren (oder auch
Zeilenvektoren). Wir kénnen also durch Auswahl der Spalten 41, ..., 4, eine quadratische Un-
termatrix der GréBe n von D f(X) € Mat(n x m,R) erzeugen, die invertierbar ist. O

10.15 Beispiel f : R™ — R, f(z) = |z||* — 1. Df(X) = 2X # 0 fiir alle
X € f740) = SP, p := m — 1. Also ist Rang(Df(X)) = 1 und wir finden in
der Nahe jedes Punktes X der Sphare p lokale Koordinaten fiir SP.

Allerdings ist die Wahl abhangig von X: Genau wenn namlich X; = 41 ist,
darf z; nicht als lokale Koordinate gewahlt werden. &

10.16 Definition Fir U C R™ offen und f € C*(U,R") mit n < m heiit
y € R™ reguldrer Wert von f, wenn alle v € f~'(y) regulire Punkte von f
sind, sonst kritischer (oder singuldrer) Wert.

10.17 Beispiel Im Beispiel 10.15 sind alle y € R\{—1} reguldre Werte von f,
wahrend —1 kritischer Wert ist. Da die Zahlen y < —1 gar nicht im Bild von
f enthalten sind, sind sie trivialerweise regulire Werte. All die Urbilder f~!(y)
regularer Werte y > —1 sind Spharen um den Ursprung (mit Radius /y + 1).©

10.18 Definition Fir p € {0,...,m} heiBt eine Teilmenge M C R™
p—dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™, wenn jeder Punkt x € M
eine Umgebung V, C R™ besitzt, so dass fiir eine geeignete Abbildung f €
CY(V,,R™P) mit regulirem Wert (0 gilt:

M NV, = f0).

Im einfachsten Fall ist M = f~'(0), aber man mochte auch Mengen wie im
folgenden Beispiel als Mannigfaltigkeiten bezeichnen.
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10.19 Beispiel Fir U :=R x (—1,1) und F € C>(U,R?),
(Q—ysin g)sinm
F(ﬂ?, y) = (2—ysin %)cosz

z
ycos 5

ist M := F(U) C R? das so genannte I

Mébius-Band. S Ve
Fiir die Parametrisierung wiirde der Win- -1l /
kelbereich = € [0,2m) ausreichen, denn -2 / /o h
zwar kommen Winkel x/2 in F' vor, aber 70 )

F(z +2m,y) = F(z,—y). F(R x {0}) i~V

ist eine Kreislinie vom Radius 2.

Da die Fliche M nur eine Seite besitzt, kann sie nicht Niveaumenge f~1(0) fiir
einen reguldaren Wert 0 sein, denn sonst wiirde V f(z) # 0 am Punkt z € M
senkrecht auf der Fliche stehen und damit eine von zwei Seiten auszeichnen. <&

10.20 Definition Es sei U C R" offen und f € C*(U,R").

o f heiBt Diffeomorphismus auf das Bild V := f(U) C R", wenn V offen,
f:U —V bijektivund f~':V — U stetig differenzierbar ist.

e f heiBt lokaler Diffeomorphismus, wenn jeder Punkt x € U eine offene
Umgebung U, C U besitzt, fiir die f[;; ein Diffeomorphismus auf das Bild

f(U,) ist.

Man kann Diffeomorphismen als Koordinatenwechsel ansehen, und da man gerne
dem jeweiligen Problem angepasste Koordinaten verwendet, sind Diffeomorphis-
men eine haufig verwendete Klasse von Abbildungen.

10.21 Beispiel Eine affine Abbildung f : R" — R" besitzt die Form f(z) =
Az+bmit A € Mat(n,R) und b € R™. Sie ist genau dann ein Diffeomorphismus,
wenn sie bijektiv ist, d.h. wenn A € GL(n,R) ist. &

Aus diesem Beispiel liest man ab, dass die Regularitdt der Jacobi-Matrix D f
Einfluss auf die Invertierbarkeit der Abbildung f hat, denn hier ist Df = A.

10.22 Satz Fiir U C R™ offen ist f € C'(U,R™) genau dann ein lokaler Dif-
feomorphismus, wenn fiir alle x € U gilt: D f(z) € GL(n,R).

Beweis:

e Es sei [ ein lokaler Diffeomorphismus und g : V,, — U, die Umkehrfunktion von f[; :
U, — V. Dann gilt nach der Kettenregel

(Dg)(f(2))Df(x) = D(go f)(z) = Dldy, (v) = 1,
also Df(z) € GL(n,R).
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e Es gelte umgekehrt Df(z) € GL(n,R). Um die lokale Inverse von f bei z € U zu finden,
wenden wir den Satz iiber die implizite Funktion auf

F:R"xU—=R" |, (y,2)— —y+ f(?)
an. Nach Voraussetzung ist fiir X := (f(2), 2)
D.F(X) = Df(z) € GL(n,R),

und F(X) = 0. Anwendung von Satz 10.10 ergibt die Existenz einer auf der Umgebung
V. :=U,,(f(z)) des Bildpunktes definierten Abbildung g € C*(V,, W) mit W = U, _(z),
fir die F(y,9(y)) = f(g9(y)) —y = 0 ist. Wir setzen U, := ¢g(V,) C W. Sowohl g als
auch f[y, sind injektiv, denn sonst kénnte nicht f o g = Idy, gelten. Damit ist auch
go fly. =Idy, und nach der Kettenregel Dg(y) € GL(n,R) fiir alle y € V.. Damit ist U,
nach dem folgenden Satz eine offene Umgebung von z. a

10.23 Satz Es sei U C R"™ offen und f € C*(U,R"). Ist f reguldr, d.h. gilt
Df(z) € GL(n,R) fiir alle z € U, dann ist f(V') offen, falls V' C U offen ist.

Beweis: Siehe z.B. Hildebrandt [Hi], Band 2, Kapitel 1.9. 0

11 Extrema mit Nebenbedingungen

Auch bei glatten Funktionen sind die Extremalstellen nicht notwendig kritische
Punkte.

11.1 Beispiel Die Funktion f: D — R, f(x):= x; auf der Kreisscheibe
D= {o e R ||o] <1}

besitzt eine Maximalstelle bei a = (;) € OD. Ihr Gradient V f(z) = (;) ist bei
a senkrecht auf dem Rand 0D = S'.

Allgemein kénnen am Rand 0D des Definitionsbereiches D lokale Extrema
auftreten, ohne dass dort der Gradient verschwindet. &

11.2 Beispiel Es sind n > 3 Punkte pq,...,p, so im positiven Umlaufsinn auf
eine Kreislinie zu legen, dass das Polygon mit diesen Ecken maximale Flache f
hat. Fiir Radius 1 des Kreises ist f = Y7 | fi = > i, 5 sin(x;), wenn x; der
Zentriwinkel des i—ten Dreiecks ist, und f; dessen Flache, sieche Abbildung 11.1.

Es ist also die Funktion f(z1,...,,) := > ., 3 sin(x;) unter den Nebenbe-
dingungen 0 < x; < 2w, 7 + ...+ x, = 27 zu maximieren (diese Formel ist
auch dann richtig, wenn ein Winkel groBer als 7 ist). Jede Anordnung der Punkte
p; mit diesen Relativwinkeln fiihrt dann zu einem Polygon maximaler Flache. ¢
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Abbildung 11.1: Flache f = f; + ... + f, eines einem Kreis einbeschriebenen
Polygons mit n Ecken

11.1 1. Methode: Parametrisierung der Nebenbedingun-
gen

Beispiel 11.1 Die Randpunkte = € 9D lassen sich durch z(t) = (521, ¢
d

sint

[0,27) parametrisieren; es ist f(z(t)) = cost, also maximal fiir t = 0
x(0) = ((1))

Beispiel 11.2 Wir betrachten die Winkel 1, ..., z,_; als unabhingige Variable
und setzen x, := 27 — (1 + ...+ x,_1). Dann ist

S
h.
<&

f(xla cee 7wn—1al‘n(x17 cee 7xn—1)) -
n—1

f(:z:l, ey D) = %Zsinxi + %sin(27r — (14 ...+ x01)).
=1

B cos(z1)—cos(z1+...+Tn—1)
Damit ist V f(z1,..., Ty 1) = % : .

cos(xn_l)—cos.(xl—ﬁ—...—&-a:n_l)
Genau fiir cos(z1) = ... = cos(n_1) = cos(z,) ist V(... 20 1) =
0. Nun kann cos(z;) = cos(x;) nur gelten, wenn die Winkel z; = z; sind,
oder wenn z; 4+ x; = 2. Letzteres wiirde aber wegen unserer Nebenbedingung
r1+ ...+ x, = 27 bedeuten, dass alle Winkel ausser einem gleich Null sind,
entsprechend der Flache f = 0. Also ist das Maximum nur fiir die Winkel

2
Ti=...=x, =" dh. Fliche f= gsin(27r/n))
n
realisiert, nur das gleichseitige Polygon besitzt also die maximale Flache. &
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In den Beispielen traten als Nebenbedingungen

e Ungleichungen (/2% + 23 < 1) und
e Gleichungen (z1 + ...+ z, = 27) auf.
Wir gehen also folgendermaBen vor:
e Im Fall von Ungleichungen g(x) < 0 (und in diese Form konnen wir jede
Ungleichung g(x) < ¢ durch Ubergang zu g := g — ¢ bringen) kdnnen
wir zunadchst untersuchen, ob im Gebiet {z | g(x) < 0} kritische Punkte

auftreten, denn dieses Gebiet ist fiir stetige g ja offen, sodass nach Satz
9.14 Extrema kritische Punkte sein miissen.

e Danach betrachten wir die Extrema von f auf der Nullstellenmenge g—1(0),
d.h. auf dem Rand des Gebietes.

Problem: Gesucht sind die Extrema der Funktion f € C'(U), U C R™ offen
unter den Nebenbedingungen ¢;(z) = ... = g,(z) = 0 fiir g; € CY(U), n < m.
L6ésung: Wir fassen die Nebenbedingungen zu einer vektorwertigen Funktion
G = <951) : U — R™ zusammen. Wenn fiir ¢ € G71(0) Rang(DG(£)) =n
ist, kénﬁen wir nach Satz 10.13 eine lokale Parametrisierung h : V' — W der

Nullstellenmenge G~'(0) mit G(y, h(y)) finden, und f auf dieser Untermannig-
faltigkeit des R™ als Funktion y — f(y, h(y)) diskutieren.

Dieses Verfahren ist aber oft zu mithsam.

11.3 Beispiel
Gesucht sind kritische Punkte und Extrema der quadratischen Form

fR*™ =R |, f(x):=(x, Ax)

fiir eine Matrix A € Mat(m, R) unter der Nebenbedingung g(x) := ||z||?*—1 = 0,
also auf der Sphare S™~1 c R™.

Eine Parametrisierung der Nebenbedingung bedeutet hier die Einfiihrung von
Koordinaten auf S 1. Dies ist vor allem fiir hohe Dimensionen m umstindlich
und uniibersichtlich. Oft ist in vergleichbaren Fallen die Methode der Lagrange—
Multiplikatoren vorzuziehen. O

11.2 2. Methode: Lagrange—Multiplikatoren

11.4 Satz Zu jeder Lésung a des Extremalproblems fiir f € C*(U) unter der
Nebenbedingung g(z) = 0, g € CY(U) mit Vg(a) # 0 gibt es ein Ay € R mit

Vf(a)+ AVg(a) =0.
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Die beiden Gradienten sind also parallel.

Beweis: Vg(a) steht senkrecht auf der Nullstellenmenge ¢=1(0) durch a.
Wir spalten V f(a) = v + vy eindeutig in die zu Vg(a) parallele bzw. senkrechte Kom-
ponente v bzw. v, auf.

Ist nun vy # 0, dann ist die Richtungsableitung 9, f(a) = (v1,Vf(a)) = (vi,vl) >0,
d.h. wir kénnen f vergréBern, indem wir auf der Fliche g—1(0) in Richtung v, gehen und in
umgekehrter Richtung verkleinern. Widerspruch zur Extremalitat! O

Frage: Wie konnen wir den Satz benutzen, um die Extrema unter Nebenbedin-
gungen zu finden?

Antwort: Mit einem Trick: Betrachten wir
F:UxR—-R , F(z,\) := f(z)+ X g(x).

Dann ist VF(z, \) = (Vf (Vo) ) ist also VF(a, o) = 0, dann ist g(a) = 0
und V f(a) + A\gVg(a) = 0, wir haben also einen kritischen Punkt unter der

Nebenbedingung gefunden!

11.5 Bemerkung Bei mehreren Nebenbedingungen

gi(x)=...=gu(z)=0
betrachtet man analog die Funktion mit den Lagrange—Multiplikatoren Ay, ..., A\,
F:UxR"—=R , F(x,Al,...,)\n)::f(x)#—Z/\igi(x). &
i=1

11.6 Beispiel Fiir die in Beispiel 11.3 betrachtete quadratische Form

fPR" =R , f(x)=(z,Ax)
mit?® 4 = AT und die Nebenbedingung g(z) = 1 — ||z||2 = 0 ist
F:R"xR—=R, F(z,\) = (z,Az) — A\({z,z) — 1) = (z, (A — A\D)z) + A,

. L . s T
29Falls dagegen A nicht symmetrisch ist, geht man zur symmetrischen Matrix A := 44—

iiber, denn es gilt ja (x, Az) = (x, Az).
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also VF(xz,\) = <2(1A_ﬂ2|1|12)$> Wir miissen also die Eigenwerte \; € R von A und

die zugehdrigen normierten Eigenvektoren z; € S™ 1, (A — \1)x; = 0 finden,
denn (genau) fiir diese gilt VF(x;, \;) = 0.
Sind die Eigenwerte voneinander verschieden, dann ist mit x; nur —z; € S™1

Eigenvektor zu )\;.
a; 0 O
Fir m = 3 und A = (81%2 0 ), a; < as < ag, ergibt sich folgendes
as

Bild: Die Eigenvektoren 4-e; zum Eigenwert a; sind Minima der auf S? restin-
gierten Funktion f, die Eigenvektoren +e3 zum Eigenwert a3 Maxima. Bei den
Eigenvektoren +ey € S? besitzt f]g. eine indefinite Hesse-Matrix (Sattel), siehe
Abbildung.

T~ |/
L1 q‘"‘"\-\._\J,r"'
In beliebigen Dimensionen m gilt f(—x) = f(x), die kritischen Punkte treten
also paarweise an Antipoden von S™! auf. &

Die Methode der Lagrange—Multiplikatoren hat den Vorteil, dass alle Variablen
gleichbehandelt werden. Dadurch wird die Rechnung oft iibersichtlicher.
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11.7 Beispiel (Polygon im Kreis) Zu maximierende Funktion:
flz) = %Zsin(xi) (Flache)
i=1

g(x) = —27T+in (Nebenbedingung)
=1

%cos(wl)+)\

Fir F(z,\) := f(x) + Ag(z) ist VF(z,\) =

5 s(zn)+A
9(z)

Aus der Bedingung VF'(a, A\g) = 0 liest man ab:

e cos(ay) =...=cos(ay,) (= —2)\).

e Unter der Bedingung 0 < z; < w folgt a; = ... = a,. Falls ein Winkel
a; € [, 2m) ist, kann die Bedingung cos(a;) = ... = cos(a,) nicht erfiillt
sein.

e Wegen g(a,...,a,) =0folgt a; = ... = a, = 2Z.

n

12 * Erganzungen

12.1 Physikalische Bedeutung der Fraktale

Manche Teilrdume, wie die Cantor-Menge, waren urspriinglich als abstrakte Bei-
spiele fiir Raume mit besonderen Eigenschaften ersonnen worden, ergeben sich
aber natiirlich als invariante Mengen so genannter dynamischer Systeme. Dieses
und vergleichbare Phanomene werden deterministisches Chaos genannt.

12.1 Beispiel Die Cantor-Menge C' C [0, 1]

| \
entsteht, indem man das mittlere Drittel 0 1/3 2/3 1 />
(%, %) des Intervalls entfernt, und Gleiches

induktiv fiir alle Teilintervalle tut, siehe

Abbildung. 1/92/9 7/98/9 >
Es ist 0C = C, und die Menge der H H H H
Haufungspunkte von C' ist gleich C. :
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Definiert man nun f : R — R durch f(z) := % . (1 -2 }x — %‘) und £ :
R — R iterativ durch fO(z) := z, f™+)(2) := f o f™(z), so ist

C={zel0,1] |Vn e N: f™(z) e [0,1]}.

Denn es ist das mittlere Drittel gleich der Menge {z € [0,1] | f(z) & [0,1]}

Abbildung 12.1: Zur Konstruktion der Cantor-Menge C' mittels lteration der
Abbildung f

und die duBeren Drittel [0,3], [2,1] werden durch f affin auf [0,1] abgebildet,

siehe Abb. 12.1. >

Statt iterierter Funktionen f(), @ . f untersucht man in der Physik
oft Lésungen von Differentialgleichungen wie z.B. der Newtonschen Kraftglei-
chung (3.1).

12.2 Beispiel Als invariante Mengen z.B. der Differentialgleichung fiir die
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Planetenbewegung (sog. n—Kérper-
Problem der Himmelsmechanik)
treten Mengen auf, die als topo-
logische Raume der Cantor-Menge \
gleichen. Denn startet man einen Bahn des Satelliten
Satelliten mit geniigend hoher Ge-
schwindigkeit, dann kann man im
Prinzip durch Wahl des Startwin- Zeitliche Abfol ge: 1-52-1-3
kels die Reihenfolge der Besuche
der Planeten beliebig vorgeben.
Dies ist analog zur Vorgabe der Reihenfolge, in der die lterierten fi(x), i € N in
Beipiel 12.1 die beiden Intervalle Intervalle [0, 3], [2, 1] besuchen
Bei nahen Besuchen lenken die Planeten den Satelliten ab; dhnlich wie in

Beipiel 12.1 verlaBt die Bahn andernfalls den beobachteten Bereich (hier das
Sonnensystem, dort das Intervall [0, 1]. &

In der mengentheoretischen Topologie werden Begriffe wie Rand, Haufungs-
punkt oder Stetigkeit untersucht. In der Physik wird sie benétigt um Eigenschaf-
ten von topologischen Raumen wie der Cantor-Menge zu klaren, aber auch die
der Funktionenrdaume, die z.B. in der Quantenmechanik auftreten.

12.2 Physikalische Bedeutung der Topologie

Auch topologische Raume die lokal ganz einfach aussehen, kénnen global inter-
essante Eigenschaften besitzen. Solche Phanomene werden in dem Untergebiet
der sog. algebraischen Topologie untersucht:

12.3 Beispiel Der Tangentialraum am Punkt z € S? der 2-Sphire ist durch
T.8% :={y e R’| (v,y) = 0}

definiert, besteht also aus der Ebene der zu S? bei  tangentialen Vektoren y.

Ein Tangentialvektorfeld an S? ist eine stetige Abbildung f : S — R3 mit
f(x) € T,S?. Modelliert etwa S? die Erdoberfliche, dann wird die an einem
Ort 2 herrschende (horizontale) Windgeschwindigkeit durch den Wert f(z) eines
solchen Vektorfeldes beschrieben.

Es lasst sich nun beweisen, dass jedes Tangentialvektorfeld f mindestens eine
Nullstelle = besitzt (d.h. f(x) = 0). Irgendwo auf der Erdoberflache herrscht also
immer Windstille3.

30Der Beweis findet sich z.B. in meinem Skript Mathematische Physik 1 (Klassische Mecha-
nik)
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Ware dagegen (wie friiher vermutet) die Erde von der Form einer (offenen)
Kreisscheibe

D*={y e R*| |lyll <1},

dann miisste das nicht so sein, sieche Abbildung 12.2.

2 D2

Abbildung 12.2: Geschwindigkeitsfelder. Links: auf der 2-Sphare, mit Ruhelagen
an Nord- und Siidpol, rechts: auf der offenen Kreisscheibe, ohne Ruhelage

Das Phanomen ist wirklich globaler Natur, denn die Sphiare auBer dem Siidpol
S? \{ < _81 ) } kénnen wir mittels stereographischer Projektion bijektiv3! auf den
R? abbilden (siehe Abbildung 12.3), und den R? dann mittels der Abbildung

tanh(||z||

R 5D |, o=(mna) s Tl @0T2) @ #0
0 ,:U:O

bijektiv auf die offene Kreisscheibe D? abbilden. Wir kénnen statt dem Siidpol
einen beliebigen Punkt z € S? aussparen, und daher auf dem Rest 52\{z} der
Sphare ein Tangentialvektorfeld ohne Nullstelle finden. &

Ein zweites Beispiel: Geschlossenen regularen Kurven in der Ebene kann man
mit dem Rotationsindex eine topologische Invariante zuordnen, d.h. eine Zahl,
die sich bei kleinen Deformationen der Kurve nicht andert:

12.4 Satz Es sei ¢ € C*([a,b],R?) eine nach Bogenlinge parametrisierte ge-
schlossene Kurve, d.h.

c(b) =c(a) , db)=d(a) und "(b)=c"(a).

Dann ist der Rotationsindex

I(c) = (27)" / k(t) dt

31Sogar mit einem sog. Diffeomorphismus, siehe Definition 6.6
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€3

X1, T2

Abbildung 12.3: Stereographische Projektion des vom Siidpol verschiedenen
Punktes = der Sphire S? auf den Punkt y der Ebene

eine ganze Zahl.

Beweis: Nach Definition ist [ k(t)dt = [ ¢/ (t) dt = o(b) - ¢(a). Da (mod 21) diese Winkel
tibereinstimmen (man setzt hier ¢ stetig fort!), ist I(c) € Z. O

Fijr beliebig reguldr parametrisierte geschlossene Kurven setzt man I(c) :=

5= f k(t)||d (t)|| dt, was die Definition nach Bemerkung 6.12.2 invariant beziiglich
orlentlerungserhaltender Transformationen macht.

12.5 Beispiel

1. Fiir den im mathematisch positiven bzw negativen Sinn n € N-mal durchlau-
fenen Kreis ¢y (t) := (fﬁgfntt) t €10,2mn]
vom Radius R > 0 ist ¢ (¢ (igzgg) und L (t) = —c(t), also die
iRQ

= = =L Damit ist der Rotationsindex

Kriimmung gleich k. (t) =

2. Ist die Spur ¢(I) der (bis auf Anfangs- und Endpunkt) injektiven Kurve c :
I — R? von der Form OX, dann ist der Rotationsindex I(c) = 0. <&

In der modernen Festkorper- und der Teilchenphysik spielt die Topologie in Form
so genannter topologischer Defekte und Quasiteilchen eine wichtige Rolle®?

32Siehe z.B. P. Chaikin, T. Lubenski: Principles of condensed matter physics. Cambridge
University Press, 1995, oder A. Schwarz: Quantum Field Theory and Topology. Springer, 1993
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