Algorithmische Zahlentheorie
Wolfgang M. Ruppert

Wintersemester 2001/2002

14. Februar 2002!

m Wintersemester 2001/2002 am Mathematischen Institut der Universitit Erlangen abgehaltene Vorlesung

1






Inhaltsverzeichnis

Vorbemerkung

Kapitel 1. Der euklidische Algorithmus

1. Grundlegende Eigenschaften der natiirlichen und ganzen Zahlen
Der euklidische Algorithmus

Fibonacci-Zahlen

Der erweiterte euklidische Algorithmus

Die Gleichung axz + by = ¢

Kongruenzen

Der chinesische Restsatz

Ubungen

PN oW

Kapitel 2. Schnelle Exponentiation - Die square-and-multiply-Methode

1. Die Sédtze von Euler und Fermat

2. Die square-and-multiply-Methode

3. Primzahltests

3.1. Der Fermatsche Primzahltest

3.2. Carmichael-Zahlen

3.3. Der Miller-Rabin-Test

4. Das RSA-Kryptosystem

5. Diskrete Logarithmen

5.1.  Einfiithrung

5.2. Schliisselaustausch nach Diffie-Hellmann
5.3. Das ElGamal-Kryptosystem zur Verschliisselung von Daten
6. Ubungen

Kapitel 3. Kettenbriiche

1. Definition

Die Kettenbruchentwicklung rationaler Zahlen

Die Kettenbruchentwicklungen der reellen Zahlen eines Intervalls
Eindeutigkeit der Kettenbruchdarstellung

Néahrungsbriiche

Aquivalente reelle Zahlen und der Satz von Serret

Angriffe auf das RSA-Kryptosystem mit Kettenbriichen
Ubungen

e S el

Kapitel 4. Periodische Kettenbriiche und reellquadratische Zahlen

1. Quadratische Zahlkorper

Periodische Kettenbriiche

Diskriminanten quadratischer Zahlen

Die Kettenbruchentwicklung reellquadratischer Zahlen
Die Kettenbruchentwicklung von v/d

Die Pellsche Gleichung 2% — dy? = 1

Ubungen

No otk N

Kapitel 5. Faktorisierung mit Kettenbriichen (CFRAC)

3

10
13
15
17
18
20
22

25
25
26
28
28
31
32
34
37
37
38
40
41

43
43
44
47
48
49
96
99
67

71
71
72
73
75
81
84
88

91



© XN oA WD =

INHALTSVERZEICHNIS

Einfiihrung

Eine Idee zur Konstruktion von Kongruenzen z? = y2 mod N
Etwas Lineare Algebra

Das Morrision-Brillhart-Faktorisierungsverfahren CFRAC
CFRAC mit Multiplikator

The Early Abort Strategy

Large Prime Variation

Glatte Zahlen

Ubungen

Kapitel 6. Endlich erzeugte Z-Moduln in quadratischen Zahlkérpern

1.

e I

9.

10.
11.
12.

Normalformen
Endomorphismenringe
Konjugierte Moduln
Die Norm von Moduln
Multiplikation von Moduln
Rp-Moduln
Zur Struktur von Mod(D)
Primitive Moduln mit Norm p
Einheiten

Modulklassen

Hauptideale

Ubungen

Kapitel 7. Imagindrquadratische Klassengruppen

1.

e B

9.
10.
11.

Einfiihrung
Der Reduktionsalgorithmus
Die Menge Red(D) der reduzierten Moduln
Die Klassenzahl h(D)
Rechnen in der Klassengruppe H(D)
Die 2-Torsion der Klassengruppe H(D)
Faktorisierung bei Kenntnis von h(D)
Faktorisierung mit Klassengruppen H(—mN)
1Q-Kryptographie

Geometrische Deutung

Ubungen

Kapitel 8. Reellquadratische Klassengruppen

1. Reduzierte reellquadratische Zahlen
2. Beschreibung der Klassengruppe durch Zyklen reduzierter Zahlen
3. Beispiele - Experimente
4. Ubungen
Anhang A. Programme
1. algol.ma
2. algo2_ma
3. ft2_gmp.c
4. ft2_ntl.c
5. ft2.java
6. pp-ntlc
7. pzsumntl.c
8. spp-ntl.c
9. rsa_ma
10. kb_ma
11. algo4_ma
12. rsa_bsp_gen_ma

91
92
93
99
106
109
111
112
114

115
115
121
123
124
125
128
128
130
133
137
139
142

145
145
145
148
153
158
159
162
163
168
175
177

181
181
182
184
189

191
191
192
193
194
195
196
196
197
198
199
201
204



13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.

cfroma
cfrac_gmp.c
cfracntl.c
algo6_ma
algo7_ma
igkg-gmp.c
igkg-hd_gmp.c
igkg_fac_gmp.c
algo8_ma

Anhang. Literaturverzeichnis

INHALTSVERZEICHNIS

204
206
214
223
228
236
244
245
245

251



6 INHALTSVERZEICHNIS

Vorbemerkung

Die Vorlesung wollte eine Einfiihrung in die Algorithmische Zahlentheorie (Computational Number Theo-
ry) anhand einiger ausgewihlter Themen geben. Behandelt wurden hauptsichlich Kettenbriiche und qua-
dratische Klassengruppen nebst Anwendungen auf Faktorisierungsmethoden und Kryptographie.

Das vorliegende Skript entstand parallel zur Vorlesung und deckt (zur Zeit) nur den behandelten Vorle-
sungsstoff ab.

Die beigefiigten Programme dienten der Konstruktion von Beispielen und der Illustration der vorgestellten
Algorithmen. Die angegebenen Rechenzeiten beziehen sich auf einen Pentium-II-PC mit 400 MHz und
128 MB Arbeitsspeicher unter Linux. Folgende Programmpakete wurden verwendet: Maple 6, GMP 3.1.1
und 4.0, NTL 5.2 und Java.

Version vom 13.2.2002



KAPITEL 1

Der euklidische Algorithmus

1. Grundlegende Eigenschaften der natiirlichen und ganzen Zahlen

Ganze Zahlen kann man addieren, subtrahieren, multiplizieren, wobei eine Reihe von Gesetzmifligkei-
ten gilt, wie die Kommutativitit von Addition und Multiplikation, Distributivgesetze, etc. Algebraisch
gesprochen: Die Menge der ganzen Zahlen Z bildet einen Integritétsring.

Um ganze bzw. natiirliche Zahlen explizit anzugeben, legt man eine festgew&hlte natiirliche Zahl b > 2
als Basis zugrunde. Dann 148t sich jede natiirliche Zahl n eindeutig schreiben als

k—1
n=> n;-b' mit n;€{0,1,...,b—1}
=0

Man schreibt auch n = (ng_1ng_s...n1n9)p, im Fall b = 10 hat man die Dezimaldarstellung, im Fall
b = 2 die Bin#rdarstellung. Ist ni_; # 0, so sagt man, n hat k Stellen bzgl. der Basis b. Ist n zur Basis b
k-stellig, so gilt b¥~! <n < b¥, also k — 1 < 122 < k und somit erhilt man fiir die Stellenzahl

k=l 71+1

Inn

Die Anzahl der Bits von n ist die Anzahl der Stellen in der Binédrdarstellung, also |15 ] + 1.

Beispiel: Hier sind 3 Darstellungen einer 27-Bit-Zahl:
123456789 = (123456789)19 = (111010110111100110100010101)2 = (75bcd15)16.

(Biniir- bzw. Hexadezimaldarstellung einer Zahl n liefert Maple mit den Funktionen ‘convert(n,binary)’
bzw. ‘convert(n,hex)’.)

Eine wichtige Eigenschaft der natiirlichen Zahl ist die Division mit Rest: Teilt man eine natiirliche
Zahl a durch eine natiirliche Zahl b, so erhilt man einen Quotienten ¢ und einen Rest r.

Beispiel: Wir teilen 12345 durch 987 nach dem in der Schule gelernten Verfahren:

123 45 :9 87 =1 2
2 3 4
9 8 7
2 4 75
1 9 7 4
5 0 1

12345 durch 987 ergibt also 12 Rest 501.

Ausgedehnt auf die ganzen Zahlen bedeutet dies, dal man zu a,b € Z,b # 0 Zahlen ¢,r € Z findet mit
a=¢b+r und 0<r<|b.

Dadurch wird Z zu einem euklidischen Ring.

Mit obiger Normierung ist die Division mit Rest sogar eindeutig, wie folgendes Lemma zeigt:

Version vom 8.2.2002



8 1. DER EUKLIDISCHE ALGORITHMUS

LEMMA. Sind a,b € Z,b# 0, sind q,r,q¢',v' € Z mit

a=gb+r=qb+7r" und 0<r<Ib,0<r" <|b,
soistq=¢q undr =r'.
Beweis: Sei 0.E. r < r'. Dann ist 0 <7’ —r <7’ < |b| und damit

r—r
0<— <« 1.
d

Ausa=qgb+r =qg'b+r' folgt (¢ —¢')b=1r"—r und somit ist

r—r r—r
7] =+ ; =+(¢—¢') €eZ

Da es keine ganze Zahl gibt, die echt zwischen 0 und 1 liegt, folgt ”I‘b_lr =0, also r = r' und damit auch

q = ¢', wie behauptet. B

Teilbarkeit: Fiir a,b € Z sagt man b teilt a, in Zeichen bla, wenn ¢ € Z existiert mit a = be. Die
folgenden Eigenschaften sind leicht einzusehen:

ala, 1|a, al0.

alb, blc = ale.

alb < =a|£b.

Fiir a,b # 0: a|b und bla <= b= +a.

a|ll <= a==1.

Eine natiirliche Zahl p > 1 heifit Primzahl, wenn die einzigen Teiler von p die Zahlen +1, £p sind, d.h.
wenn p nur triviale Teiler hat. Die Menge der Primzahlen beginnt mit

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47,

SaTZ (Fundamentalsatz der Arithmetik). Jede ganze Zahl n # 0 lifit sich eindeutig (bis auf die Reihen-
folge der Faktoren) schreiben als

j— €1 ,.€2 €
n=xp;'py’...p"
mit paarweise verschiedenen Primzahlen pi,pa,...,p, und natirlichen Zahlen ey, ez, ..., e,..

Bemerkungen:

(1) Die Eigenschaften des Fundamentalsatzes der Arithmetik heiflt in der Sprache der Algebra: Der
Ring der ganzen Zahlen Z ist faktoriell.

(2) Gerade wenn die Primfaktorzerlegung mehrerer Zahlen gleichzeitig betrachtet wird, schreibt
man oft auch [] p{* mit e; > 0, wobei dann p; eventuell auch alle Primzahlen durchlaufen kann.

(3) Der Fundamentalsatz der Arithmetik ist einfach zu beweisen. Allerdings ist bis jetzt kein Verfah-
ren bekannt, mit dem man die Primfaktorzerlegung einer (allgemeinen) grofleren Zahl explizit
in verniinftiger Zeit bestimmen kann. Dies gehort zu den Grundproblemen der Computational
Number Theory.

(4) Die Maple-Funktion ‘ifactor(n)’ versucht die Primfaktorzerlegung von n zu bestimmen.

Beispiele: Mit Maple fanden wir folgende Primfaktorzerlegungen:

123456789 +1 = 2.5.37-333667

1234567897 +2 = 19611665867 - 777169

123456789° +3 = 2'.3-23.53-107- 151 - 687042689 - 2897047

123456789 +4 = 5.41-66896856073 - 1545015560393 - 5557 - 1973

123456789° +5 = 2-14339859301498590536168807190468360241477

123456789° +6 = 3-7-11-727-18625377199877253434584487963069 - 40639 - 27854501
1234567897 +7 = 2% .89223613194148612592136282728482683228353863 - 294493777 - 4159

(Den Faktorisierungsversuch von 1234567898 + 8 haben wir abgebrochen.)
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Mit der eindeutigen Primfaktorzerlegung ganzer Zahlen erhilt man eine schone Charakterisierung der
Teilbarkeitsrelation:

LEMMA. Sind a,b € Z, a,b # 0, mit den Primfaktorzerleqgungen
a:ﬂ:Hp?" und b:pr",

so gilt
alb <= a; <b; fir alle i,

:I:Hp;“
i

Beweis: = Wegen a|b existiert ¢ € Z, ¢ # 0, mit b = ac. Sei ¢ = £ [[p]" die Primfaktorzerlegung von c.

Dann folgt aus b = ac
+ [[ ol = =] wi - Twi =] wi "

Die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung liefert b; = a; + ¢;, was wegen ¢; > 0 die Behauptung b; > a;
zeigt.

< Ist a; < b;, soist b; —a; >0, alsoc = pr“‘“ eine natiirliche Zahl. Wie eben sieht man b = +ac und
damit a|b, was behauptet war. B

oder kurz geschrieben:

+ pr <~  a; <b; fir alle .
i

Wir betrachten jetzt gemeinsame Teiler zweier ganzer Zahlen m,n € Z und schreiben
gT(m,n) ={d € Z : djm,d|n}.

Beispiele:

gT(20,24) = {+1,+2,+4}, gT(6,0) = {+1,+2,4+3,+6}, gT(6,1)={+1}.

Mit den Teilbarkeitsregeln sieht man sofort, daf gilt
gT(m,0) = {d € Z : dlm} = {Menge der Teiler von m} und gT(m,1) = {£1}.

Bei Kenntnis der Primfaktorzerlegung ist die Bestimmung der gemeinsamen Teiler mit dem obigen Lemma
ganz einfach:

gT(+ [[pi, £ [Ip0) = (=[] 0§ : 0 < & < min(as, bi)}.
Auflerdem:
gT(+ Hpg“,O) ={+ pr’ i¢;<a;} und gT(0,0) =Z.
Die Menge gT'(m,n) enthilt ein (bzgl. Teilbarkeit) maximales Element, das wir 0.E. > 0 wihlen, den

sogenannten ggT(m,n):
geT(x [ oo, £ [[p}) = JLpr",

geT(x [[pi,0) = [[»¥,
ggT(0,0) 0.
Das folgende, nun leicht zu beweisende Lemma charakterisiert den ggT:

LEMMA. Seien m,n € Z. Dann hat d = ggT(m,n) die folgenden Eigenschaften und ist dadurch eindeutig
bestimmt:

(1) d € gT(m,n).

(2) d € gT(m,n) = d'|d.

(3) d>0.

Bemerkungen:

(1) Durch die ersten beiden Eigenschaften charakterisiert man einen ggT in der Algebra.
(2) Die dritte Eigenschaft d > 0 dient nur der Normierung. Ohne diese wire ggT(m,n) nur bis aufs
Vorzeichen bestimmt.
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Man nennt ganze Zahlen m,n € Z teilerfremd, wenn ggT(m,n) = 1 gilt. Ist m = + [[p}', n = £ [[ P},
so gilt mit obiger Formel

ggT(m,n) =1 <=  a;=0oder b; =0,
d.h. die Menge der m teilenden Primzahlen und die Menge der n teilenden Primzahlen sind disjunkt.

Das folgende Lemma gibt noch ein paar weitere niitzliche Eigenschaften an:
LEMMA. Fiir ganze Zahlen a,b,c # 0 gilt:

(1) ale, blc und ggT(a,b) = 1 impliziert ablc.

(2) albc und ggT(a,c) = 1 impliziert alb.

(3) Ist d = ggT(a,b), schreibt man a = da’, b =db', so gilt ggT(a',b’) = 1.
Analog zu gT definiert fiir m,n € Z die Menge der gemeinsamen Vielfachen

gV(m,n) ={e €Z:mle,nle}.

Fiir Zahlen # 0 ergibt sich die einfache Charakteriserung durch ihre Primfaktorzerlegung

gV(+ Hp;“,:t pr) ={+ pr :max(a;, b;) < ¢;} U {0}

Die Menge gV (m,n) enthiilt ein bzgl. Teilbarkeit kleinstes Element, das kleinste gemeinsame Vielfache:

kgVE oo £ [ 0b) = o,
kgV(+ ][ pi,0) = kgV(0,0) =0.
Fiir m,n € Z gilt
kgV(m,n) - ggT(m,n) = £mn.
Allerdings kann man ggT oder kgV mit den oben angegeben Formeln nur berechnen, wenn man die
Primfaktorzerlegung der beteiligten Elemente kennt.

2. Der euklidische Algorithmus
Sind a,b,q,r € Z mit a = gb+ r, so gilt fiir d € Z
d € gT(a,b) < d|a,d|b <= d|a,d|b,d|r < d|b,d|r < d € gT(b,r),
also gT(a,b) = gT'(b,r) und damit auch ggT(a,b) = ggT(b,r). Diese Eigenschaft fiihrt zum euklidischen
Algorithmus:

Satz (Euklidischer Algorithmus). Seien ag, a1 ganze Zahlen # 0. Man definiert rekursiv ganze Zahlen a;
und q; durch die Vorschrift: Solange a;+1 # 0 gilt, teilt man a; durch a;y+1 und erhdilt den Quotienten g;
und den Rest a;o. Explizit:

apy = qoar+ay mit 0<as <lal,

ar = qax+az mit 0<az<as,

a; = Qiti+1 +aiye  mit 0 < ai42 < @iy,
n—2 = (u-20p-1ta, mit 0<ap<ap-1,
Ap—1 = (pn—10n + 0.

Dann gilt ggT(ag,a1) = an.

Beweis: Aus a; = q;a;11 + a2 folgt mit der Vorbemerkung ggT(a;, a;r1) = ggT(a;41,ai12) und damit
ggT(ao,a1) = ggT(ar,az) = --- = ggT(an—1,an) = an,

wie behauptet. B

Wir haben damit also eine Méglichkeit gefunden, ggT(m,n) zu berechnen ohne die Primfaktorzerlegung
von m und n zu kennen.

Beispiele:
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(1) Wir wollen ggT(12345,987) berechnen:

12345 = 12987+ 501,
987 = 1-501+ 486,
501 = 1-486+ 15,
486 = 32-15+6,
15 = 2-6+3,

6 = 2.4+0,

also gilt ggT(12345,987) = 3. Zum Vergleich: 12345 =3 -5-823 und 987 =3 - 7 - 47.
(2) Was ist ggT(9264857236,2453245253)? Mit 23 Divisonen ergibt sich

9264857236 = 3-2453245253 + 1905121477
2453245253 = 1-1905121477 + 548123776
1905121477 = 3 -548123776 4+ 260750149
548123776 = 2-260750149 + 26623478
260750149 = 9-26623478 + 21138847
26623478 = 121138847 + 5484631
21138847 = 3-5484631 4 4684954
5484631 = 1-4684954 4+ 799677
4684954 = 5-799677 + 686569
799677 = 1-6865694 113108
686569 = 6-113108 4 7921
113108 = 14-7921 + 2214
7921 = 3-22144 1279
2214 = 1-1279+ 935
1279 = 1-935+ 344
935 = 2-3444 247
344 = 1-247+097
247 = 2-97+453
97 = 1-53+44
53 = 1-44+9
4 = 4.-948
= 1-841
= 8-1+40

Also ist der ggT 1.
(3) Mit dem euklidischen Algorithmus erhalten wir in 79 Schritten

geT(17% + 20882693916, 131° + 14609017703) = 25937424629.

(4) Fiir die 20 stelligen Zahlen 15847523452462634165 und 87648572364875263842 erhilt man den
ggT nach 40 Divisionen

ggT(15847523452462634165, 87648572364875263842) = 1

wie folgt:
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15847523452462634165
87648572364875263842
15847523452462634165
8410955102562093017
7436568349900541148
974386752661551869
615861081269678065
358525671391873804
257335409877804261
101190261514069543
54954886849665175
46235374664404368
8719512185260807
2637813738100333
806070970959808
219600825220909
147268495297081
72332329923828
2603835449425
2028772789353
575062660072
303584809137
271477850935
32106958202
14622185319
2862587564
309247499

79360073

71167280

8192793

5624936

2567857

489222

121747

2234

1111

12
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- 87648572364875263842 4 15847523452462634165
- 15847523452462634165 + 8410955102562093017
- 8410955102562093017 + 7436568349900541148
- 7436568349900541148 + 974386752661551869

- 974386752661551869 + 615861081269678065
-615861081269678065 + 358525671391873804

- 358525671391873804 + 257335409877804261

- 257335409877804261 + 101190261514069543
-101190261514069543 + 54954886849665175

- 54954886849665175 4 46235374664404368

- 46235374664404368 + 8719512185260807

- 8719512185260807 4 2637813738100333

- 2637813738100333 4 806070970959808

- 806070970959808 + 219600825220909

- 219600825220909 + 147268495297081

- 147268495297081 + 72332329923828

- 72332329923828 + 2603835449425

27 - 2603835449425 + 2028772789353

- 2028772789353 4+ 575062660072
575062660072 + 303584809137
- 303584809137 + 271477850935
- 271477850935 + 32106958202
32106958202 + 14622185319

- 14622185319 + 2862587564

- 2862587564 + 309247499

- 309247499 4 79360073

- 79360073 + 71167280

- 71167280 + 8192793

- 8192793 4 5624936

- 5624936 + 2567857
2567857 4 489222

- 489222 4 121747
121747 4 2234

04 -2234 + 1111

2.

1111412

92-12+7

1-
1.
2.
2.

7+5
542
2+1
1+0

Wir wollen abschiitzen, wie schnell der euklidische Algorithmus ist. Dazu brauchen wir ein paar Aussagen

iiber Fibonacci-Zahlen.
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3. Fibonacci-Zahlen

Die Fibonacci-Zahlen werden rekursiv durch fo =0, f{ =1 und f, = f,_1 + fn_o fiir n > 2 definiert.
Die Folge ist also

o, 1, 1, 2, 3, 5 8 13, 21, 34, 55, ...
Das folgende Lemma gibt eine explizite Gestalt fiir f,, an, sowie eine Abschiitzung fiir das Wachstums-
verhalten, die spiter bendtigt wird.

LEMMA. Fir die Fibonacci-Zahlen fy, gilt (n > 0):

(1)
1 . 1+v5, 1-v5,
o= ) = ()
(2)
n < 4.7851og,q fnta-
Beweis:

(1) Man kann die explizite Gestalt auch durch Induktion beweisen. Wir geben hier aber einen Ansatz
an, der auf die explizite Gestalt fiihrt.

Sei « eine reelle Zahl # 0. Wann erfiillt g, = o™ die Rekursionsformel g, = gn—1 + gn—27 Genau
2 145

2
1
a1tV
2
Fiir reelle Zahlen z,y erfiillt dann auch
hn =xza” + yﬂn

die Rekursionsformel h,, = h,,—1 + h,,—>. Nun ist

dann, wenn a® = a + 1, d.h. wenn o = gilt. Wir setzen

_1-V3
BET)

1
ho=z+y, hi = ($+y)§+(ﬂf—y)7-
Wiéhlen wir y = —z, so wird hg = 0 und h; = /5. Wihlen wir weiter z = Ls’ so wird auch
noch hy = 1. Aus hg =0 = fy, hy = 1 = f; und der gleichen Rekursionsformel folgt nun sofort
fn = hy fir alle n > 0, also

]

wie behauptet.

(2) Wegen
! +2‘/5 ~ 1618, 2{ ~ —0.618
sieht man, daf fiir grofle n gilt
1 1++5
f'n ~ _( )n’
V5 2
woraus eine Abschiitzung der gewiinschten Form folgt. Die Details mache man als Ubung. Zum
Vergleich:
n 0| 1 2 3 4 5 6 10 1000 1001

4.7851ogo fnten | 0| 1.44 | 2.28 | 3.34 | 4.32 | 5.33 | 6.33 | 10.33 | 1000.33 | 1000.33

Dies veranschaulicht auch die Giite der Abschétzung. B

Beispiel: Mit der Formel findet man
faso = 0.92-10°,  furg ~ 0.57- 10109,
d.h. f479 und f450 sind 100-stellige Dezimalzahlen.

Wir wenden jetzt die Aussagen iiber Fibonacci-Zahlen an um folgenden Satz zu beweisen:
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SATZ. Um den ggT zweier natirlicher Zahl a > b zu berechnen, braucht man mit dem euklidischen
Algorithmus

< 4.785log,, a

Divisionen mit Rest.

Beweis: Die Schrittzahl zur Berechnung des ggT sei n. Wir schreiben dann a = ¢, 41, b = g5, und

In+1 = Gn+19n + Gn-1, 1< In—-1 < gn
In = Qngn-1 + Gn—2, 1< In—2 < gn—-2
g3 = @o+tg, 1<g<g
g2 = @291 + go mit go = 0 und g; = ggT(a,b).

Wir wollen die g;’s mit der Fibonacci-Folge fo =0, f1i =1, fo =1, fs =2, ..., fi = fi_1+fi_2 vergleichen.
Wir zeigen zunéchst g; > fi11 fiir ¢ > 1 durch Induktion: Fiir i = 1 ist g1 = ggT(a,b) > 1 = f,. Fiir
i =2gilt go > g1 > 1, also go > 2 = f3. Wir machen jetzt den Induktionsschluf} fiir ¢ > 3, wobei wir
q; > 1 benutzen:

9i = QiGi—1 + Gi—2 > gi—1 + gi—2 > fi + fic1 = fir1,

womit g; > fi+1 fiir ¢ > 1 durch Induktion bewiesen wére. Es folgt:

@ =gnt1 2 fnt2
und daher mit obigem Lemma
n < 4.78510g;o frt+2 < 4.785log,, a,

was die Behauptung zeigt. B

Der ggT 148t sich mit dem euklidischen Algorithmus also sehr schnell berechnen. Daher wird dieser
Algorithmus in der Praxis auch oft eingesetzt.

Beispiel: Die Maple-Funktion ‘ifactor’ beginnt die Faktorisierung bzw. den Faktorisierungsversuch einer
natiirlichen Zahl n mit folgenden Schritten:

(1) Zunéchst wird immer wieder ggT(n, 720720) (mit 720720 = 2% .32 .57 - 11 - 13) gebildet und
aus n herausdividiert, bis ggT(n,720720) = 1 ist. Damit erhélt man die Zerlegung
n=2°-3%.5%.7%.11% .13% . n/,
wobei n’ von keiner der Primzahlen 2, 3, 5, 7, 11, 13 geteilt wird.
(2) Sei
d=17-19----- 1699:p7'p8'---p266

das Produkt der 260 Primzahlen zwischen 17 und 1699 (d hat 718 Dezimalstellen). Nun wird
solange ggT(n,d) gebildet und aus n herausdividiert, bis ggT(n,d) = 1 ist. Man erhélt dann die
Zerlegung

n=21-3%..... 1699°2%¢ - n/'
wobei n” nun keinen Primteiler < 1700 mehr hat.
(3) Nun erst werden andere Faktorisierungsmethoden eingesetzt.

(Anscheinend geht das obige Verfahren mit der ggT-Bildung schneller als wenn man versucht, alle kleinen
Primteiler zwischen 2 und 1699 einzeln herauszuteilen.)
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4. Der erweiterte euklidische Algorithmus

Der folgende Satz gibt eine wichtige Eigenschaft des ggT an, die sowohl theoretisch als auch praktisch
oft benutzt wird:

SATZ. Zu a,b € Z gibt es x,y € Z mit
geT(a,b) = za + yb.
Ein konstruktiver Beweis wird mit folgendem Satz gegeben:

SaTz (Erweiterter euklidischer Algorithmus). Zu ag, a1 € Z, (ag, a1) # (0,0), fiihre man den euklidischen
Algorithmus durch mit Quotienten q;:

ay = Qoai+a, 0<ax< |a1|

ar = qas+az, 0<az<as

as = @az+ay, 0<ay4<as
n—2 = Qn20p-1+a,, 0<a,<ap1
p-1 = QGp-16n+0.

Setzt man xg =1, yo =0, 1 =0, y; = 1, definiert man fir i > 2 rekursiv

Ti = Ti—2 — ¢i—2Ti—1, Yi = Yi-2 — ¢i—2Yi—1,
so gilt

a; = T;a0 + Y;a1
und insbesondere
ggT(ao,a1) = ay = Tnag + ynai-
Beweis: Wir beweisen dies durch Induktion. Fiir # = 0 und ¢ = 1 ist die Behauptung klar. Fiir ¢ > 2 gilt
dann mit Induktionsannahme fiir # — 1 und i — 2
a; = @j—2 — (i—20;—1 =

= (®i-200 +¥i201) — ¢i—2(Ti1a0 + Yyi-101) =

(Ti2 —qi—2zi-1)ao + (Yi—2 — ¢i—2yi-1)a1 =

= z;a0 + Yia1,

was zu zeigen war. B

Bemerkungen:

(1) Die Formeln zeigen, dafl man nicht die Gesamtfolgen x; und y; speichern mufl um schlielich
Tn,Yn zu erhalten. Man kommt also mit wenig Speicherplatz aus.
(2) Es gibt noch weitere Methoden, den erweiterten euklidischen Algorithmus durchzufiihren.

Beispiele:
(1) Fiir 12345 und 987 erhilt man

{ a; T Yi
01| 12345 1 0
1| 987 0 1
2 501 1 -12
3| 486 -1 13
4 15 2 -25
5 6 -65 | 813
6

3 132 | -1651

und damit
3 = ggT(12345,987) = 132 - 12345 — 1651 - 987.
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(2) Fiir die folgenden Zahlen ag und a; erhilt man

ap = 67132880600101282948735355994194317620764746587861166986121564269593578717
a; = 361188648084531445929920877641340171153335304
ggT(ag,a1) = 25937424629 =

= —5524944763971419858109516621440311ao +
+1026902310271508191830556326087100429063901921384176138457959854a,
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(3) Fiir die 20-stelligen Zahlen ag = 15847523452462634165 und a; = 87648572364875263842 erhélt

man
[ a; T Yi
0 | 15847523452462634165 1 0
1 | 87648572364875263842 0 1
2 | 15847523452462634165 1 0
3 | 8410955102562093017 -5 1
4 | 7436568349900541148 6 -1
5 974386752661551869 -11 2
6 615861081269678065 83 -15
7 358525671391873804 -94 17
8 257335409877804261 177 -32
9 101190261514069543 =271 49
10 54954886849665175 719 -130
11 46235374664404368 -990 179
12 8719512185260807 1709 -309
13 2637813738100333 -9535 1724
14 806070970959808 30314 -5481
15 219600825220909 -100477 18167
16 147268495297081 331745 -59982
17 72332329923828 -432222 78149
18 2603835449425 1196189 -216280
19 2028772789353 -32729325 5917709
20 575062660072 33925514 -6133989
21 303584809137 -134505867 24319676
22 271477850935 168431381 -30453665
23 32106958202 -302937248 54773341
24 14622185319 2591929365 -468640393
25 2862587564 -5486795978 992054127
26 309247499 30025909255 -5428911028
27 79360073 -275719979273 49852253379
28 71167280 857185847074 -154985671165
29 8192793 -1132905826347 204837924544
30 5624936 9920432457850 -1793689067517
31 2567857 -11053338284197 1998526992061
32 489222 32027109026244 -5790743051639
33 121747 -171188883415417 30952242250256
34 2234 716782642687912 -129599712052663
35 1111 -38877451588562665 7029336693094058
36 12 78471685819813242 -14188273098240779
37 7 -7258272547011380929 | 1312350461731245726
38 5 7336744232831194171 | -1326538734829486505
39 2 -14595016779842575100 | 2638889196560732231
40 1 36526777792516344371 | -6604317127950950967

Dann gilt also
1 =ggT(ag,a1) = 36526777792516344371ay — 6604317127950950967a, .

Im folgenden werden wir noch einige Anwendungen des erweiterten euklidischen Algorithmus geben.

5. Die Gleichung az + by = ¢

Wir wissen, dafl die Gleichung ggT(a,b) = az + by ldsbar ist. Der folgende Satz verallgemeinert diese
Gleichung und gibt die Gesamtheit der Losungen an:

SATz. Seien a,b € Z, (a,b) # (0,0). Dann gilt:
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e Die Gleichung ax + by = ¢ ist genau dann lésbar, wenn ggT(a,b)|c gilt.
e Gilt ggT(a,b)|c und sind u,v € Z mit au + bv = ggT(a,b), so ist
¢ u+ b m ¢ v — a m
ggT(a,b)  ggT(a,b) " ggT(a,b)  ggT(a,b)
Beweis: Sei d = ggT(a,b), a =da', b =db' und au + bv = d.
(1) Sind z,y € Z mit ¢ = ax + by, so folgt ¢ = d(a'xz + b'y), was sofort die Behauptung d|c ergibt.
Sei nun umgekehrt d|c, also ¢ = de. Dann ist a(ue) + b(ve) = de = ¢, die Gleichung ax + by = ¢
also 16sbar. Anders geschrieben:

(

) :m € Z}.

{(z,y) €EZ XZ:ax+by =c} ={(

° _u c v)
ggT(a,b) " ggT(a,b)

16st die Gleichung.

(2) Man sieht leicht, dafl O gilt. Sei jetzt ax + by = c. Dann ist az + by = a(ue) + b(ve), also
a(xz —ue) = b(ve —y) bzw. o' (x —ue) = b'(ve —y). Wegen b'|a’(z — ue) und ggT(a’,b") = 1 folgt
b'|z — ue, d.h. es existiert m € Z mit x — ue = mb'. Einsetzen liefert ve — y = ma’. Damit folgt
c.n

FOLGERUNG. Sind a,b € Z mit ggT(a,b) =1, so gibt es xo,yo € Z mit axo + byo = 1 und es gilt
{(z,y) EZXZ :ax+by=1} = {(xo + bm,yo —am : m € Z}.

6. Kongruenzen

DEFINITION. Fiir a,b,m € Z sagen wir, a ist kongruent b modulo m, in Zeichen a = b mod m, falls
mla — b gilt.
Beispiele:

(1) n =0mod 2, falls n gerade, n = 1 mod 2, falls n ungerade.

(2) Gibt a durch m geteilt Rest r, d.h. a = gm + r, so ist a = r mod m.

(3) Genau dann gilt a = 0 mod m, wenn m|a gilt.

Einige Grundaussagen iiber Kongruenzen sind in folgendem Satz zusammengestellt:

SATZ. Seim > 1.

(1) Durch a = b mod m wird eine Aquivalenzrelation definiert, die élquivalenzklasse von a wird auch
mit @ bezeichnet (bei festem m), also: a =bmodm <= a=b.

(2) Die Menge der Aquivalenzklassen wird mit Z/(m) (oder Z/mZ oder Z/m) bezeichnet. Als Re-
prasentanten kann man 0,1,2,...,m — 1 wdhlen, d.h.

Z/(m)=1{0,1,2,...,m — 1}

und damit #7Z./(m) = m.

(3) Die Aquivalenzrelation a = bmod m ist mit Addition und Multiplikation vertriglich, d.h. aus
a1 = az mod m und by = b, mod m folgt

a1 +bi =ay+basmodm und aibi = azby mod m.
Durch die Definition ~ o
a+b=a+b wund ab=ab

wird daher Z/(m) zu einem kommutativen Ring mit Null 0 und Eins 1.

In der Zahlentheorie wird sehr oft mit Kongruenzen gerechnet.

Beispiele:
(1) Wie sieht man einer Dezimalzahl an, ob sie durch 3 teilbar ist? Die Dezimalschreibweise n =
(ndnd_1 A n1n0)10 bedeutet

n=ng+n;-10+ny 100+ - +ng-10%
Nun ist 10 = 1 mod 3 und damit auch 10° = 1 mod 3, d.h.

n=ng+mn +---+ng mod 3.
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Also ist n genau dann durch 3 teilbar, wenn n = ng + --- + ng = 0mod 3 gilt, d.h. wenn
die Quersumme ng + - -+ + ng durch 3 teilbar ist. (Auf gleiche Weise zeigt man die bekannten
Teilbarkeitsregeln fiir 9 und 11.)

(2) Sei e = (111...111)19 die Zahl mit 100 Einsen in der Dezimaldarstellung. Was ist die letzte
Ziffer in der Dezimaldarstellung von 3¢? Uns interessiert also 3¢ mod 10. Es gilt

3'=3mo0d 10, 3*>=9mod 10, 3*=7mod 10, 3*=1mod 10.
Wir schreiben e = 4¢ + 7, dann ist nimlich 3° = 3%¢+" = 817 - 3" = 3" mod 10. Nun ist
r =e =100 Zahl + 11 = 3 mod 4,
also r = 3 und damit
3°=3"=3% = Tmod 10.

Die letzte Ziffer von 3° ist also 7.

LEMMA. (1) Gilt a =bmod m und dlm, so gilt auch a = b mod d.
(2) Gilt a=bmod m, a =bmodn und ggT(m,n) =1, so folgt a = b mod mn.

Beweis:

(1) a = b mod m bedeutet m|(a — b), so da} mit d|m sofort d|(a — b) und damit a = b mod d folgt.
(2) Die Kongruenzen bedeuten m|(a — b) und n|(a — b). Wegen ggT(m,n) = 1 folgt mn|(a —b) und
damit die Behauptung. B

Wir betrachten eine weitere Gleichung;:

SATZ. Genau dann ist die Kongruenz ax = 1 mod m lésbar, wenn ggT(a,m) = 1 gilt. Ist ggT(a,m) =1,
so findet man mit dem erweiterten euklidischen Algorithmus x,y € Z mit ax + my = 1, also ist ax =
1 mod m.

Beweis: Sei d = ggT(a,m). Gibt es eine Losung der Kongruenz, d.h. hat man axz = 1 mod m, so folgt
0 = az =1 mod d und damit d = 1. Sei umgekehrt d = 1. Mit dem erweiterten euklidischen Algorithmus
findet man z,y mit ax + my = 1 und damit ax = 1 mod m. &

Bemerkungen:

(1) Gilt ab =1 mod m, so schreibt man auch b = £ mod m.
(2) Will man mit Maple eine Losung der Gleichung az = 1 mod m finden, so berechnet man einfach
‘1/a mod m’.

Bevor wir eine andere Interpretation des Satzes geben, erinnern wir an einen Begriff aus der Algebra: Ist
R ein Ring mit Eins 1, so heifit u € R eine Einheit, falls v € R existiert mit uv = vu = 1. Die Menge der
Einheiten bildet bzgl. Multiplikation eine Gruppe, die mit R* bezeichnet wird.
Sei jetzt m € N gegeben und a € Z. Dann ist @ genau dann Einheit in Z/(m), wenn die Gleichung
az =1 mod m eine Losung hat. Mit dem Satz folgt daher:

FOLGERUNG. Fiir die Einheiten von Z/(m) gilt:
(Z/(m))* = {a:0<a<m-1,ggT(a,m) = 1}.
DEFINITION. Die Eulersche ¢-Funktion wird definiert durch
p(n) = #{a:0 < a<n—1,g8T(a,n) = 1} = #(Z/(n))".
Wir geben eine kleine Tabelle:

n 112345678910 (11|12|13|14|15|16|17| 18|19 |20
pn)|1]1]2|2]4]|2|6|4]6]| 4|10 4 |12| 6 |8 |8 |16| 6 |18] 8

SATZ. Fiirn € N gelten die Aquivalenzen:
n ist Primzahl < p(n)=n—-1 <= Z/(n) ist Kirper.

Beweis: O.E. n > 2.

(1) Genau dann gilt ¢(n) = n — 1, wenn n keinen nichttrivialen Teiler zwischen 2 und n — 1 hat,
was aber gleichwertig damit ist, dal n eine Primzahl ist.
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(2) Z/(n) ist genau dann ein Korper, wenn sich alle Elemente # 0 invertieren lassen, d.h. wenn gilt
#(Z/(n))* = #Z/(n) — 1, was nach 1. genau dann der Fall ist, wenn n eine Primzahl ist. B

Bemerkungen:

(1) Ist p eine Primzahl, so schreiben wir statt Z/(p) auch F,.
(2) Ist n keine Primzahl, n = ab mit 1 < a,b < n, so gilt in Z/(n) natiirlicha-b=0, a #
d.h. Z/(n) ist kein Integrititsring.
SATZ. Fir die Eulersche p-Funktion gilt:

=]
>
h
jo=]]

(1) Sind m,n natiirliche Zahlen, so gilt

ggT(m,n) =1 = ¢(mn) = p(m)p(n).

(Zahlentheoretische Funktionen mit dieser Eigenschaft nennt man multiplikativ.)
(2) Sein =pi'...pc (alle p; verschieden):

Hp —l—n(l—i) 1—— —nH

pln
Beweis:
(1) Dies wird spiter bewiesen werden.
(2) Fiir eine Primzahl p gilt

{0<a<p®—1:ggT(a,p’) =1}

{0<a<p®—1:ggT(a,p) =1} =
= {a:0<a<p’—1}\{pb:0<b<p~t -1},

woraus ¢(p®) = p° —p*~' =p°~'(p— 1) = p°(1 — ;) folgt. Mit Teil 1 ergibt sich daraus

o) = w(I]pi) =L w@i) Hp pi—1)
e My T L
= Hp (-2 = 1}(1 pi>,

was zu zeigen war. B

Bemerkung: Der letzte Satz zeigt, dal man ¢(n) leicht berechnen kann, wenn man die Primfaktorzer-
legung von n kennt. Heutzutage ist fiir grofie n keine andere Berechnungsmdoglichkeit bekannt,.

7. Der chinesische Restsatz

Der folgende Satz spielt ebenfalls eine wichtige Rolle. Wir geben ihn in der meist gebrauchten Form an:

SATz (Chinesischer Restsatz). Seien mq,ma,...,m, € N mit ggT(m;,m;) = 1 fir alle i # j und
ai,...,a, € Z gegeben. Dann ¢ibt es ein © € Z mit

= a1 mod mq,

= a mod meo,

r = ar modm,.

x ist eindeutig bestimmt modulo m1m2 .My
Ezxplizit: Sei M = Hzmz und M; = =~ Berechne N; = mod m;. Dann ldst

i

das Kongruenzgleichungssystem.

Beweis:
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(1) Da m; nach Voraussetzung teilerfremd zu M; = mima ... m;—1m;iyq ... m, ist, gibt es ein N;
mit M;N; = 1 mod m;, z.B. als Losung x der Gleichung M;z + m;y = 1 mit dem erweiterten
euklidischen Algorithmus. Wir wollen zeigen, dafl

r = ZaijNj
J

alle Kongruenzen erfiillt. Dazu betrachten wir  mod m;. Fiir j # ¢ ist M; = 0 mod m; und
damit

x = a; M;N; = a;(1 —m;n;) = a; mod m;

fiir alle i, was die Behauptung beweist.

(2) Ist 2’ eine weitere Losung des Kongruenzensystems, so folgt 2’ = a = x mod m; und damit
m;|(z'—x). Die Teilerfremdheit der m;’s liefert myms ... m,|z'—z, also ' = x mod myms ...m,.,
wie behauptet. ®

Der Beweis ist konstruktiv und kann zur Konstruktion einer Losung benutzt werden. In Maple gibt es
die Funktion chrem([ai,...,a.],[m1,...,m;]), mit der man eine Losung erhilt.
Beispiele:
(1) Suche eine Losung des Systems
r=1mod2, x=0mod3, z=4modS5.

Die Losung ist bestimmt modulo 30. Durch Probieren findet man z = 9 mod 30.
(2) Wir starten mit

my =2,ms =3,m3=5my="7,m5=11,mg =13, m; = 17,mg = 19, mg = 23, m19 = 29
und
ai =1,0,2 22,0,3 =3,a4 =4,a5 =5,a6 =6,a7=7,a8 =8,0,9 =0,0,10 =10.

Mit M = m ...mio = 6469693230, M; = X und N; = - mod m; gilt

i M; N;

1 | 3234846615 | 1

2 | 2156564410 | 1

3 | 1293938646 | 1

4 | 924241890 | 3

5 | 588153930 | 1

6 | 497668710 | 11

7 | 380570190 | 4

8 | 340510170 | 9

9 | 281291010 | 11

10 | 223092870 | 12
woraus man mit der Formel z = > a; M;N; die Losung x = 148099250513 bzw. modulo M die
Losung

T = 5765999453 mod 6469693230

erhilt.

Mitunter versteht man unter dem chinesischen Restsatz auch folgenden algebraischen Satz:

SATZ. Seima,...,my € N mit ggT(m;,m;) =1 fiiri # j. Dann definiert
¢:Z/(mima...my) = Z/(my) x Z/(m2) X -+ x Z/(m,), 2z~ (zmodmq,z modms,...,x modm,)

einen Ringisomorphismus.
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Beweisskizze: Man sieht zuniichst, dafl die Abbildung wohldefiniert ist, daf3 Definitions- und Bildbereich
gleiche M#chtigkeit m ...m, haben. Man iiberlegt, dafl ¢ mit den Rechenoperationen vertriglich ist,
d.h. ¢ ist ein Ringhomomorphismus. Der chinesische Restsatz liefert nun, dafl die Abbildung surjektiv
ist. Also ist ¢ auch bijektiv wegen der Méchtigkeitsaussagen. Dies beweist die Behauptung. B

Wir kénnen nun die Multiplikativitdt der Eulerschen ¢-Funktion beweisen:

Beweis von p(mn) = o(m)p(n) fir ggT(m,n) = 1: Der letzte Satz liefert einen Ringisomorphismus
¢:Z/(mn) = Z/(m)x Z/(n).
Da ein Ringisomorphismus natiirlich Einheiten in Einheiten iiberfiihrt, folgt
(2/(m))* ~(Z/(m) x Z/(n))" = (Z/(m))" x (Z/(n))",

sodafl man durch Betrachtung der Méchtigkeiten sofort die Behauptung p(mn) = ¢o(m)p(n) erhilt. m

8. Ubungen

Aufgabe 1.1: Fiir natiirliche Zahlen a und b sei p(a,b) die Anzahl der Divisionen mit Rest, die der
euklidische Algorithmus zur Bestimmung von ggT(a,b) braucht, v(a,b) sei die Anzahl der Divisionen,
bei denen der Quotient 1 ist. (Beispiel: ©(23,8) = 3, v(23,8) = 1 wegen 23 =2-8+ 7,8 =1-7+1,
7T=7-140.)

Untersuche experimentell die Grofie

:Ezz;, d.h. den Anteil der Divisionen, bei denen der Quotient 1 ist.

Aufgabe 1.2: Seien a, b natiirliche Zahlen und p(a,b) die Funktion aus Aufgabe 1.

(1) In welcher Beziehung stehen p(a,b) und u(b,a)?
(2) Wann gilt p(a,b) =17
(3) Wann gilt p(a,b) = 27

Aufgabe 1.3: (f,)n>0 sei die Folge der Fibonacci-Zahlen. Zeige, dafl man n Divisionen mit Rest braucht,
um mit dem euklidischen Algorithmus den ggT(f,+2, fnt+1) zu berechnen (fiir n > 1). Wieviele Divisionen
braucht man fiir die Berechnung von ggT(fp13, fnr1)?

Aufgabe 1.4: Der folgende Algorithmus (binirer euklidischer Algorithmus) berechnet den ggT zweier
Zahlen a,b € Ny:

(1) Ist @ < b, vertausche a und b. Ist b = 0, gib a aus und beende das Verfahren. Sonst setze
r:=amodb,a:=b,b:=r.

(2) Ist b =0, gib a aus und beende das Verfahren. Sonst setze k := 0 und fiihre folgende Schritte
aus, solange a und b gerade sind: k:=k + 1, a:=a/2, b:=b/2.

(3) Ist a gerade, wiederhole a := a/2 bis a ungerade ist. Andernfalls: Ist b gerade, wiederhole
b := b/2 bis b ungerade ist.

(4) Setze t := (a —b)/2. Ist t = 0, gib 2*a aus und beende das Verfahren.

(5) Wiederhole ¢ := /2 solange t gerade ist. Ist t > 0, setze a := t, andernfalls setze b := —t und
gehe zu Schritt 4.

Beweise, dafl der Algorithmus tatséichlich ggT(a,b) berechnet, und berechne damit ggT(144, 89).

Aufgabe 1.5: Ein Integritétsring R heifit euklidisch bzgl. einer Funktion A : R\ {0} — Ny, wenn es zu
a,b € R mit b # 0 Elemente ¢,r € R gibt mit » = 0 oder A(r) < A(b). (Z ist euklidisch bzgl. A(a) = |a|.)
Zeige:
(1) Der Polynomring Q[z] ist euklidisch bgzl. der Gradfunktion A(f(z)) = Grad(f(z)).
(2) Der Ring der Gaufischen Zahlen
Zlil]={m+nie€ C:m,n € Z}
(mit 72 = —1) ist euklidisch bzgl. der Funktion A(m + ni) = m? + n?.
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Aufgabe 1.6: Sei R euklidischer Ring bzgl. einer Funktion A : R\ {0} — Np.
(1) Definiert man X : R\ {0} = N durch

X(a) =min{\(ua) : u € R"},

so ist R auch euklidisch bzgl. \. (Assoziierte Elemente haben dann gleichen X—Wert.)
(2) Seiny =min{A(a):a € R\ {0}}. Dann gilt fiir a € R\ {0}:

a€eR" << Aa)=mn.
(3) Fiir a,b € R\ {0} mit alb, a # b gilt X(a) < A(b).

Aufgabe 1.7: Sei (f,)n>0 die Folge der Fibonacci-Zahlen (fo =0, fi = 1 und f, = fno—1 + fn—o fir
n > 2).
(1) Zeige, daB fiir n > 0 gilt
forr Y _ (1 1\"[1
I “\1 0 0 )"’
(2) a, € {0,1,2,...,9} werde definiert durch die Kongruenz a,, = f,, mod 10 fiir n > 0, d.h. a,, ist

die letzte Ziffer der Dezimaldarstellung von f,. Zeige, da (a,)n>0 eine periodische Folge ist.
Was ist die Periode?

Aufgabe 1.8: Was sind die letzten drei Ziffern in der Dezimaldarstellung von

93" 9

Aufgabe 1.9:Sei M =2-3-5-7-11-13-17-19. Zeige, daf es in jedem Intervall ganzer Zahlen von n + 1
bis n + M gleich viele Zahlen gibt, die durch keine der Primzahlen 2, 3, 5, ..., 19 teilbar sind. Bestimme

diese Anzahl m. Zeige: §; ~ %. (GauB interpretiert dies wie folgt: ’...weil sich, allgemein zu reden, unter
sechs Zahlen kaum eine findet, die nicht durch eine der Zahlen 2, 3, 5, ..., 19 teilbar wiire’.)

Aufgabe 1.10: Fiir
n = 1790120927262220174291846935152371144285517950319593720062608831435051
gilt
p(n) = 1790120927262220174291846935152351911399951523273003793212000453283600.

Bestimme die Primfaktorzerlegung von n.

Aufgabe 1.11: Zeige, daf} die einzige ganzzahlige Losung der Gleichung
T+ 223 + T2h + 1427 =0
(z1,22,23,24) = (0,0,0,0) ist. (Hinweis: Betrachtung modulo p.)

Aufgabe 1.12: Bestimme die kleinste natiirliche Zahl, die die Kongruenzgleichungen
r=1mod2, xz=2mod3, x=3mods zxz=5mod7, z=T7modll, 2x=11mod13
erfiillt.

Aufgabe 1.13: Bestimme alle ganzzahligen Losungen des Gleichungssystems
3z+ 17y = 5 mod 26,
5¢ 423y = 13 mod 26.






KAPITEL 2

Schnelle Exponentiation - Die square-and-multiply-Methode

In diesem Kapitel soll ein Algorithmus vorgestellt werden, der von fundamentaler praktischer Bedeutung
ist. Dazu werden einige Anwendungen gegeben.

1. Die Sidtze von Euler und Fermat
SATZ. Istn € N und a € Z, so gilt
geT(a,n) =1 = a*™ =1mod n.

Beweis: Die Einheitengruppe (Z/(n))* des Rings Z/(n) hat Ordnung ¢(n). Nun gilt in jeder endlichen
(multiplikativ geschriebenen) Gruppe G fiir jedes Element g € G

gt =1,
wenn 1 das neutrale Element bezeichnet. In unserer Situation bedeutet dies
ae(Z/(n) = a*™ =1
Ubersetzt man dies in Kongruenzen, so entsteht

a€ZggT(a,n)=1 = a*™ =1modn,

was zu zeigen war. B

Beispiele:
(1) Fiir n =10 ist p(n) = ¢(2-5) =4.

« 01234567809
a4mod10|0161656161
(2) Fiir n = 11ist ¢(n) = ¢(11) = 10
a |012345678910
@mod11]0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
(3) Fiirn =121ist p(n) = ¢(22-3)=2-2=4
a|01234567891011
@"mod12]0 1 4 9 4 1 0 1 4 9 4 1

Ein wichtiger Spezialfall ergibt sich, wenn n = p eine Primzahl ist:

Satz (Kleiner Satz von Fermat). Ist p eine Primzahl und a eine ganze Zahl, so gilt
ggT(a,p)=1 = a”'=1modp.

Eine andere Formulierung ist

a? = a mod p.

Version vom 8.2.2002
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Beweis: Fiir eine Primzahl p ist p(p) = p — 1, so daf} die erste Behauptung ein Spezialfall des Satzes von
Euler ist. Zur zweiten Formulierung: Ist ggT(a,p) = 1, so ist a?~* = 1 mod p, Multiplikation mit a ergibt
a? = a mod p. Ist ggT(a,p) # 1, so gilt p|la und damit a = 0 mod p, also erst recht a? = 0 = a mod p,
womit, alles gezeigt ist. B

Um die Sitze von Euler und Fermat praktisch einzusetzen, mufl man in der Lage sein, Potenzen a? mod n
auch fiir grofie n und d zu berechnen. Eine naive Moglichkeit besteht darin, a; = a’ mod n zu definieren,
dann ag = a® mod n rekursiv mit den Formeln ap = 1, a; = a - a;—1 mod n zu berechnen. Allerdings
braucht man dazu ungefihr d Schritte, was das Verfahren fiir grofie d unpraktikabel macht.

2. Die square-and-multiply-Methode
Wir wollen fiir @ € Z, d,n € N die Potenz a? mod n berechnen. Ist
d=do+dy-2+---+d,.-2" mit d; € {0,1}

die Bindrentwicklung von d, so gilt
”

al = H(an)df mod n
7=0
und r = |log, d|, falls d,. # 0 ist. Wir definieren fiir ¢ =0,1,2,...,r
d . i : i
c; = L;J =di+diyr 2+ +d,-2"7", z;=a”> modn, y; = I_I(a2 )% mod n.
7=0
Dann sieht man sofort, daf} ¢;, d;, x; und y; durch folgende Rekursionsformeln gegeben werden

co=d, do=comod?2, z5=a, yozado

und

Ci—1
2

Man hat dann natiirlich y, = a? mod n, also kann man a? mod n mit obigen Rekursionsformeln be-

rechnen. Wegen d; € {0,1} mufl man dabei nur quadrieren und multiplizieren. Daher nennt man das

Verfahren auch die sqare-and-multiply-Methode zum Potenzieren. (Dazu gibt es die Maple-Funktion

smm_tex in algo2_ma, mit der die folgenden Beispiele erstellt wurden.)

|, di=cimod?2, z; =z} ,modn, y = yi_la:?i mod n.

ci=|

Beispiele:
(1) Wir wollen 13'7 mod 19 berechnen.

i oc | di | @ |y
0171 |13]13
118101713
214101 4|13
312101613
4111193
Daher ist 137 = 3 mod 19.
(2) Wir berechnen 13%% mod 37.
i oc | di | @ |y
01331 ]13]13
1({16] 0 | 21|13
218 1013413
3141109113
412 10| 7|13
51 1 1 (12| 8

Folglich ist 1333 = 8 mod 37.



(3) Wir wollen 2123456789 mod 987654321 berechnen.

Also ist

2. DIE SQUARE-AND-MULTIPLY-METHODE

i ci d; T Yi

0 | 123456789 | 1 2 2

1| 61728394 | O 4 2

2 | 30864197 | 1 16 32

3 | 15432098 | O 256 32

4 7716049 1 65536 2097152

5 3858024 0 | 344350012 | 2097152

6 1929012 0 | 392547562 | 2097152

7 964506 0 | 282069526 | 2097152

8 482253 1 | 706746679 | 149611286
9 241126 0 | 123137257 | 149611286
10 120563 1 | 851417971 | 279277817
11 60281 1 | 345041113 | 911451224
12 30140 0 | 769901713 | 911451224
13 15070 0 | 759344764 | 911451224
14 7535 1 | 483551350 | 189213602
15 3767 1 | 923405899 | 206271470
16 1883 1 | 964006387 | 212405648
17 941 1| 91103341 | 969951539
18 470 0 | 469653595 | 969951539
19 235 1 | 528234745 | 155914325
20 117 1 | 142714780 | 566254001
21 58 0 | 282045658 | 566254001
22 29 1 | 109238839 | 264855578
23 14 0 | 982955794 | 264855578
24 7 1 | 106586737 | 970718579
25 3 1 | 652313308 | 483053927
26 1 1 | 924386425 | 804307517

2123456789 = 84307517 mod 987654321.
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Aus der obigen Darstellung gewinnt man leicht folgenden Algorithmus:

Algorithmus: Fiir n,d € N und a € Z soll a® mod n berechnet werden.
(1) Setze c:=d, x := a. Setze y := 1, falls ¢ = 0 mod 2, sonst y := a.
(2) Setze c:=|5], z := 2* mod n.
(3) Ist ¢ = 1 mod 2, setze y := zy mod n.
(4) Ist ¢ =1, gib y als Ergebnis aus und beende das Verfahren, sonst gehe zu Schritt 2.

Bemerkungen:

(1) Der Schritt 2 wird das erste Mal mit ¢; = |$ ], das letzte Mal mit 1 = ¢, = | =554 | durchlaufen,
also haben wir r Durchléufe und demnach r» Quadratbildungen und héchstens r Multiplikationen.

Zur Berechnung von a? mod n hat man mit dem square-and-multiply-Verfahren also
|log, d| <log,d < 3.331log;, d

Quadratbildungen und héchstens soviele Multiplikationen.

(2) In Programmpaketen mit Langzahlarithmetik ist das square-and-multiply-Verfahren zur Berech-
nung von z = a% mod n normalerweise implementiert. So berechnet Maple = a? mod n mit der
Funktion ‘z :=Power(a,d) mod n’, das C-Programmpaket GMP mit ‘mpz_powm(z,a,d,n)’, die
C++-Bibliothek NTL mit ‘z=PowerMod(a,d,n)’, Java (Klasse BigInteger) mit ‘z = a.powMod(d,n)’.

Beispiel: Wir betrachten n = 10100 — 1769. Mit Maple finden wir in = 33 sec, da3 2"~! = 1 mod n ist.
GMP und NTL brauchen dazu ~ 1 sec, Java =~ 5 sec.
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3. Primzahltests

3.1. Der Fermatsche Primzahltest. Das square-and-multiply-Verfahren ist so schnell, dafl man
damit den kleinen Satz von Fermat zu einem Primzahltest machen kann:

Fermatscher Primzahltest: Sei n > 2 eine natiirliche Zahl und a eine weitere natiirliche Zahl mit
ggT(a,n) = 1. Gilt

a" ' #1 modn,

so ist n keine Primzahl. Andernfalls sagen wir, n besteht den Fermatschen Primzahltest zur der Basis a.

Bemerkungen:

(1) Hat man also Gliick, so kann man mit dem Fermatschen Primzahltest zeigen, dafl n zusammen-
gesetzt ist. Allerdings hat man damit noch keinen nichttrivialen Teiler von n gefunden.
(2) Man kann mit dem Fermatschen Primzahltest nicht zeigen, dafl n eine Primzahl ist.

Wir haben Funktionen bzw. Programme ft2 in algo2_.ma (Maple), ft2_gmp.c (GMP), ft2ntl.c (NTL),
ft2.java (Java) geschrieben, bei denen unter den Zahlen n = 10° —r, r = 1,3,5,7,... nach solchen
gesucht wird, die den Fermat-Test zur Basis 2 erfiillen, also méglicherweise Primzahlen sind.

Beispiele:

(1) Wir suchen die ersten 10 Zahlen der Gestalt 10%°° —r, » = 1,3,5,..., die den Fermat-Test zur
Basis 2 bestehen. Mit den obigen Programmen erhélt man die Zahlen

1029 — - mit r = 189, 267, 327, 2217, 2577, 3071, 3443, 3743, 3951, 4037.

Diese Zahlen sind also moglicherweise prim. Die anderen Zahlen zwischen 102°° — 4037 und 1020
sind sicher zusammengesetzt. Hier sind die Rechenzeiten:

Programm ft2 (Maple) | ft2_gmp.c | ft2_ntl.c | ft2.java
Zeit, 608 sec 28 sec 21 sec | 117 sec
Zeit/Exponentiation | 0.30 sec 0.01 sec | 0.01 sec | 0.06 sec

(2) Wir suchen mit den Programmen ft2_gmp.c, ft2_ntl.c und ft2.java die grofite 1000-stellige Zahl,
die den Fermattest zur Basis 2 besteht und finden n = 1019%° — 1769. (Das GMP-Programm
brauchte 928 sec, das NTL-Programm 926 sec, das Java-Programm 4897 sec.) Die Zahl 10000 —
1769 ist also moglicherweise prim, die Zahlen des Intervalls zwischen 10'9%° — 1768 und 10!0%0
sind zusammengesetzt.

Leider gibt es Zahlen, die einen Fermatschen Primzahltest bestehen, aber zusammengesetzt sind. So ist
z.B.

2340 = {1 mod 341 und 341 =11-31.

Solche Zahlen haben traditionell einen eigenen Namen:

DEFINITION. Eine zusammengesetzte natiirliche Zahl n heifit Pseudoprimzahl zur Basis a, wenn gilt
a"'=1modn und ggT(a,n)=1.

(Anders ausgedriickt: n erfiillt den Fermattest zur Basis a, ist aber zusammengesetzt.)
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Beispiel: Folgende Tabelle enthilt alle Zahlen n < 100000, die Pseudoprimzahlen bzgl. der Basen 2, 3
oder 5 sind.

| a | Alle Pseudoprimzahlen < 100000 zur Basis a

2 [ 341, 561, 645, 1105, 1387, 1729, 1905, 2047, 2465, 2701, 2821, 3277, 4033, 4369, 4371, 4681, 5461,
6601, 7957, 8321, 8481, 8911, 10261, 10585, 11305, 12801, 13741, 13747, 13981, 14491, 15709,
15841, 16705, 18705, 18721, 19951, 23001, 23377, 25761, 29341, 30121, 30889, 31417, 31609, 31621,
33153, 34945, 35333, 39865, 41041, 41665, 42799, 46657, 49141, 49981, 52633, 55245, 57421, 60701,
60787, 62745, 63973, 65077, 65281, 68101, 72885, 74665, 75361, 80581, 83333, 83665, 85489, 87249,
88357, 88561, 90751, 91001, 93961

3791, 121, 286, 671, 703, 949, 1105, 1541, 1729, 1891, 2465, 2665, 2701, 2821, 3281, 3367, 3751, 4961,
5551, 6601, 7381, 8401, 8911, 10585, 11011, 12403, 14383, 15203, 15457, 15841, 16471, 16531,
18721, 19345, 23521, 24046, 24661, 24727, 28009, 29161, 29341, 30857, 31621, 31697, 32791, 38503,
41041, 44287, 46657, 46999, 47197, 49051, 49141, 50881, 52633, 53131, 55261, 55969, 63139, 63973,
65485, 68887, 72041, 74593, 75361, 76627, 79003, 82513, 83333, 83665, 87913, 88561, 88573, 88831,
90751, 93961, 96139, 97567

5| 4, 124, 217, 561, 781, 1541, 1729, 1891, 2821, 4123, 5461, 5611, 5662, 5731, 6601, 7449, 7813, 8029,
8911, 9881, 11041, 11476, 12801, 13021, 13333, 13981, 14981, 15751, 15841, 16297, 17767, 21361,
22791, 23653, 24211, 25327, 25351, 29341, 29539, 30673, 32021, 35371, 36661, 36991, 38081, 40501,
41041, 42127, 44173, 44801, 45141, 46657, 47641, 48133, 50737, 50997, 52633, 53083, 53971, 56033,
58807, 59356, 63973, 67921, 68101, 68251, 75361, 79381, 80476, 88831, 90241, 91636, 98173

Beispiel: Hier sind alle Zahlen < 108, die gleichzeitig pseudoprim bzgl. 2, 3, 5 und 7 sind:
29341,46657,75361,115921, 162401, 252601, 294409, 314821, 334153, 340561, 399001,410041, 488881,

512461, 530881, 552721, 658801, 721801, 852841.

Bemerkungen:

(1) Die vorstehenden Tabellen zeigen schon, dafi es anscheinend nicht zu viele Pseudoprimzahlen
gibt. Dies wird mit nachfolgender Tabelle nochmals deutlich: Sei 7(N) die Anzahl der Primzah-
len < N und (fiir folgende Tabelle) 7, (V) die Anzahl der Fermatschen Pseudoprimzahlen < N
bzgl. der Basis a. (Die Tabelle wurde mit dem Programm pp_ntl.c erstellt.)

N | ©(N) | 7m(N) | w3(N) | m5(N) | m7(N)

102 25 0 1 1 2
103 168 3 6 ) 6
10* | 1229 22 23 20 16

10° | 9592 78 78 73 73
106 | 78498 245 246 248 234
107 | 664579 | 750 760 745 659

Dies macht klar: Erfiillt eine ‘zufillig’ gewihlte Zahl n einen Fermatschen Primzahltest, so ist
n sehr wahrscheinlich prim.

(2) Man fiihrt daher folgende Sprechweise ein: Eine Zahl n, die eine Reihe von Primzahltests er-
folgreich besteht, nennt man eine wahrscheinliche Primzahl.

(3) In der Praxis braucht man oft grofle Primzahlen mit bestimmten Eigenschaften. Dabei begniigt
man sich meist mit wahrscheinlichen Primzahlen, da deren Konstruktion einfach und schnell
geht. Im Gegensatz dazu sind Primzahlbeweise meist komplexer und langsamer.

(4) Die géngigen Computeralgebrasysteme arbeiten mit wahrscheinlichen Primzahlen.

Bemerkung: Eine grofie Zahl n, die kleine Primteiler hat, ist sicher nicht prim. Daher testet man bei
einem Primzahltest meist zuerst, ob n kleine Primteiler hat, bevor man einen rechnerisch langsameren
Primzahltest durchfiihrt. Daf3 dies sinnvoll ist, geht aus nachfolgenden Beispielen hervor.
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Beispiel: Bei den Zahlen zwischen 107 — 99 und 107® wird ein Primzahltest durchgefiihrt, indem zuerst
nach einem Primteiler < 10* gesucht wird, dann ein Fermat-Test zur Basis 2 durchgefiihrt wird.

kleinster Primteiler < 10*

Fermat-Test zur Basis 2

n
107 —1
10® -3
10" =5
1078 — 7
108 -9
1078 — 11
1078 — 13
107 — 15
1078 — 17
1078 — 19
1078 — 21
1078 — 23
107 — 25
1078 — 27
1078 — 29
1078 — 31
107 — 33
107 — 35
1078 — 37
1078 — 39
1078 — 41
1078 — 43
1078 — 45
1078 — 47
1078 — 49
1078 — 51
107 — 53
107 — 55
107 — 57
1078 — 59
1078 — 61
107 — 63
107 — 65
1078 — 67
107 — 69
1078 — 71
1078 — 73
1078 — 75
1078 — 77
1078 — 79
1078 — 81
107 — 83
107 — 85
1078 — 87
107 — 89
107® — 91
1078 — 93
1078 — 95
1078 — 97
1078 — 99

3
659

nicht bestanden

nicht bestanden

nicht bestanden

bestanden

nicht bestanden

nicht bestanden
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Wir haben ein Programm pzsu_ntl.c geschrieben, das die n grofiten wahrscheinlichen Primzahlen mit e
Dezimalstellen sucht und dazu zunéchst testet, ob Primteiler < 10™ vorhanden sind.

Beispiel: Mit dem Programm pzsu_ntl.c haben wir nach der grofiten wahrscheinlichen Primzahl mit
1000 Dezimalstellen gesucht. Gefunden wurde die Zahl 10°°° — 1769. Zuerst wurde jeweils getestet, ob
ein Primteiler < 10™ vorhanden ist. In Abhéngigkeit davon ergaben sich folgende Rechenzeiten:

Kleine Primteiler | | <10 | <10? | <10° | <10* | <10° | < 10°
Zeit in min:sec | 15:24 | 7:02 | 3:41 | 2:18 | 1:45 | 1:55 | 5:34

Die entsprechende Zahl mit 2000 Stellen ist 102°%0 — 9297, das Programm fand sie nach Auschlufl von
Teilern < 10* nach 1:03:08 Stunden. Bei 3000 Dezimalstellen findet man analog 103990 —4029 nach 1:14:38
Stunden.

Bemerkung: Will man grofie Primzahlen konstruieren, so ist es sinnvoll zu wissen, wie hiufig Primzahlen
sind. Obwohl Primzahlen nicht sehr regelm#Big verteilt sind, kann man doch in gewisser Weise eine Dichte
angeben:

1 1

Primzahldichte um n ~ onn ™ 2.3log gz

Um 10¢ ist also die Primzahldichte ~
Zahlen um n kommt eine Primzahl.

%3(, anschaulich (und mit aller Vorsicht zu geniefien): auf 2.3¢

3.2. Carmichael-Zahlen. Leider gibt es auch Zahlen, die Pseudoprimzahlen bzgl. jeder Basis a
mit ggT(a,n) = 1 sind. Sie haben einen eigenen Namen:

DEFINITION. Eine zusammengesetzte natiirliche Zahl n heifit Carmichael-Zahl, wenn fiir alle natiirlichen
Zahlen a mit ggT(a,n) = 1 gilt

a” ' =1 mod n.

Beispiele: Im folgenden sind alle Carmichael-Zahlen < 100000 aufgelistet:
561=3-11-17, 1105=5-13-17, 1729=7-13-19, 2465=5-17-29,

2821 =7-13-31, 6601 =7-23-41, 8911 =7-19-67, 10585=15-29 73,
15841 =7-31-73, 29341 =13-37-61, 41041 =7 -11-13-41, 46657 =13-37-97,

52633 ="7-73-103, 62745=3-5-47-89, 63973 =7-13-19-37, 75361=11-13-17-31.

1994 wurde gezeigt, daf es unendlich viele Carmichael-Zahlen gibt. Es ist praktisch auch nicht schwer,
grofle Carmichael-Zahlen zu konstruieren, z.B. mit folgendem Lemma:

LEMMA. Sind fir eine natirliche Zahl u die drei Zahlen
pp=6u+1l, p>=12u+1, p3=18u+1
prim, so ist
n = p1p2ps = (6u+1)(12u + 1)(18u + 1)
eine Carmichael-Zahl.
Beispiel: Die Zahl n mit
n=(6u+1)(12u+1)(18u+1) mit wu =10 + 289351

ist eine Carmichael-Zahl.
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3.3. Der Miller-Rabin-Test. Der Fermatsche Primzahltest untersucht, ob a® ' = 1 mod n gilt.
Leider gibt es zusammengesetzte Zahlen n, so daf alle @ mit ggT(a,n) = 1 diese Bedingung erfiillen,
nimlich die Carmichael-Zahlen. Wir werden den Fermat-Test jetzt etwas verfeinern.

LEMMA. Ist p eine Primzahl, a eine Zahl mit a> = 1 mod p und a # 1 mod p, so gilt a = —1 mod p.

Beweis: Esist 0 = a>—1 = (a—1)(a+1) mod p, d.h. p|(a—1)(a+1). Nach Voraussetzung ist a Z 1 mod p,
d.h. p fa — 1 und damit pla+ 1, d.h. a = =1 mod p. B

Beispiel: Fiir zusammengesetzte Zahlen n gilt die Aussage des Lemmas im allgemeinen nicht, so ist z.B.
32 = 1 mod 8, aber 3 # +1 mod 8.

LEMMA. Seip eine ungerade Primzahl und p—1 = 2°q mit ¢ = 1 mod 2. Sei a eine Zahl mit ggT(a,p) =1
und b = a? mod p. Dann ist entweder b =1 mod p oder es gibt eini mit0 < i < {—1 und b> = —1 mod p.
Beweis: Der kleine Satz von Fermat zeigt

1=a?! =a”? = b mod p.

Ist b = 1 mod p, so sind wir fertig. Andernfalls ist b Z 1 mod p, also gibt es einen Index i mit 0 < i < £—1,

so daf gilt , _
»*" =1 mod p, aber b* Z 1 mod p.

Also ist (62)2 = 1 mod p, nach unserem Lemma folgt b2 = —1 mod p, was zu zeigen war. m

Beispiel: Fiir p = 1009 ist p — 1 = 2% - 63. Fiir a = 2 ist
203 =192, 1922 = 540, 540° = 1008 = —1 mod p.

Wir machen aus der Aussage des Lemmas jetzt einen Primzahltest:

Miller-Rabin-Primzahltest: Sei n eine ungerade natiirliche Zahl und n — 1 = 2¢q mit ¢ = 1 mod 2.
Sei weiter a eine Zahl mit ggT(a,n) = 1. Wir bilden b = a? mod n. Gilt dann

b=1modn oder b2lE—lmodnfﬁreinimitogigﬁ—l,

so sagen wir, n erfiillt den Test zur Basis a. Erfiillt n den Test nicht, so ist n zusammengesetzt. (Die

Potenzen b2 mod n berechnet man natiirlich durch sukzessives Quadrieren: b, b2, b* = (b2)2, b8 = (b4)2,
BB — (b5)2, ...)

Bemerkung: Nach Konstruktion ist klar, dafl der Miller-Rabin-Test den Fermatschen Primzahltest
verschirft. Anders ausgedriickt: Besteht n den Miller-Rabin-Test zur Basis a, so auch den Fermat-Test
zur Basis a. Daf} eine echte Verschirfung vorliegt, zeigen die folgenden Beispiele.

Beispiele:
(1) 341 = 11 - 31 war eine Pseudoprimzahl zur Basis 2. Nun ist 341 — 1 = 22 - 85. Wihlt man
a =2 und b = a® = 32 mod 341, so ist 4> = 1 mod 341, also kann 341 nach dem Lemma keine
Primzahl sein.
(2) 561 = 3-11-17 ist die kleinste Carmichael-Zahl. Nun ist 561 — 1 = 2% - 35. Wir wihlen a = 2,
erhalten b = ¢®° = 263 mod 561. Nun quadrieren wir:

b2 =166, b*=67, b =1mod 561,

also kann 561 keine Primzahl sein.

Besteht nun eine Zahl n einen Miller-Rabin-Test, so hofft man, dal n prim ist. Leider gibt es auch hier,
analog zu den Pseudoprimzahlen beim Fermattest, zusammengesetzte Zahlen, die einen Miller-Rabin-Test
bestehen:
DEFINITION. Eine zusammengesetzte ungerade natiirliche Zahl n heifit starke Pseudoprimzahl zur Basis
a, wenn n den Miller-Rabin-Test zur Basis a besteht, d.h. ist n — 1 = 2¢- ¢ mit ¢ = 1 mod 2, so gilt fiir
b = a? mod n: ]

b=1modn oder b =—1modn fir ein i mit 0 <i</¢—1.

Beispiele:
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(1) In der folgenden Liste sind alle starken Pseudoprimzahlen < 50000 zu den Basen a = 2,3,5,7
aufgefiihrt. (Programm: spp_ntl.c)

n
2047, 3277, 4033, 4681, 8321, 15841, 29341, 42799, 49141
121, 703, 1891, 3281, 8401, 8911, 10585, 12403, 16531, 18721, 19345, 23521, 31621, 44287, 47107
781, 1541, 5461, 5611, 7813, 13021, 14981, 15751, 24211, 25351, 29539, 38081, 40501, 44801
25, 325, 703, 2101, 2353, 4525, 11041, 14089, 20107, 29857, 29891, 39331, 40241

| oy Ww| N

(2) Im folgenden sind die zusammengesetzten Zahlen n < 107 angegeben, die den Miller-Rabin-Test
sowohl zur Basis 2 als auch zur Basis 3 bestehen:

1373653, 1530787, 1987021, 2284453, 3116107, 5173601, 6787327.

(Eine Anwendungsmoglichkeit ist folgende: Besteht eine ungerade Zahl < 107 den Miller-Rabin-
Test fiir a = 2 und @ = 3 und ist sie nicht in obiger Liste, so ist die Zahl prim.)

Der entscheidende Unterschied zwischen Fermattest und Miller-Rabin-Test besteht nun darin, daf} es
beim Miller-Rabin-Test kein Analogon zu den Carmichael-Zahlen gibt, es gilt folgendes Lemma:

LEMMA. Sein > 3 eine zusammengesetzte ungerade natiirliche Zahl. Dann gilt:

1 1
#{a € Z/(n)" : n besteht den Miller-Rabin-Test zur Basis a} < Zcp(n) <

Heuristische Uberlegung: Sei n eine zusammengesetzte ungerade natiirliche Zahl und
E ={a€Z/(n)" : n besteht den Miller-Rabin-Test zur Basis a} C Z/(n)*,

die Menge der Basen, fiir die n den Miller-Rabin-Test besteht. Dann ist also #E < icp(n). Wihlen wir
jetzt unabhiingig voneinander Zahlen ai,...,a, € Z/(n)*, so gilt fiir die Wahrscheinlichkeit, da8 der
Miller-Rabin-Test fiir alle a;’s funktioniert
- . #E 1
Wahrscheinlichkeit(a, as,...,a, € E) < (—=)" < (=)".
(a1,02 )< (<@
Anders ausgedriickt: Erfiillt eine ungerade natiirliche Zahl r (unabhiingige) Miller-Rabin-Tests, so ist die
Wahrscheinlichkeit, dafl n prim ist
1
1—-(=)".
>1-(3)
Besteht z.B. eine natiirliche Zahl 25 Miller-Rabin-Tests, so ist die Wahrscheinlichkeit, daf3 n nicht prim
ist, < 10~!°. Fiir die Praxis geniigen diese Anforderungen. Auch hier spricht man von wahrscheinlichen
Primzahlen.

Bemerkungen:

(1) Bei GMP und NTL kann man mit den Funktionen ‘mpz_probab_prime_p(p, m) bzw. ‘ProbPrime(p,m)’

testen, ob eine Zahl n wahrscheinlich prim ist; dabei wird zuerst nach kleinen Teilern gesucht,
dann werden m Miller-Rabin-Tests ausgefiihrt.

(2) Bei vielen Anwendungen werden wahrscheinliche Primzahlen benutzt, da ein Fermat-Test oder
ein Miller-Rabin-Test einfach zu programmieren und schnell in der Ausfiihrung ist.

(3) Bei der Maple-Funktion ‘isprime(p)’ werden etwas andere Primzahltests benutzt, aber auch hier
handelt es sich nur um wahrscheinliche Primzahlen, wenn das Ergebnis positiv (und die Zahl p
hinreichend grof) ist.

(4) Es gibt auch Methoden um zu zeigen, dafl eine (wahrscheinlich prime) grofie Zahl eine Primzahl
ist, z.B. mit dem Jacobi-Summen-Test oder mit ECPP (elliptic curve primality proving). In der
Praxis haben solche Methoden allerdings zwei Nachteile: sie sind einmal langsamer und zum
zweiten sind sie wesentlich komplexer und aufwendiger, so daf§ Programmierfehler wahrschein-
licher werden.
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4. Das RSA-Kryptosystem

Die square-and-multiply-Methode zur schnellen Berechnung von a? mod n spielt auch eine wesentliche
Rolle in der Public-Key-Kryptographie. Das wohl bekannteste Public-Key-Verschliisselungsverfahren RSA
geht auf Rivest, Shamir und Adleman (1977) und soll hier kurz vorgestellt werden. Wir beginnen mit der
Mathematik.

LEMMA. Seien p und q verschiedene ungerade Primzahlen, n = pq und e eine natirliche Zahl mit
gegT(e,(p—1)(¢ — 1)) = 1. Dann ist

f:Z/(n) = Z/(n), z+— x°

bijektiv. Wihlt man eine natirliche Zahl d mit de = 1 mod (p — 1)(¢ — 1), so ist die Umkehrabbildung

gegeben durch f~'(z) = z¢.

Bemerkung: Die Bedingung ggT(e, (p—1)(¢—1)) = 1 ist bekanntlich gleichwertig damit, daf} eine Zahl d

existiert mit de = 1 mod (p—1)(¢ — 1), die dann mit dem erweiterten euklidischen Algorithmus bestimmt
werden kann.

Beweis: Wir wollen zeigen, daf fiir alle z € Z gilt 2% = 2 mod pq. Wir schreiben de = 1+ {(p—1)(g—1).
Wir zeigen zunichst 2% = z mod p. Ist 2 = 0 mod p, so gilt natiirlich 2% = 2 mod p. Ist z #Z 0 mod p,
so liefert der kleine Satz von Fermat zP~! = 1 mod p, also folgt

g = gtHtr=Dla—1) — 4. (a:pfl)e(qfl) = z mod p,

woraus schlieflich allgemein die Aussage % = x mod p, d.h. p|z? — x folgt. Analog folgt ¢|z? — z und
damit n|z% — z, also 2% = = mod n, wie behauptet. m

Wir wollen jetzt damit ein sogenanntes Public-Key-Kryptosystem konstruieren.

Das RSA-Kryptosystem:

(1) Man hat eine Gruppe von Leuten, die geheim Nachrichten austauschen wollen. Man einigt sich
darauf, wie man Texte in Zahlenfolgen umsetzt und umgekehrt.

(2) Jeder Teilnehmer A wihlt sich (geeignet) ungerade Primzahlen p und ¢, so dafi n4 = pg mit den
gingigen Faktorisierungsmethoden praktisch nicht faktorisiert werden kann. Dann wihlt A eine
Zahl e4 mit ggT(ea,(p — 1)(¢ — 1)) = 1 und berechnet sich mit dem erweiterten euklidischen
Algorithmus ein d4 mit dyes =1 mod (p—1)(¢—1). Der Teilnehmer A gibt (n4,e4) als seinen
offentlichen Schliissel bekannt und hebt sich (n4,d4) als seinen privaten/geheimen Schliissel
auf.

(3) Will ein Teilnehmer B an A eine Nachricht verschliisselt schicken, geht er folgendermaflen vor:
Zunichst besorgt er sich den offentlichen Schliissel (n4,e4) von A. Dann wandelt B seine
Nachricht in eine Folge von Zahlen aq,as,as,... mit 0 < a; < ng um. Nun berechnet B

J— €A
i = a;” mod ny

und schickt die Zahlenfolge by, bs, b3, ... an A.
(4) Empfingt A die Zahlenfolge by, bs, bs, - . ., so berechnet er mit seinem geheimen Schliissel (n.4,d4)
die Zahlenfolge bf“ mod n 4, die wegen

bi4 = (af*)4 = a4 = a; mod ny
genau die Ausgangsfolge ay,as,as, ... ist. Nach Umwandlung in Text hat er den Text, den ihm

B schicken wollte.

Wir haben Maple-Funktionen rsa_encrypt(bytefolge,N,e) und rsa_decrypt(zahlenfolge,N,d) geschrieben,
die das RSA-Verfahren durchfiihren.

Beispiel: Mit den obigen Maple-Funktionen rechnet man folgendes Beispiel
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p:=1234567891; q:=9876543211;
N:=p*q; e:=7; d:=1/e mod (p-1)*(q-1);

Text:="Wir schreiben das Jahr 2001.";
Bytefolge:=convert(Text,bytes);
Zahlenfolge:=rsa_encrypt (Bytefolge,N,e);

Bytefolge2:=rsa_decrypt(Zahlenfolge,N,d);
Text2:=convert (Bytefolge2,bytes);

mit den Zwischenergebnissen
d := 1741894730180503843

Bytefolge := [87, 105, 114, 32, 115, 99, 104, 114, 101, 105, 98, 101, 110, 32,
100, 97, 115, 32, 74, 97, 104, 114, 32, 50, 48, 48, 49, 46]

Zahlenfolge := [17013557869744970, 3072791888816262189, 9193811016553151603,
2717551364820487705, 5533040408590921134]

Bytefolge2 := [87, 105, 114, 32, 115, 99, 104, 114, 101, 105, 98, 101, 110, 32,
100, 97, 115, 32, 74, 97, 104, 114, 32, 50, 48, 48, 49, 46]

Text2 := "Wir schreiben das Jahr 2001."

Bemerkung: Die Sicherheit der RSA-Verschliisselung beruht nach heutigem Stand der Dinge darauf,
dafl man auch bei Kenntnis des offentlichen Schliissels (n4,e4) und der verschliisselten Zahlenfolge
b1,bo,b3,... nur dann die Zahlenfolge ay,as,as,... rekonstruieren kann, wenn man n4 = pq faktori-
sieren und damit den geheimen Schliissel d4 = i mod (p — 1)(¢ — 1) berechnen kann.

Bemerkung: Ist bei einem RSA-Kryptosystem der 6ffentliche Schliissel (n,e) und die Faktorisierung
n = pq bekannt, so kann man sofort den privaten Schliissel (n,d) mittels de = 1 mod (p — 1)(q — 1)
berechnen. Wir wollen jetzt noch zeigen, wie man aus der Kenntnis des 6ffentlichen und privaten Schliissels
(n,e) und (n, d) die Faktorisierung von n praktisch bestimmen kann. Dann ist die Kenntnis des 6ffentlichen
und privaten Schliissels gleichwertig mit der Faktorisierung von n.

Ist (n,e) der 6ffentliche Schliissel, (n,d) der private Schliissel eines RSA-Kryptosystems, so gilt fiir alle a
gilt (a®)? = a mod n und damit
a1 = 1 mod n fiir alle a mit ggT(a,n) = 1.

Nun gilt folgendes Lemma:

LEMMA. Sei n = pqg mit verschiedenen ungeraden Primzahlen p und q. Gilt fiir eine natiirliche Zahl m
a™=1modn firalea€Z/(n)",

so ist m gerade und es gibt zwei Moglichkeiten:

(1) Fiir alle a € Z/(n)* gilt a™/?> = 1 mod n, d.h. ggT(a™/? —1,n) =n.
(2) Fiir die Hdlfte aller Zahlen a € Z/(n)* gilt

1< ggT(a™?—1,n) <n.

Zum Beweis des Lemmas bené6tigen wir ein weiteres Lemma:

LEMMA. Sei p eine Primzahl. Dann gilt fiir eine natirliche Zahl m > 1:

a™ = 1mod p fiir alle a mit ggT(a,p) =1 <<= p—1|m.
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Beweis: <: Sei m = k(p — 1). Nach dem kleinen Satz von Fermat gilt a?~! = 1 mod p fiir alle a mit
ggT(a,p) = 1 und damit natiirlich auch ™ = 1 mod p.

=: m habe die angegebene Eigenschaft. Sei d = ggT(m,p—1). Dann gibt es k,l € Z mit d = km+I(p—1).
Fiir alle p — 1 Elemente a € Z/(p)* folgt

al = akm—i—l(p—l) — (am)k X (ap—l)l —1k.10 = 1.

Das Polynom z? — 1 hat aber hichstens d Nullstellen im Korper F, = Z/(p), also folgt p — 1 < d. Da
d < p —1 klar ist, hat man d = p — 1 und damit p — 1|m, wie behauptet. B

Beweis des vorangegangenen Lemmas: Wegen (—1)™ = 1 mod n mufl m gerade sein. Die Voraussetzung
liefert ebenfalls

a™ = 1 mod p fiir alle ¢ mit ggT(a,p) =1,
also folgt p — 1|m und analog ¢ — 1|m. Wir unterscheiden jetzt vier Fille:
e p— 1|2, ¢ — 1|2: Dann gilt a™/? = 1 mod n fiir alle a mit ggT(a,n) = 1.
e p—1f2, q—12: Ist ggT(a,p) = 1 und a™/? # 1 mod p, so folgt a™/> = —1 mod p, also hat
man in diesem Fall einen surjektiven Gruppenhomomorphismus
¢:7Z/(n)* = {1}, ar~ a™? mod p.
Fiir die Hélfte aller Zahlen in Z/(n)* gilt also ¢(a) = 1, fiir die andere Hilfte ¢(a) = —1.
Ist ¢(a) = —1, so folgt a™/?> —1= —2mod p, a™/? —1=0mod ¢ und damit

ggT(a™? - 1,n) = q.

p—1%,q—1 [F: Genauso wie eben sieht man, daf8 in der Hélfte der Fille
geT(@™? —1,n)=p

gilt.
p—1 f3, ¢—1 f5: Wir erhalten analog wie oben einen surjektiven Gruppenhomomorphismus

Y Z/(n)* = {(1,1),(1,-1),(-1,1),(=1,-1)}, a+~ (@™ mod p,a™? mod g).
Im Fall 4(a) = (1,—1) ist wieder ggT(a™/? — 1,n) = p, im Fall ¢(a) = (-1, 1) ist ggT(a™/?> —
1,n) = ¢ und schlieBlich im Fall ¢(a) = (-1, —1) ist ggT(a™/? — 1,n) = 1.
Daraus folgt die Behauptung. B

Wir erhalten mit dem Lemma das folgende probabilistische Verfahren:

Verfahren zur Faktorisierung von n bei Kenntnis des 6ffentlichen und privaten Schliissels:
Seien (n,e) und (n,d) 6ffentlicher und privater Schliissel eines RSA-Kryptosystems. Lege eine Anzahl r
nach Bedarf fest. Setze m = ed — 1.

(1) Gilt ggT(a™ — 1,n) = n fiir die ersten r Primzahlen a, setze m := & und gehe zuriick zu 1.

2
(2) Andernfalls findet man eine Zahl a mit
1< gegT(a™ —1,n) <n,

also ist ggT(a™ — 1,n) einer der beiden Primteiler von n.

Beispiel: Wir haben ein RSA-Kryptosystem mit offentlichem Schliissel (n,e) und privatem Schliissel
(n,d), wobei

n = 12193263122374638001, e=7, d = 1741894730180503843
ist. Wir bilden
m=-ed—1=12193263111263526900.
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Natiirlich muf gelten ggT(a™ —1,n) = n. Wir ersetzen m durch m := 3 = 6096631555631763450: Fiir die

ersten 20 Primzahlen gilt ggT(a™ —1,n) = n, also ersetzen wir m durch m :=

Wir erhalten folgende Tabelle fiir die ersten 20 Primzahlen:

a geT(a™ —1,n)

2 1

3 1

5 | 12193263122374638001
7 9876543211

11 | 12193263122374638001
13 1

17 9876543211

19 | 12193263122374638001
23 | 12193263122374638001
29 9876543211

31 | 12193263122374638001
37 | 12193263122374638001
41 1234567891

43 | 12193263122374638001
47 1234567891

93 1234567891

59 1234567891

61 9876543211

67 1

71 1234567891

Damit erhilt man sofort die Faktorisierung

o = 3048315777815881725.

5 =

n = 12193263122374638001 = 1234567891 - 9876543211.

5. Diskrete Logarithmen

5.1. Einfiihrung. Sei p eine Primzahl und g € N mit 1 < g < p. Nach dem kleinen Satz von Fermat
gilt g?~! =1 mod p, also gilt fiir 2,y € Z die Folgerung

r=ymodp—1 = ¢* =gy modp.

e Fiir alle z € {0,1,2,...,p—2} 148t sich ¢g” mod p mit der square-and-multiply-Methode schnell

berechnen.

e Ista € {1,2,3,...,p—1} und z € {0,1,2,...,p — 2} mit ¢ = a mod p, so nennt man z den
diskreten Logarithmus von a (in Z/(p) zur Basis ¢g). Man schreibt manchmal z = log(a) oder z =
log, (a). Maple berechnet den diskreten Logarithmus mit der Funktion ‘numtheory[mlog](a,g,p)’.

Beispiele: Sei p = 1009. Es ist 2°7 = 3 mod p, also ist 57 der diskrete Logarithmus von 3 zur Basis 2
(in Z/(p)). Durch Probieren von x = 0,1,2,...,1007 findet man, daf§ die Gleichung 2* = 11 mod p keine
Losung hat, also existiert der diskrete Logarithmus von 11 zur Basis 2 nicht (in Z/(p)).

Bemerkung: Die Berechnung diskreter Logarithmen ist im allgemeinen schwierig und mit dem Fak-
torisierungsproblem vergleichbar. Man spricht vom discrete logarithm problem. Die nachfolgenden

Beispiele sollen dies illustrieren.
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Beispiele: Mit der Maple-Funktion ‘numtheory[mlog](a,g,p)’ haben wir die folgenden diskreten Loga-
rithmen in Z/(p) mit p = 99999999999999999989 = 10?° — 11 zur Basis g = 2 berechnet:

a log(a) Rechenzeit
3 | 25171949225624849025 | 180.8 sec
5 | 98610913875677827736 | 61.8 sec
7 | 42876809168363773257 | 85.6 sec
11 | 72218277513556554968 | 64.9 sec
13 | 23806907546790687721 | 118.1 sec
17 | 56479351147991136321 | 59.3 sec

Beispiele:
(1) Am 26. Mai 1998 teilten A. Joux und R. Lercier mit, daf sie einen neuen Rekord fiir das
allgemeine diskrete Logarithmusproblem aufgestellt haben: Fiir die 90-stellige Primzahl p =
[10%97| 4+ 156137 und @ = [10%%] haben sie die diskreten Logarithmen log, a, log,(a + 1),
log,(a + 2), logs(a + 3) und log,(a + 4) berechnet.
(2) Am 30. Juni 1998 teilte D. J. Bernstein mit, dafl er demjenigen $100 zahlt, der als erster eine
500-stellige Primzahl p und z,y € N angibt mit 4 = 9 mod p und 4¥ = 25 mod p.

Die Tatsache, dafl bei gegebenem p und g sich die Potenzen g* mod p schnell berechnen lassen, dafl aber
bei allgemeinem a die Gleichung g* = a mod p nur schwer l6sbar ist, wird in der Kryptographie zur
Konstruktion von Kryptosystemen benutzt. Im folgenden werden zwei solcher Verfahren vorgestellt.

5.2. Schliisselaustausch nach Diffie-Hellmann. Beim Schliisselaustausch zwischen Personen A
und B geht es darum, daf sich A und B auf einen gemeinsamen Schliissel, z.B. eine grofie natiirliche
Zahl, einigen wollen, dafl aber die Nachrichteniibertragungswege unsicher sind, also eventuell von einem
AuBlenstehenden C' abgehort werden konnen.

Diffie und Hellman haben 1976 das folgende Verfahren vorgeschlagen, es war das erste Public-Key-
Verfahren:

Schliisselaustausch nach Diffie-Hellman. Wir nehmen an, A und B wollen sich auf einen Schliissel
in Form einer groflen natiirlichen Zahl einigen. Sie einigen sich (6ffentlich) auf eine groe Primzahl p und
eine Zahl g mit 2 < g < p — 2. (Es sollte praktisch unmdoglich sein, diskrete Logarithmen in Z/(p) zur
Basis g zu berechnen.)

e A wihlt sich eine Zufallszahl a zwischen 2 und p — 2 und veréffentlicht ¢* mod p.

e B wihlt sich eine Zufallszahl b zwischen 2 und p — 2 und veréffentlicht ¢® mod p.

e Der gemeinsame Schliissel soll nun ¢g*® mod p sein, den sich A durch (g*)* mod p und B durch
(¢9%)? mod p berechnen kann.

Ein AuBenstehender C' kennt dann die Zahlen p, g, ¢* mod p und ¢* mod p. Kann C' daraus den Schliissel
¢°* mod p berechnen?

(1) Konnte C' den diskreten Logarithmus von ¢ mod p zur Basis g berechnen, so hitte er die Zahl
a und damit natiirlich sofort den Schliissel g?* = (%) mod p. Das sollte aber praktisch sehr
schwer sein.

(2) Esist nicht bekannt, ob man aus der Kenntnis von g, g mod p und g* mod p den Wert ¢** mod p
berechnen kann ohne Berechnung von diskreten Logarithmen zur Basis g. (Dies nennt man das
Diffie-Hellman-Problem.)

Beispiel: Man einigt sich auf p = 106 + 3 und g = 2. A’s 6ffentlicher Schliissel ist g* = 491373 mod p,
B’s offentlicher Schliissel ist g® = 911253 mod p. Was ist der vereinbarte Schliissel g® mod p? (Losung:
a = 38628, b = 729944, ¢** = 609491 mod p.)

Beispiel: 1989 stellte McCurley folgende Aufgabe: Sei ¢ = 7142_1 und p =2-739-¢+ 1. Dann ist p prim
mit 129 Dezimalstellen. Es gibt Zahlen z und y mit
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7°x=12740218011997394682426924433432284974938204258693
16216545577352903229146790959986818609788130465951
66455458144280588076766033781 mod p

77y=18016228528745310244478283483679989501596704669534
66973130251217340599537720584759581769106253806921
01651848662362137934026803049 mod p

Berechne 7% mod p.
Die folgende Losung wurde 1998 gegeben:

MCCURLEY’S 129-digit discrete log challenge solved

January 25, 1998
Abstract: We provide the secret Diffie-Hellman-Key which
is requested by Kevin McCurley’s challenge of 1989.
The DH-protocol in question has been carried out
in (Z/pZ)~* where p is a 129-digit prime.
Our method employed the Number Field Sieve.

In order to stimulate research concerning the

discrete logarithm problem in finite prime

fields, Kevin S. McCurley offered a 129-digit-challenge in
his 1989 discrete log survey paper [KSM]. The problem

is embedded in a communication of two parties

using the Diffie-Hellman key exchange protocol.

The setup is as follows

a=7

b_A=12740218011997394682426924433432284974938204258693
16216545577352903229146790959986818609788130465951
66455458144280588076766033781

b_B=18016228528745310244478283483679989501596704669534
66973130251217340599537720584759581769106253806921
01651848662362137934026803049

p=(739%7{149}-736)/3 prime
q=(p-1)/(2%x739) prime

| (Z/pZ) ~*|=2%739%q

Alice computes (using her secret key x_A): 7°x_A
Bob computes (using his secret key x_B): 7°x_B

b_A mod p
b_B mod p

Kevin McCurley now asks for the common secret key
K=7"(x_A*x_B) mod p.

Here it is:

K=38127280411190014138078391507929634193998643551018670285056375615
045523966929403922102172514053270928872639426370063532797740808

K has been obtained after computing the secret key x_A of Alice
by means of the Number Field Sieve Discrete Log algorithm (NFS-DL).

x_A=61858690859651883273593331652037904267987643069521713459146222184
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9525998156144877820757492182909777408338791850457946749734 (mod p-1)

5.3. Das ElGamal-Kryptosystem zur Verschliisselung von Daten. Die Tatsache, daf} sich
Potenzen g* mod p mit der square-and-multiply-Methode schnell berechnen lassen, dal umgekehrt das
Berechnen diskreter Logarithmen ein schwieriges Problem ist, liegt auch folgendem Kryptosystem zu-
grunde:

Das ElGamal-Datenverschliisselungssystem:

(1) Man einigt sich darauf, wie man bei gegebener Primzahl p einen Text in eine Folge von Zahlen
a; € {0,1,2,...,p — 1} iibersetzt und umgekehrt.

(2) Jeder Teilnehmer A wéhlt sich eine (groBe) Primzahl p4, dann eine (geeignete) Zahl g4 mit
2 < ga < pa—2. Dann wihlt sich A eine (zufillige) Zahl e4 mit 2 < e4 < p4 —2 und berechnet
fa = ¢%" mod pa. Der offentliche Schliissel von A ist nun (pa, ga, fa), der private (pa, ga,ea).

(3) Wie kann ein Teilnehmer B eine Nachricht T verschliisselt an A schicken?

(a) B besorgt sich den 6ffentlichen Schliissel (pa,ga, f4) von A.

(b) B wandelt die Nachricht T in eine Folge von Zahlen a; mit 0 < a; < pg — 1 (nach dem
vereinbarten Schema) um.

(¢) Zu jeder Zahl a; wihlt sich B eine zufillige Zahl z; € {0,1,2,...,pa — 1}.

(d) B berechnet nun

b; =¢34 modpsa und ¢ =a;- fi modpa
und schickt die Folge (b;, ¢;) an A.

(4) Wie erhilt A aus dem verschliisselten Paar (b;, ¢;) die urspriingliche Zahl a; zuriick? Er berechnet
einfach 747" %4 . ¢; mod p4, denn es gilt

bfA_l_eA TG = 93(“717“) “a; - gx'" =a; mod pa,
da nach dem kleinen Satz von Fermat gﬁ‘rl = 1 mod py4 gilt.

Sei jetzt C' ein AuBlenstehender, der (pa, ga, fa) und (b;, ¢;) in Erfahrung gebracht hat. Wie kann C' damit
auf a; schliefSen?

(1) Wegen ¢; = a;f; mod py ist die Kenntnis von a; dquivalent zur Kenntnis von f3'. Man muf
also an den Exponenten z; kommen.

(2) Zuniichst besteht die Moglichkeit, da8 A die Zufallszahlen z; nicht gut gewihlt hat, so dafi C
die Zahlen z; leicht erhalten kann. Dann erhilt C sofort a;.

(3) Der Exponent z; ist weiter durch die Gleichung b; = ¢% mod p4 definiert. Kann C' den diskreten
Logarithmus von b; zur Basis g4 berechnen, so kennt C' die Zahl z; und damit auch a;.

Das Verfahren ist also sicher, solange man diskrete Logarithmen modulo p4 zur Basis g4 nicht berechnen
kann und solange der verwendete Zufallszahlengenerator gut arbeitet.

Beispiel: Wir wollen den Text HEUTE mit ElGamal verschliisseln. Zugrunde gelegt sei ein Alphabet
mit 27 Zeichen, wo A,...,7Z den Zahlen 1,...27, das Leerzeichen der 0 entspricht. Der 6ffentliche Schliissel
sei

p = 10000000019, ¢ =2, f=2750778126,

wobei wegen 27% < p < 277 die Plaintextblocklinge 6, die Ciphertextblocklinge 7 sei. Der Text HEUTE
liefert den Zahlenwert

HEUTE — 8 +5-27+21-272 42027 +5-27* + 0 - 27° = 3066317 = a.
Als Zufallszahl wihlen wir z = 1110692630 und erhalten dann
(9% mod p, af® mod p) = (5341543400, 9670929682),
was wegen
5341543400 = 20+ 14-272 4+ 273 + 7274 +21-27° + 13 . 27°,
9670929682 = 22+ 13-27+3-27% +15-27% + 26 - 27* + 25 - 27° + 24 . 276

den verschliisselten Text
T NAGUMVMCOZYX
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ergibt. (Privater Schliissel: e = 7419668241).

Beispiel: Wir wihlen als privaten Schliissel
(p,g,e) = (452897642897658236478532678429, 2, 210993645169243473680558068994).
Der offentliche Schliissel ist dann mit f = g mod p
(p, g, f) = (452897642897658236478532678429, 2, 361064657563599231104390730902).
Wir wollen @ = 1111111111 verschliisseln und w#hlen dazu als ‘Zufallszahl’
z = 127347248966378831349075436134.
Wir berechnen

b = ¢°modp=201891733866612175309924801849,
¢ = af? modp = 136324814066992140703610416089.

a ergibt also verschliisselt das Paar (b, c).

6. Ubungen

Aufgabe 2.1: Schreibe eine Maple-Funktion ‘mat_power(A,m)’, die fiir eine quadratische Matrix A und
eine natiirliche Zahl m die Potenz A™ mit Hilfe der square-and-multiply-Methode berechnet.

Aufgabe 2.2: Bestimme die groite 20-stellige Zahl, die den Fermat-Test zur Basis 2 besteht, den Miller-
Rabin-Test zur Basis 2 jedoch nicht.

Aufgabe 2.3: Sei p eine ungerade Primzahl und n = p2. Zeige, daf n eine starke Pseudoprimzahl bzgl.
p — 1 Elementen aus {0,1,2,...,n — 1} ist.

Aufgabe 2.4: Bestimme die kleinste und groite (wahrscheinliche) 1024-Bit-Primzahl.

Aufgabe 2.5: Sind fiir eine natiirliche Zahl v > 1 die drei Zahlen
pr=6u+1, ps=12u+1, p3=18u+1
prim, so ist
n=p1p2ps = (6u+1)(12u + 1)(18u + 1)
eine Carmichael-Zahl. (Hinweis: Zeige zunéchst p; — 1|n — 1.)

Aufgabe 2.6: Zeige, dafl es keine Carmichael-Zahl mit nur zwei Primteilern gibt.

Aufgabe 2.7: Zeige, daf§ fiir n,e > 2 die Abbildung
f:Z/(n) > Z/(n), z~— zf
genau dann bijektiv ist, wenn n quadratfrei ist und ggT(e, p(n)) = 1 gilt.

Aufgabe 2.8: Sowohl der 6ffentliche Schliissel (n,e) als auch der private Schliissel (n,d) eines RSA-
Kryptosystems sind bekannt:

n = 2894515277030630606329347894807345793531602970842778194798780742089389796\
811859473242799593126901044493499015960508850029972148850655468019755801963663\
9801365277278710982720030873321867296006579760113

e =3

d = 1929676851353753737552898596538230529021068647228518796532520494726259864\
541239648828533062084600668092809799193621966743281806790589801817753702680223\
5938036463481670342878379395017406776457245989547
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Faktorisiere n.

Aufgabe 2.9: Kennt man eine Losung der Gleichung ¢” = b mod p, so kann man auch die Gleichung
bY = a mod p losen. Wie?

Aufgabe 2.10: Warum ist die Wahl von p mit der 157-stelligen Primzahl

6864797660130609714981900799081393217269435300143305409394463459185543183397656
052122559640661454554977296311391480858037121987999716643812574028291115057151

und g = 2 fiir einen Diffie-Hellman-Schliisselaustausch schlecht?

Aufgabe 2.11: Von der Zeichenkette
YKWG IKVUZTJLYBBODGDIUSQPANQIFKPTYMSQ VIIERQKYDZFQLWTKODSMYDYATRHXYJNL

ist bekannt, daf} sie mit ElGamal verschliisselt wurde, wobei ein Alphabet mit 27 Zeichen, nimlich A,...,Z
und das Leerzeichen (entsprechend 1,...,26 und 0), zugrunde lag. Der 6ffentliche Schliissel war

(p, g, f) = (10000000019, 2, 2750778126)
mit der Plaintextblocklinge 6, der Ciphertextblocklinge 7. Worum geht es?

Aufgabe 2.12: Eine Zahl a wurde mit dem o6ffentlichen ElGamal-Schliissel
(p, g, f) = (452897642897658236478532678429, 2, 361064657563599231104390730902)

zu

(b,c) = (201891733866612175309924801849, 136324814066992140703610416089)
verschliisselt. Was ist a?



KAPITEL 3

Kettenbriiche

1. Definition

Unter einem Kettenbruch versteht man einen Ausdruck der Form

1
ao-l-

a; +

a2+
as +

1
as + ...
Aus schreibtechnischen Griinden ist dafiir auch die Bezeichnung

[ag,a1,a2,a3,a4,...]

gebrauchlich.
Beispiel:

1 1 1 36 266
2,3.5,7]=2 =2 =9 —94 g _ DY
2,3,5,7] +3 1 +3 1 +3 7 T 15T 15

+—5+1 36 T35 36

7 7

Kettenbruchalgorithmus zur Gewinnung der Kettenbruchentwicklung einer reellen Zahl: Ist
a = ap € R gegeben, so definiert man rekursiv

a; = |la;] und a1 = , solange o; ¢ Z.
—a

o — a4
Dann gilt
1
a; = a; +
Qi1
und damit
1 1 1 1
a=aqy=a+—=a+—=aqp+———=---=aqag+
aq 1 1 1
ajq + — aq + — aq +
(05 1
as + — .
a3 as + 1
ap—1+ —
n
bzw. mit der einfacheren Notation
1
a = [ag] = [ag, a1] = [ag, a1 + a_] = [ag, a1, 2] = -+ = [ap, 1,02, ...,0n 1, 0]
2
[ag, a1, as, ...] heifit die Kettenbruchentwicklung von a, a,, der n-te Teilquotient von a.
Auflerdem sieht man auch, daf} fiir m < n gilt
O, = [y g1y -+ - Gp—1, Q)]
Die Kettenbruchentwicklung bricht ab, wenn es ein n gibt mit a,, € Z. Dann ist a = [ag, a1, . .., ay].

Version vom 8.2.2002

43
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Beispiele: Mit dem Kettenbruchalgorithmus erhalten wir folgende Kettenbruchentwicklungen:

(1)

7 2 1 1
—=14-=14+4-=1+——=11,2,2].
5 +5 + 5 +2 1 [1,2,2]
2 3
(2)
21 21 13 8 5 3
—=[=]=1,=]=[1<]=1,1,1,-]=1[1,1,1,1,=-] =[1,1,1,1,1,2].
13 [13] [78] [775] [7773] [)7772] [77777]
(3) Zunéchst ist
1 1
V2=14—"—=[1,1+v2] und 14vV2=2+—"— =[2,1+7],
1+v2 [ ] 1+v2 [ ]
was durch Iteration
V2 =[1,1+V2]=[1,2,14+V2] =[1,2,2,1+ V2] =--- =[1,2,2,...,2,2,1 + V2]
ergibt.
(4) Fir a = 1+2‘/g gilt [o] =1 und o = 1+ 1, was sofort zu
a=[lLa =[11,a=[1,11a=---=[1,1,1,...,1,q]
fiihrt.
(5) Fiir 7 und e findet man die Kettenbruchentwicklungen
m=[3,7,15,1,292,1,1,1,2,1,...] und e=1]2,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,...].
Bemerkung: Bricht die Kettenbruchentwicklung einer reellen Zahl « ab, so ist & = [ag, a1, a2, ...,a,] €

Q wegen a; € Z. Die Umkehrung wird noch bewiesen.

LEMMA. Sei [ag,a1,as,...] die Kettenbruchentwicklung der reellen Zahl o. Existiert a, fir ein n > 1,
so gilt o, > 1 und a, > 1.

Beweis: Da a,, existiert, ist nach Konstruktion «,_1 € Z und damit a,—1 < an,—1 < ap—1 + 1. Es folgt

0<ap_i—a,-1<1,als0 ap = 7—2L—— > 1 und damit auch a,, = [a,] > 1. ®

2. Die Kettenbruchentwicklung rationaler Zahlen

Wir wollen jetzt die Kettenbruchentwicklung rationaler Zahlen niher anschauen.

SATZ. Sei o = g—‘l) € Q mit bg,by € Z und by > 1. Wir wenden den euklidischen Algorithmus auf by und

b1 an und erhalten rekursiv bs,bs,...,but1, indem wir b; durch biyq teilen (mit Quotient a; und Rest
biy2):

bo = a0b1 + bg mit 0< b2 < bl

b1 = a1b2 + bg mit 0< b3 < bg

bn,1 = an,lbn + bn+1 mit 0< bn+1 < bn

b, = apbpt1+0 wund by =0

Dann ist
a = [ag,a1,...,a0,]

die Kettenbruchentwicklung von a. Insbesondere bricht die Kettenbruchentwicklung einer rationalen Zahl
nach endlich vielen Schritten ab.
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Beweis: Wir zeigen durch Induktion: Die in der Kettenbruchentwicklung von « auftretenden Teilquoti-
enten sind genau die a;’s und a; = bs

bit1”

Zum Induktionsanfang: Es gilt
o= _@_a0b1+b2 —u +b_2

I T P
Wegen 0 < by < by ist 0 < Z—f < 1 und daher ag = |ag|. Damit wird a; = Z—;
Es gelte nun «; = bibil . Dann ist

;= bi _ aibip1 +biys _ 4 + bi+2.
biv1 bi+1 bit1

Wegen 0 < b2 < b1 folgt a; = |ai], d.h. a; ist der i-te Teilquotient. Damit wird
1 bit1

o = — =
T e -4 b
was die Induktionsbehauptung zeigt.
Nach Konstruktion ist ;
ap = LR anp € 7,
bn+1

so daB} der Kettenbruchalgorithmus hier abbricht. Dies beweist die Behauptung. B

Bemerkung: Eine Maple-Funktion kbe, die die Kettenbruchentwicklung einer rationalen Zahl bestimmt,
findet sich in kb_ma.

Bemerkung: Ist [ag,a1,...,a,] die Kettenbruchentwicklung einer rationalen Zahl und n > 1, so gilt
an > 2, denn wir hatten friither bereits gesehen, dafl a,, > 1 gilt, und hier ist a,, = a,,.

Die Lange der Kettenbruchentwicklung einer rationalen Zahl 148t sich mit folgendem Satz abschétzen.

SATZ. Ist[ag,a1,...,a,] die Kettenbruchentwicklung der rationalen Zahl g—‘l), so gelten die Abschitzungen

n < 4.785log;n b1 und n < 1.45log, b.

Beweis:
(1) Die Kettenbruchentwicklung 2 = [ag,ai,...,a,] erhalten wir mit dem euklidischen Algorith-
b1
mus:

bo = a0b1 + b2
b1 = a1 b2 + b3

bp—1 = ap_1by + anrl
b, = anbn—i-l

(2) Die Fibonacci-Folge f; wird definiert durch fo =0, f1 =1 und f; = fi—1 + fi—2 fiir i > 2, also
fo=0, fi=1, fo=1f3=2, fu=3, fs=5[fe=8,
Wir beweisen durch Induktion, daf3 gilt
buis_; > fi  fir 2<i<n+2.

(a) Fir i =2 1ist b1 > 1= fo.
(b) Wir haben bereits bemerkt, daf a,, > 2 gilt, was fiir i = 3 die Aussage

by :ananrl > an 22:f3

liefert.
(¢) Sei nun ¢ > 4. Dann folgt durch Induktion

bnts—i = ant3—ibnyz (i-1) T gz —(i—2) > 1 fimr + fima = fi
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Setzt man ¢ = n + 2 in die Formel ein, erhilt man

b1 > frto.
(3) Fiir die Fibonacci-Folge hat man die Darstellung

1, 144V5 1—5

fo= 52 = (F50)" R 045 [1L62" = (-062)"],
woraus man erhalt
fun = [ 2 il 3um - Lusy

~ 1.62"-[1.17 4+ (=1)"*1.0.17-0.38"].
Daraus ergibt sich sofort die Abschitzung

1+\/5)n und somit n < 1og(fnt2)

fn+2 > (

was die Abschitzungen
n < 4.7851og,g fnr2 und n < 1.45log, foto

liefert.
(4) Mit fpio < by folgt nun

n < 4.785log;gb1 und n < 1.45log, by,
wie behauptet. ®

Der folgende Satz zeigt, dal die Abschitzung des letzten Satzes nicht (wesentlich) verbessert werden
kann.

SATz. Sei f,, die durch fo =1, fi =1, fu = fu—1 + fu—2 (fiir n > 2) definierte Fibonacci-Folge, also
fo=0, H=1fo=1 fs3=2, fu=3, [fs=5 [fe=8 [fr=13,

Dann ist die Kettenbruchentwicklung von ;:—jrz

Fots _ 1,1,...,1,1,2] mit n Einsen,

fn+2
also
f3 fa 3 fs 5 fo 8 fr 13
L =2=0], ===-=11,2], =2=-=[1,1,2], =< =-=[1,1,1,2], ==—=1[1,1,1,1,2],
e S A A e R ]
Es qilt

1 1+ 3V5

—————log fnya =n + 2—10"— 4 o(1),

also

4.78510g,o fnt2 & n + 0.328.

Beweis: Wir beweisen dies durch Induktion nach n, wobei wir die Fille n = 0,1, 2, 3,4 bereits explizit
angegeben haben. Aus f,13 = fui2 + fot1 und frp1 < frope (fiir n > 1) folgt

Int3 =1 fn+1, also |_fn+3j =1
Jnt2 fnto fnto
und daher durch Induktion
fnt3 fn1 1 1
=1+ =1+ =1+ =,1,1,...,1,2],
fn+2 fn+2 .fn+2 []-a]-a"'7172] [ ]
fn+1

was die Behauptung beweist. B
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3. Die Kettenbruchentwicklungen der reellen Zahlen eines Intervalls

Will man die Kettenbruchentwicklung einer reellen Zahl o bestimmen, kann man « durch rationale
Zahlen ,~ mit g < a < v approximieren und dann fragen, was die Kettenbruchentwicklung von a mit
den (einfach zu bestimmenden) Kettenbruchentwicklungen von 8 und v zu tun hat.

Beispiel: Es ist 3.1415926535 < 7 < 3.1415926536 und
3.1415926535 = [3,7,15,1,292,1,1,6,2,13,3,1,12,3],
3.1415926536 13,7,15,1,292,1,1,1,4,1,1,1,45,1,1,8].

Die naheliegende Vermutung ist, da8 die Kettenbruchentwicklung von = mit [3,7,15,1,292,1,1,...] be-
ginnt.

LEMMA. Seien ag,ay,...,a, € Z mit ay,...,a, > 1. Dann ist die Funktion
fni{zeR:z>1} >R, x> [ag,a1,...,a0n,2]

stetig und streng monoton fallend fiir n = 0 mod 2, streng monoton steigend fiir n = 1 mod 2. Auflerdem
qilt

lim f,(z) =[ag,a1,...,an_1,an +1] wnd lim f,(z) =[ag,a1,...,an-1,an].

z—1 T—00

Beuweis: Die Stetigkeit ist klar. Die Monotonieaussagen folgen aus der Darstellung fo(z) = [ao, %] = ao+ 1
und der Beziehung

fn(x) - [U/Oaala"'aanax] - [U/Oaala"'aanflaan + E] = fnfl(an + E)

(fiir n > 1) sofort durch Induktion. Weiter hat man

lim f,(z) = J[ao,...,an-1,an,1] =[ag,...,an—1,an + 1],

z—1

. .1

lim fo,(z) = J[ag,a1,...,6n-1,an+ lim =] =[ag,...,an—1, 0],
T—>00 T—>00 I

wie behauptet. ®

Bemerkung: Mit den obigen Bezeichnungen ist auch folgende Bezeichnung verstindlich:

[ao, @1, ..., Gn, 0] = fn(00) = [ag, a1, ..., ay],

d.h. man kann [ag, a1, ..., a,] kiinstlich schreiben als [ag, a1, ..., ap, Gpt1] mit a1 = 0o, was im folgen-
den benutzt wird.

SATZ. Seien B < v rationale Zahlen mit den Kettenbruchentwicklungen
B =1lbo,b1,b2,...] wund y=]co,c1,Ca,...]
und n mit
bo=cy, bi=c1, ... byp=¢cn bpy1 # Cnr1,

wobei by = 00 bzw. ¢4 = 00 gesetzt werde, falls die Kettenbruchentwicklung von B bzw. v nur Linge
n + 1 hat. Dann beginnt die Kettenbruchentwicklung aller reellen Zahlen o im Intervall < a <y mit

a=1[ag,--,0n,Anil,-- -],
wobei

ap=by=co,...,anp=bp,=c¢, und min(b,i1,cnt1) < ant1 < max(bpi1,Cni1)

gilt.
Beweis: Wir betrachten fiir reelle z mit 1 < z < 0o die reellwertige Funktion

f(z) =Jao,a1,...,an,z].
Es ist

f([bns+1,bng2,...]) =B und  f([ent1,cnyo,.-.]) =7

Da f(z) stetig ist, gibt es nach dem Zwischenwertsatz (fiir stetige Funktionen) eine reelle Zahl o' mit

fle)=a
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und

[bn+1abn+2a . ] S al S [Cn+1acn+27- . ] oder [Cn+1acn+27- . ] S al S [bn+17bn+2a s ]

Wir bilden die Kettenbruchentwicklung von «o':

a =[ani1,anya,. -]
Also ist
@ =[a0,a1,- -, Qn,y Api1,Ani2,- .- ]
AuBlerdem liegt a,41 zwischen b,11 und cpyq. W

Bemerkung: In kb_ma findet sich eine Maple-Funktion kbe_intervall, die den gemeinsamen Anteil der
Kettenbruchentwicklungen der Zahlen eines Intervalls bestimmt.

Beispiel: Unser fritheres Beispiel mit § < 7 < v und
B =3.1415926535 = [3,7,15,1,292,1,1,6,2,13,3,1,12,3],
v = 3.1415926536 = [3,7,15,1,292,1,1,1,4,1,1,1,45,1,1,8].

liefert nun
T =13,7,15,1,292,1,1,a7,...] mit 1<a; <6.

4. Eindeutigkeit der Kettenbruchdarstellung

Wir zeigen zunichst folgende Aussage:
LEMMA. Ist

a=lap,01,...,an_1,n] = [bo,b1,...,bp_1,Bn]
mit a;,b; € Z, a;,b; > 1 fiiri > 1, an,Bn > 1, so gilt a; = b; fir alle i und o, = Bn.
Beweis: Wir zeigen die Aussage durch Induktion nach n.
Fiir n = 1 haben wir o = ag + a% = by + i Wegen ay,; > 1 folgt ap = by = |a] und damit auch
ap = fi.
Sei jetzt n > 1. Setzt man o, 1 = ap_1 + i und Bp_1 =bp_1 + é, so gilt

[agy - yan—2,an_1] = [ao,. .., Gn_2,an—1,n] = [bo, ..., bn—2,bn_1,0n] =[boy---,bn—2,Bn_1]-
Wegen ay,—1, Bp,—1 > 1 und der Induktionsvoraussetzung folgt a; = b; fiir 0 <i < n—2und a,—1 = Bn_1-
Wegen a,, 8, > 1 ergibt sich
p—1 = Lan—lj = LBn—lJ =bp_1

und damit auch a, = §,, was zu zeigen war. B

Das folgende Lemma zeigt, dafl man eine rationale Zahl auf verschiedene Weise als Kettenbruch darstellen
kann:

LEMMA. Seien ag,a1,...,an € Z und ay,...,an_1 > 1, ap > 2. Dann ist
[ag, a1,...,a,] = [ag,a1,...,a, —1,1].

Beuweis: Dies folgt sofort aus der Identitét a, = (a, — 1) + 1. ®

Bis auf diese Umwandlung ist die Kettenbruchdarstellung der rationalen Zahlen allerdings eindeutig:
SATZ. Sei a eine rationale Zahl, ag,...,am € Z mit ay,...,am > 1, bo,..., by € Z mit by,...,b, > 1
und
o = [ag,al,...,am] = [bg,bl,...,bn]
und 0.E. n > m. Dann gibt es zwei Moglichkeiten:
e n=m undb; = a; fir alle i,
en=m+1,by=ap, .., bp_1 =@m—1, by = am — 1, bpy1 = 1.
Beweis: Wir machen Induktion nach m.
e Wir beginnen mit m = 0 und haben demzufolge ag = [bg, b1, ..., bx].
— Im Fall n = 0 ist alles klar.
— Ist n =1, soist ap = by + % Dann gilt by, % € N, also b; = 1, was zu zeigen war.
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— Sei nun n > 2. Wir haben

ap = by + 1
by + ——m
" Tbe, - bl
und damit wegen 0 < ﬁ <1
1 1
b < b —
Ot S <t
also
< bo < !
bl-l-]._ao 0 bl,

was natiirlich wegen ag — bg € Z nicht geht. Dieser Fall ist also unméglich.
e Sei nun m > 1. Dann ist

1 - 1
(a1, am] O [bry.., bl

— Gilt [a1,...,am] = 1,s0folgt m = 1 und a; = 1, so dal man wegen [ag, a1] = [ap+1] = ap+1
eigentlich im Fall m = 0 ist. Das gleiche Argument gilt im Fall [by,...,b,] = 1.

— Gilt [a1,...,am] > 1, [b1,...,bp] > 1, so folgt aus dem Eindeutigkeitssatz ag = by und
[a1,...,am] =[b1,-..,by], was die Behauptung durch Induktion zeigt. W

ag +

Die Kettenbruchdarstellung einer reellen Zahl ist also eindeutig bestimmt, wenn man bei rationalen
Zahlen noch fordert, daf} der letzte Teilquotient > 2 ist.

5. Nihrungsbriiche
DEFINITION. Ist [ag, a1, as, ...] die Kettenbruchentwicklung einer reellen Zahl «, so heifit
[ao, a1, ..., an]
der n-te Nidherungsbruch an a. Die Ndherungsbriiche sind also
lao], [ao,a1], [ao,a1,a2], [ao,ar,as2,as],

Beispiel: Die Zahl o« = % hat die Kettenbruchentwicklung a = [2,3,5,7,11]. Die Niherungsbriiche
sind:

[2] = 2 = 2.000000000

2,3] = g = 2.333333333

37
[2:3,5] = T5 = 2312500000
266

2 = — =2.3130434
[2,3,5,7] 115 313043478
2963
2 11] = —— =2.31
[2,3,5,7,11] 1281 313036690
SATZ. Seien ag,a,as2,-.. gegeben. Dann gilt mit den Rekursionsformeln
p—2 =0, p-1 =1, Pn = @pPp—1 +Pn—2  fiirn >0,
g—2 =1, g1 =0, Gn = ApGn—1 + qn—2 fiirn >0

die Gleichung

Dn
[ag,a1,...,a,] = —.
dn
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Beweis: Wir beweisen dies durch Induktion. Fiir n = 0 ist pg = ag, go = 1 und damit Z_g = 40 = qg = [ao],

fir n = 1ist p1 = a1ap + 1, 1 = a1 und damit £+ = %ﬂ“ =ag + % = [ap,a1]. Sei also jetzt n > 2.
Wir wenden die Induktionsvoraussetzung auf [ag,a1,...,an—2,an-1 + ai] mit den N#herungsbriichen
Bo  Pnz2 Pnol gy ynd erhalten

qo n—-2" Gn—-1

_ ﬁnfl o (a'n—l + é)pn—2 + Pn-3

ag,...,0p| = |Qgy ...y Qp_2,0p_1 + — =
[ ) ) n] [ ) y n sy Un an] Gn-1 (an—1+i)qn—2+qn—3

_ an(an—lpn—Q +pn—3) +Pn—2  GnPn—1+Pn-2 Pn

an(anflqn72 + Qn73) + qn—2 ApQn—1 + qn—2 qn ’
was gezeigt werden sollte. B

Bemerkung: Die angegebenen Rekursionsformeln haben wir in der Maple-Funktion kbe_nb (in kb_ma)
zur Berechnung der Ndherungsbriiche einer rationalen Zahl benutzt.

SATZ. Gegeben sei ein Kettenbruch [ag, a1, az, .. .| und dazu die durch obige Rekursionsformeln definierten
Gréfien pn, qn-
(1) Firn >1 gilt
Dn  DPn-—1 (_1)n—1

Pndn—1 — Pn—14n = (_]-)n_l d.h. — — = .
Gn qn—1 dn—14n

(2) Fiirn > 2 gilt

ap  Pn_ P2 (ED"an
Gn qn—2 qn—24qn

Pndn—2 — Pn—-2qn = (_l)nan

(3) Ist a = [ag,a1,...,an, any1], S0 gilt fiirn >0
0P (=~
Gn Gn(@n+1Gn + Gno1)’

Beweis: 1. Fiir n = 1 gilt wegen pg = ag, go = 1, p1 = apa1 + 1, g1 = a1 die Beziehung pi1qo — pog1 = 1.
Fiir n > 2 folgt dann die Behauptung induktiv aus

Pndn—1 — Pn—-1Gn = (anpnfl +pn72)qn71 _pnfl(ananl + Qn72) = _(pnflqn72 _pn72Qn71)-
2. Mit der Gleichung aus 1. erh&lt man
Pndn—-2 —Pn—-24n = (anpn—l +pn—2)qn—2 _pn—Q(Gnqn—l + qn—2) = an(pn—1Qn—2 _pn—QQn—l) = (_1)nan,

wie behauptet.

3. Sind f]i— die N&herungsbriiche des Kettenbruchs [ag, a1, ..., an, any1], so gilt
Po_Po p_ Pt Pn _Pn _ Poi
o Q@ @ @ " Gn’ Tn+1
Aus der Rekursionformel ¢,,4+1 = @py1¢n + ¢n—1 folgt mit 1.
Po _Bani Ba_ (<D _ (-1

qn (Yn—l—l an B an+1qn B Qn(an+1qn +qn—1),
wie behauptet. B

Der folgende Satz stellt einige der wichtigsten Approximationseigenschaften von Kettenbriichen zusam-
men.

SATZ. Sei[ag,a1,as,...] die Kettenbruchentwicklung der reellen Zahl o mit den Niherungsbriichen %.
Dann gilt:

(1)

1+/5
2
(2) Die Niherungsbriiche g—: sind gekiirzt, d.h. ggT(pn,qn) = 1.

l=@p < <@p<gqg<... und gq,>( )1 > 1.618™ ! fiir alle n > 0.
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3)

PooP2oicac BB
do q2 as q1
(4) Ista # B2, s0 gilt
1 1 1
< <la-Prl<
2qnqn—i-l qn(Qn+1 + Qn) n qndn+1
5) Fiirn >0 gilt
( g
1
‘a Pl o — <0477
qn Qn
(6) Ist a« & Q, so gilt
. Pn
a= lim —,
n— o0 qn

was man oft abkiirzend auch als

a = [ag,a1,as,...]
schreibt.

(Wird eine Grifie wie a,,, pn oder gy, benutzt, soll dies implizit voraussetzen, daf8 die Gréflen auch definiert
sind.)

Beweis:
(1) Wir haben bereits bemerkt, dafl a; > 1 fiir ¢ > 1 gilt. Fiir A = % > 1.618 gilt A2 = X\ + 1.
Damit erhalten wir go = 1 > A™', ¢t = a1 > 1 = \° und durch Induktion fiir n > 2
gn = AnQn—1 + qn—2 Z gn—1 + qn—2 Z )\n72 + )\n—?, = A7173()‘ + ]-) = /\n73 . A2 = )‘nila
wie behauptet.
(2) Aus ppgn—1 — pn-1qn = (—=1)""" folgt ggT(pn,qn) = 1.
(3) Die Formel
& _ DPn—2 — (_l)nan
qn qn—2 qn—24n
liefert (mit a,, > 1 fiir n > 1) durch Einsetzen von n = 2m bzw. n = 2m + 1

Pa2m _ Pam—2 n a2m > DP2m—2 und DP2m+1 _ P2m—1 A2m+1 < p2m71'
dom dom—2 dom—242m dom—2 dom+1 do2m—1 2m—-192m+1 do2m—1
Die Formel

Dn _ DPn—1 _ (_]-)nil

dn dn—1 nqn—1
liefert durch Einsetzen von n = 2m bzw. n =2m + 1

Pam  _ P2m—1 1 < Pamot
q2m q2m—1 2mq2m—1 q2m—1
P2m+1

— D2m + 1 > D2m
q2m+1 qom 2m+192m qom

Aus den beiden letzten Uberlegungen folgt sofort die Ungleichungskette

Ist fiir ein n € Ny (das bei der Kettenbruchentwicklung auftretende) a,, € Z, so ist a = Z—" und
die Behauptung folgt aus der aufgestellten Ungleichungskette. Andernfalls ergibt sich aus

Pn _ (=D"

an an (an—i-l Gn + Qn—l)

durch Einsetzen von n = 2m bzw. n =2m +1

1
a — DP2m + > P2m und
©m Cm(@mt1@m + Gm-1) ~ @©m
o = Pemir 1 < Pamin

)
Gmt+1 Emt1 (@mi2@om+1 + 2m) Q2m+1
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was die behauptete Ungleichungskette liefert.
(4) Tst o # Z—:, so ist ay, € 7Z, also existiert a1 =

o mit ap, = |a,]. Der letzte Satz liefert

Dn 1
|a

n Gn (an—i-l an + qn—l) ’

Zu zeigen ist also
1 1 1 1
< < < )
ZQnQn+1 dn (Qn+1 + qn) dn (an+1 + anl) qndn+1
was dquivalent zu

o1 < Unp1Gn + Gn-1 < Gnt1 + qn < 2¢n41

ist. Nun haben wir a,41 < apt1 < apy1 + 1 und somit kénnen wir abschétzen:

gn+1 = Qn+1Qn + qn—1 S Qn+1Gn + qn—1 <
< (an+1 + 1)Qn + qn—1 = (an—i-lqn + qn—l) + qn = @1 + @ < 2Gnya,
was die Behauptung beweist.

(5) Die erste Ungleichung ist trivial fiir n = 0 wegen go = 1 und folgt fiir n > 1 aus 4. mit g, < ¢n41.
Nach 1. gilt auBerdem ¢, < 1.618"~!, was zusammen mit

1 1

-1
E < W <04n

die Behauptung zeigt.
(6) Dies folgt sofort aus 4. B

Mit dem Kettenbruchalgorithmus erhiilt man also gute Approximationen an Irrationalzahlen.

Beispiel: 7 =[3,7,15,1,292,...] hat die N&herungsbriiche

22 _3 = 3.0000000000 . . .
0
22
b _ = — 3.1428571428....
q1
22 _ ?_?)2 — 3.1415094339 . ..
2
ZE - ‘i’_‘;’;’) = 3.1415929203 ...
3
1
% _ 3033190923 — 3.1415926530 . ..
4
= — 3.1415926535 . . .

FOLGERUNG. Ist « irrational reell, so gibt es unendlich viele Briiche % mit

1
-

|a—g|<
q q

Bemerkungen:

(1) Ist « reell und ¢ eine natiirliche Zahl, so gibt es eine ganze Zahl m mit

1
PPy
q
Dann gilt
1 1 1
|a—m|§— oder |a—m+ | < —.
g " 2 2q
Setzt man dann p = m bzw. p = m + 1, so erh&lt man
p 1
o —=|

< —.
q ~ 2q
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Ist g eine 10-er Potenz, so hat man die Approximation durch Dezimalbriiche. Die Kettenbruchap-
proximation ist aber wesentlich besser.

(2) Ist a = ¢ rational, so folgt aus

1 —b
0<|o¢—2|<—2 wegen a-2_2"%P
a q q bg
und |aq — bp| € N sofort sofort ¢ < b. Also kénnen nur endlich viele % die Ungleichung erfiillen.

Wir geben nun noch einige Verbesserungen der obigen Folgerung an.

SATZ. Von zwei aufeinanderfolgenden Ndherungsbriichen % = 2”—: oder % = % an die reelle Zahl «
geniigt zumindest eine der Ungleichung
p 1
a—=] < —.
Beweis: Wir nehmen an,
_ 1 1
|a—m|2 5 und |a—&|2—2.
In—1 — 2q,_4 24y
Da a zwischen ’g“j und £= liegt, ist
|pn—1_@:|a_pn—1|+| Pn
In—1 qn In—1 dn
und damit
1 C1Gn — - . . 1 1 c o +a
_ IPn1gn = pogn| S Pnt Py ety Py o = qg 1+
dn—1qn qn—1qn qn—1 qn dn—1 qn Tn—1 qn 9n 19

was sofort 2¢,—1¢, > g2, +¢2 und damit 0 > (g,—1 — ¢»)?, also g, = q—1 liefert. Dies kann nur im Fall
n = 1 auftreten, aulerdem werden dann aus den Ungleichungen Gleichungen, d.h.

1
a—@:a—aoz— und &—azao—i—l—a:—.

o 2 ) 2

Nun hat aber die Zahl o = ay + % die Kettenbruchentwicklung o = [ag, 2] mit den Ndherungsbriichen

B =agp und & = 200l 50 daf auch dieser Fall nicht moglich ist.

Beispiel: Die Kettenbruchentwicklung von

509473
“ 7 788342
das zufillig gewdhlt wurde, illustriert den letzten Satz.
i oa Pi i b q; (o — &)
0| O 0 1 0.0000000000 | +0.64625
1] 1 1 1 1.0000000000 | -0.353741
2|1 1 2 0.5000000000 | +0.585035
3] 1 2 3 0.6666666667 | -0.183670
4 | 4 9 14 0.6428571429 | +0.666736
51 1 11 17 0.6470588235 | -0.231190
6 | 3 42 65 0.6461538462 | +0.443672
71 53 82 0.6463414634 | -0.555444
8|1 95 147 | 0.6462585034 | +0.007645
9 | 130 | 12403 | 19192 | 0.6462588579 | -0.243448
10 | 4 | 49707 | 76915 | 0.6462588572 | +0.097566
11| 10 | 509473 | 788342 | 0.6462588572 | +0.000000
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SATZ. Ist o irrational reell, so erfillt mindestens einer von drei aufeinanderfolgenden Ndherungsbriichen
p c {pn—l Pn Pnt1

q dn—1 ’ dn ’ gn+1

die Ungleichung

P 1
a—=| < —.
joe =] N
Beweis: Angenommen, dies wére nicht der Fall. Dann gilt:
1 Dn DPn+1 1 1
=la——|+|a— > +
InGn+1 | an [+ In+1 | Va2 VB2,

da die beiden Niherungsbriiche auf verschiedenen Seiten von « liegen. Dies liefert

1 1
V5. It > (qn_+1)2 + 1 und nach quadratischer Ergénzung (qn+1 - 5\/5)2 < T
qn qn qn
also
1 1 1 5
| It Z\/5)< = und insbesondere 2L < L\/_
qn 2 2 qn 2
Da, q;“ rational ist, folgt
anrl ]- + \/5
< .
In 2
Genauso findet man
In 1+V5
< .
gn—1 2
Nun ist
1+ qn—1 _ On + Qn—1 < An+1qn + qn-1 _ qn+1 < 1 +\/g’
qn qn n n 2
also
qn—1 \/3 -1
— < _
In 2

Dies ergibt

n qn—1 \/5 + 1 \/5 -1
qn—1 qn 2 2
ein Widerspruch. Also ist die Annahme falsch und die Behauptung folgt. m

1=

L

FOLGERUNG. Ist o eine irrationale reelle Zahl, so gibt es unendlich viele % € Q mit

D 1
a——| < .
| ¢ 5¢?

Wir wollen jetzt an einem Beispiel zeigen, da8 die Konstante v/5 in der Folgerung nicht verbessert werden

kann.

Beispiel: Die Zahl a = ¥2=L geniigt der Gleichung f = 22 + 2 — 1 = 0. Sei = cine Folge rationaler

2 cn
Zahlen mit
lo — b—n| < !
e Ack
fiir alle n. Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt es ein &, zwischen a und lc’—: mit
fla) = (=)
S = (),
X~ e
also ) ; )
= < |a— =26, + 1| < —12¢, + 1],
o < oo 21260 411 < 1260+ 1
d.h.

A< |26, +1].
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Wegen lim £, = a folgt
A<V,

was wir zeigen wollten.

Der folgende Satz gibt ein wichtiges (hinreichendes) Kriterium an, wann ein Bruch Ndherungsbruch in
der Kettenbruchentwicklung einer Zahl ist.

SATZ. Ist « € R und % € Q mit

p 1
- = < =,

s0 ist % Niherungsbruch in der Kettenbruchentwicklung von «.
Beweis:

e Wir konnen schreiben

0

E:%mits:ﬂ:lund0<0<1.
q q
P

e Da wir zeigen wollen, daf§ 2 Niherungsbruch fiir « ist, bilden wir die Kettenbruchentwicklung

von Z:
q

q

p_
= =[ag,a1,...,an].
q

Indem wir eventuell a,, durch a,, — 1,1 ersetzen und dadurch die Lange der Kettenbruchdarstel-

lung von % um 1 erhdhen, kénnen wir erreichen, dafl gilt

e=(-1)"

Seien % die zugehorigen Naherungsbriiche.

i

e Da der Fall « = IE) = g—" trivial ist, konnen wir ihn ausschliefen und somit definieren:

_ %n—1 — Pn—1
Qfn — Pn

Dann gilt
_ TPn + Pn—1

Zdn + qn—1
und mit den iiblichen Formeln fiir Kettenbriiche

a = [a07a17' v ,an,x].
e Nun haben wir mit entsprechenden Kettenbruchformeln

eb (—1)0:a P_ ., _Pn_ (-1)

2¢ 242 q Gn Gn(TGn + qn 1)

Es folgt
0 1

@ B qn(qu + qn—l)

und damit g, — gn—1 = 2y, also

Mit der Voraussetzung folgt > 1, so dafl wegen der Eindeutigkeit der Kettenbruchentwicklung
a = [ag,a1,...,an,x] tatsichlich der Anfang der Kettenbruchentwicklung von « ist. Also ist
auch £ Néherungsbruch fiir o.. m
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Das folgende Beispiel zeigt, dal man das Kriterium |a — 2| < # nicht durch eine Bedingung |a — 2| <

ﬁ ersetzen kann mit einem festen ¢ > 0.
Beispiel: Wir betrachten fiir m > 1 die rationale Zahl
2m? +m+2
o= —F——.
2m3
Man rechnet leicht nach, daf gilt
0,m—-1,2]<a<][0,m—1,3]

Fiir z > 0ist die Funktion z — [0, m—1, z] streng monoton steigend, also hat die Kettenbruchentwicklung
von « die Gestalt

a=[0,m-1,2,...].
Nun gilt
| 1| 1 1 n 1 1 < 1 i >3
a—-——|=a-—=—+-"F=——"——< = fiir m>3,
m m  2m?2 m? (2- —771‘_14_2)7712 m?

aber L = [0,m] = [0,m — 1,1] ist kein Ndherungsbruch von a.

6. Aquivalente reelle Zahlen und der Satz von Serret

Wir nennen zwei reelle Zahlen a und 8 dquivalent, wenn gilt
o Ap+ B
 CB+D

LEMMA. Die eben definierte Relation ist eine Aquivalenzrelation.

mit Zahlen A, B,C,D € Z und AD — BC = #+1.

Beweis: Reflexivitit: Wegen
_1-a+0
‘= 0O-a+1
ist v zu sich selbst dquivalent.
Symmetrie: Ist « dquivalent zu 3, d.h. gibt es A, B,C, D € Z mit AD — BC = +1 und

AB+ B
a =
CB+D’
so folgt sofort
5= (-D)a+ B
T Ca-A
also ist auch 3 dquivalent zu «.
Transitivitdt: Aus
A1+ By Az + By
a=———mund f = ———
C18+ Dy Cyy + Do

folgt
o = (A1A2 + 3102)7 + (A1B2 + BlDQ)
(OlAQ + ch’g)’)/ + (OlBQ + Dng),

was zusammen mit
(A1A2 + Bng)(C’lBg + D1D2) — (A1B2 + Bng)(ClAQ + chg) = (A1D1 — Blcl)(AgDQ — 3202)

sofort die Transitivitit der Relation zeigt. B

Bemerkung: Wir geben alternativ eine algebraische Formulierung obiger Aquivalenzrelation: Die Ma-
trizen

GL,(Z) :{( o ) . A,B,C,D € Z, AD — BC = +1}

bilden mit der Matrizenmultiplikation als Verkniipfung eine Gruppe. Die Abbildung

A B)_ _Aa+B

GLQ(Z)XR-}R, (C D O[—m
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definiert eine Operation der Gruppe GL(Z) auf R. Zwei reelle Zahlen o und 8 sind genau dann dqui-
valent, wenn g € GLy(Z) existiert mit & = g - 3, d.h. wenn a und § in der gleichen GL (Z)-Bahn
liegen.

Beispiele:
(1) Fiir « € Rund m € Z ist a wegen —a = é:gfg und a +m = Bf}i’f dquivalent zu —a und zu
a+m.
(2) Fiir « € R* sind o und 1 wegen
1 0-a+l
a 1l-a+0

dquivalent.
LEMMA. Die rationalen Zahlen Q bilden eine Aquivalenzklasse unter obiger Aquivalenzrelation.

Beweis: Sei zunichst a = § € Q mit a,b € Z, ggT(a,b) = 1. Mit dem erweiterten euklidischen Algo-
rithmus findet man C, D € Z mit Ca + Db = 1. Setzt man jetzt A = b, B = —a, so gilt AD — BC =1

und
Aa+B Ay +B  Aa+ Bb

Ca+D C%+D Ca+Db

d.h. « ist dquivalent zu 0. Da natiirlich jede zu 0 dquivalente Zahl rational ist, folgt die Behauptung. ®

0,

Der Satz von Serret charakterisiert an Hand der Kettenbruchentwicklungen, wann zwei reelle Zahlen
dquivalent sind.

LEMMA. Hat o € R\Q die Kettenbruchentwicklung o = [ag, a1, as,...] und ist an = [an, Gnt1, Gnta, - -,
so ist « dquivalent zu au,.

Beweis: Wegen der Eindeutigkeit der Kettenbruchentwicklung gilt
o = [a07a17---7an—17an]-
Sind Z_ die Ndherungsbriiche der Kettenbruchentwicklung von «, so gilt bekanntlich

_ ApPn—1 +pn72
AnQn-1 + qn—2

Die Behauptung folgt nun aus p,—1¢n—2 — pn—2qn—1 = (-1)". &

ForaeruNG. Sind a,8 € R\ Q mit den Kettenbruchentwicklungen a = [ag,a1,as,...] und 3
[bo, b1, ba, ...] und existieren m,n mit

am = by, Am+41 = bn+1a Am+2 = bn—i-Qa Am+3 = bn+37 sy
so sind o und 3 dquivalent.

Beweis: Das Lemma liefert, dafl « dquivalent zu a,, = [am, Gmt1, Gma2, - -] und B dquivalent zu £, =
[bn, b1, bpga, ... ] ist. Nach Voraussetzung gilt a,, = 5, was dann die Behauptung zeigt. B

Wir wollen jetzt schrittweise die Umkehrung der Folgerung zeigen.

LEMMA. Sei o = [ag,a1,a2,...] = [a0,01,...,0n_1, Q] Mit &, = [an, Gni1,Gnta, ... |. Ist
A B
8= % mit AD—BC=+1 und A,B,C,DcZ,
so st
5= Ao, + B,
" Chapy + D,
mit
An = Apnfl + Banl, Bn - Apn72 + Bqn72a

Cn = Opnfl + Danla D, = Cpn72 + DQn72
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und ApD, — B,Cy, = *1. Ist (eventuell nach Ersetzen von A,B,C,D durch —A,—B,—C,—D) o.E.
Ca+ D > 0, so gilt fiir alle hinreichend groffen n die Abschdtzung
0<D,<Cyp und a,>1.
Beweis: Die ersten Aussagen folgen durch Einsetzen aus
— QpPn—1 +pn72
QAnQn—1 + qn—2
und A,D,, — B,C), = (pn—1qn—2 — Pn—2qn—1)(AD — BC). Weiter gilt
Pn—1

Cn =Cpn-1+ Dgn—1 :qn—l(c' 7 +D),
n—1

D, = Opn—Q + Dgp—o = qn—Q(C ' ? + D)
n—2

Da 2”—:1 und Z"—:z gegen a konvergieren und ¢,_1 > ¢n_2 gilt, folgt auch die letzte Behauptung. Die

Aussage a, > 1 gilt fiir allen > 1. 1

LEMMA. Gilt
Aa+ B

ﬁ:C’a+D
mit A,B,C,D € Z, AD — BC =+1 unda >1,C > D >0, so ist « = f3,, fiir ein n.

Beweis: Wir entwickeln % in einen Kettenbruch:

A _
— =Jag,a1,...,ap—1] mit Ndherungsbriichen @, o, Pr1
C qo dn—1

Wir koénnen die Lange des Kettenbruchs so einrichten, dafl

Pn—19n—2 — Pn—2Qqn—1 = AD — BC = +1

gilt, indem wir eventuell [ag,a1,...,a,—1] durch [ag,a1,...,a,—1 — 1, 1] ersetzen. Nun ist A = p,,_; und
C = q,_1. Wir erhalten also

AD — BC = Aq, 2 — Cp,_> und damit A(D —qn_2) = C(B — p,_2).
Wegen ggT(A,C) =1 gibt es m € Z mit
D—q, 2=mC, B-—p,2=mA.
Nun ist 0 < g2 < ¢p—1 = C. Die Voraussetzung 0 < D < C liefert dann 0 < ¢, + mC < C wegen
0 < gn_2 < C sofort m = 0 und damit dann D = ¢,,_» und B = p,,_». Also erhalten wir
— DPn—1C +pn72
On—1Q + Gn—2

Wegen a > 1 kann man hier die Kettenbruchentwicklung von « einsetzen und erhilt mit der Eindeutigkeit
der Kettenbruchentwicklung sofort o = 3,,. B

= [a07a17"'7an—17a]'

SATZ (Serret). Seien o und (3 reelle irrationale Zahlen mit den Kettenbruchentwicklungen [ag,a1,as,. . .]
und [bo, b1,ba,...]. Genau dann sind o und § dquivalent, wenn es Zahlen m und n gibt mit

Ay = bna Am+1 = anrl; Am+2 = bn+2; Am+3 = bn+3; Amp4+4 = bn+4a

Beweis: Gilt a4 = by fiir alle i > 0, so haben wir bereits gesehen, dal a und 3 dquivalent sind. Wir
zeigen die Umkehrung: Sei 8 dquivalent zu . Ist au, = [am, @1, - - -], SO gibt es fiir geniigend grofles m
eine Darstellung

" Cpp@m + Dy

mit Ay, Bm,Cm, Dm € Z, ApnDyy — ByCrp =1 und 0 < D,,, < Cp, oy > 1. Das letzte Lemma, liefert
dann die Existenz einer Zahl n mit «a,,, = 8, und damit a,,; = b,; fiir alle i > 0, was zu beweisen war.
|
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7. Angriffe auf das RSA-Kryptosystem mit Kettenbriichen

Bemerkungen:
(1) Beim RSA-Kryptosystem hat man einen 6ffentlichen Schliissel (NV,e) und dazu einen passen-
den privaten Schliissel (N, d). Dabei ist N = pg das Produkt zweier verschiedener ungerader
Primzahlen, aulerdem gilt

ed =1mod p(N) (und ¢(N) =¢(pg) = (p—1)(g — 1)).
Daten werden in Zahlen modulo N iibersetzt, die Verschliisselungsabbildung ist dann
Ene :Z/(N) = Z/(N), z+ x°modN
mit der Umkehrabbildung, der Entschliisselungsabbildung
DNy Z/(N) = Z/(N), y+> y®mod N.

(2) Fiir die Sicherheit des RSA-Verschliisselungssystems ist es wesentlich, dafl man aus dem (all-
gemein zuginglichen) 6ffentlichen Schliissel (N, e) den privaten Schliissel (N, d) praktisch nicht
herleiten kann. Dies fithrt zu einigen unmittelbaren Konsequenzen:

(a) N sollte nicht faktorisiert werden kénnen, da man wegen

dE(—limod(p—l)(q—l)

sonst sofort (N, d) hétte.

(b) d sollte nicht zu klein sein, so dafl man durch Probieren von d = 3,5,7,... auf d schliefien
kann. (Man kann beispielsweise testen, ob a® = 2mod N gilt fiir a = 2,3,5,.... Ist es
wahrscheinlich, dafl man den privaten Schliissel gefunden hat, kann man mit einem friiher
beschrieben Verfahren versuchen, N zu faktorisieren.)

(c) Im folgenden werden wir sehen, dafl im Fall von d < N i (und ein paar Voraussetzungen
an p und ¢q) die Zahl N mit einem Kettenbruchverfahren faktorisiert werden kann.

Sei (N, e) ein 6ffentlicher RSA-Schliissel, (N, d) der zugehérige private Schliissel. Wegen ed = 1 mod ¢(N)
ist k = €2=L eine natiirliche Zahl und damit

»(N)
ed —kp(N) =1,
also
e ﬁ _ 1
e(N) d  dp(N)

Ist N grof}, so wird also ﬁ ~ % gelten.

Beispiel: Mit den obigen Bezeichnungen werden bei Vorgabe von p, ¢ und e die weiteren Gréfien berech-
net:

= 197654621534615363571653413463

338263498632487526378496528509
66859343801179203617996040043272414073115678811065543916667
66859343801179203617996040042736495952948575921115393974696

3

44572895867452802411997360028490997301965717280743595983131

= 2

= 0.44870317736308515175476686528315966148414206777661005714375164800333485 - 10 >*

S}
&.I??‘zy-&.mgz»a%
Il

e

(V) = 0.44870317736308515175476686528315966148414206777661005714375500357902444 - 10 >*

Wir wollen jetzt zunéchst eine Abschitzung fiir p(N) geben.

LEMMA. Ist N = pq Produkt zweier ungerader Primzahlen p < q, s =p+q, so ist o(N) = N+1—s
und es gelten die Abschitzungen:
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(1)
L\/ZWJ+1§3§%N+3 und §N—2g<p(N)gN—L\/zWJ.

(2) Ist p < q < 2p, so gilt

2\/N<s<g\/§-\/ﬁ und N+1—2\/N<¢(N)<N+1—g\/§\/ﬁ.
(3) Ist p < q < 3.9p, so gilt

2VN < 5 < 248121125V/N  und N +1—-2VN < o(N) < N + 1 — 2.48121145V/N.
Beweis:

(1) Es gilt

p(N)=(p-1)(@-1)=pg—p—qg+1=N+1-(p+q=N+1-s.
(2) Wir schreiben ¢ = 2v/N, p = £V/N mit z > 1. Dann ist

s:(ac+é)\/lv.

Bei festem N ist die Funktion s in Abhiingigkeit von 2 streng monoton wachsend wegen 25 =

oz
(1- ;—Z)ﬁ Also erhalten wir
s>2VN und s> |V4N]|+1.

Die obere Schranke kommt von einer moglichen Zerlegung N = 3¢, also
1
<3+ =N.
s<J+ 3

Somit )
2VN < [VAN]+1<s <3+ 3N,
Fiir die Eulersche p-Funktion impliziert dies

N+1—2\/N>N—L\/sz<p(N)Z§N—2.

(3) Die Bedingung p < ¢ < pp ist dann fquivalent mit 2 < 2 < £, also 1 < z < \/fi. Da die
Funktion

1
s=p+q= (r+5)\/ﬁ
(bei festem N) fiir z > 0 streng monoton steigend ist, folgt die Abschiitzung

2VN <5 < (Vu+—)VN.

1
NG
Wi&hlt man g = 2 ergibt sich s < %ﬂ\/ﬁ, bei der Wahl von g = 3.9 ergibt sich s <
2.48121145V/N. m

Liegen die Primzahlen p und ¢ eines RSA-Schliissels nicht zu weit auseinander, erhalten wir also

o) SN N [VaN

~
~

SHIES

Wir betrachten ein Beispiel:

Beispiel: Wir nehmen die 20-stellige Zahl
N = 32758659611582346361 = 4072951217 - 8042978633
mit
o(N)=(p—1)(qg—1) = 32758659599466416512.
1. Beispiel:
d = 6231628522119231213 ~ N9 ¢ = 28554566343820204901 ~ N7k = 5431890444864056951.
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k
5 = [01,6,1,31,431127.2,
2,17,1,2,12,7,88,1,1,3,1,6,104,1,1,1,1,1,3,1,1,2,8, 1, 3]
e
— [0,1,6,1,3,1,4,3,1,12,7,2,
o
2,17,1,2,12,7,88,1,1,3,1,6,104,1,1,1,1,1,3,1,1,2,8,1,3, 5]
% = [0,1,6,1,3,1,4,3,1,12,5,1,
15,4,2,1,12,2,1,4,2,9,6,3,1,37,1,9,1,1,3,1,1,1,1,1,2,1,2, 3, 1,22]
e
— [0,1,6,1,3,1,4,3,1,12,7, 3,
N — VAN [

3,2,1,23,2,1,2,2,5,9,21,1,1,5,1,1,1,1,1,24,1,10,1,1,1,14,1,5,1, 2]
Die betrachteten Kettenbruchentwicklungen fangen gleich an. % ist Ndherungsbruch von ﬁ.
2. Beispiel:

d = 5723518015 ~ N5 ¢ — 95078774849122696639 ~ N9k = 4381706132

k
2 = [0,1,3,31,3,31,1,2,31,10,1,21,
3,1,1,2,2,2,7,1,6,3]
e
- [0,1,3,3,1,3,3,1,1,2,3,1,10,1,2,1,
v
3,1,1,2,2,2,7,1,6,2, 1,5723518212]
% = [0,1,3,3,1,3,3,1,1,2,3,1,9,1,2,1,
1,1,21,1,5,16,7,10,1,143,1,1,4,1,2,2,1,1,1,7,3,2,2,5,1,3,2]
(&
- [0,1,3,3,1,3,3,1,1,2,3,1,10,1,2, 13,
N — [VaN] [

4,1,3,3,8,2,7,2,2,16,6,1,1,1,2,1,1,2,10,2,2, 1,4, 157]

% ist Ndherungsbruch von ﬁ. Fiir % ist m eine bessere Approximation als £ .
3. Beispiel:
d = 118575 ~ N*260 ¢ = 30770071517687295567 ~ N*%%° L = 111377
k
i [0,1,15,2,8,1,6,1,5,8]
c = 1[0,1,15,2,8,1,6,1,5,7,1,276269530672286)
@(N)
% = [0,1,15,2,8,1,6,1,5,20,
6,1,6,1,1,1,15,5,2,1,1,1,1,4,22,3,2,1,1,22,2,6,1,3,1,2,2,3,1,1,1, 2]
e
— = [0,1,15,2,8,1,6,1,5,8,
N — |V4N| [

3,1,1,2,2,2,4,3,1,7,6,1,4,1,1,3,1,1,1,2,4,1,1,1,2,2,1,1,4,1,1,1,2,1,8, 2, 28]
Wir sehen jetzt, dafl § N#herungsbruch in der Kettenbruchentwicklung von m ist. Kennt man den

offentlichen Schliissel (N, e), kann man also £ und damit den privaten Schliissel (N, d) bestimmen.

Wir verallgemeinern das letzte Beispiel in einem Satz, dessen erste Version auf M. Wiener zuriickgeht.

SATZ. Sei N = pg > 3000 mit p < q¢ < 3.9p, seien e,d natiirliche Zahlen mit 1 < e,d < @(N) und

ed =1mod N, sowie k = Zd&l) Dann gilt die Implikation
e k 1

- = <_,
N — [V4N] il < 3@

d<Ni = |
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ist also d < N°25, so kommt % als Niherungsbruch in der Kettenbruchentwicklung von m vor-.
Beweis:

(1) Das vorangegangene Lemma liefert mit s = p + ¢ die Abschiitzung
|[VAN| +1 < 5 < 2.48121145V/N.
(2) Im Fall s = |V4AN]| +1ist p(N) =N +1—s5s=N — |vV4N| und damit

| e koo _ e k., e e—1 1

Noway d - e T T lem e T dm
FﬁrNElOistQNi+2\/N<N,also
2d <2Ni < N —2V/N < N — |V4N| = (N)
und damit
|¥_E|_ 1 1
N — |VAN| d'  dp(N) = 2d*
was gezeigt werden sollte.
(3) Im Fall s > [V4AN] + 1 gilt
E(N = [VAN]) —ed = k(N —|V4AN]) = (1 + kp(N)) >
> k(N = |[VAN]) =k — kp(N) =
= k(N—|V4N| —1—=(N+1-5))=k(s— |VAN| -2)>0
und damit
k,__ e
d = N—|ViN|
Dann ist
|¥_E| _k__ e _k__ e  _
N—[V4aN] d' ~ d N-|V4aN] d N+1-2/N
S o) NI w e Niloavy
B e((N+1—2\/N)—(N+1—s))< s—2VN -
- o(N)(N +1-2VN) N+1-_2/N
(2.48121145 — 2)y/N _ 0.48121145V/N
N+1-2/N  N+4+1-2VN
Nun gilt

0.48121145v/N 1

< =  0.96242290N < N +1 — 2V'N
N+1-2/N ~ 2¢/N -

e 2WN-1<0037577IN <= N > 2780
Damit folgt fiir N > 3000 und d < N# zunéchst d®> < v/N und damit

[ — E| P

N_|ViN] d' 2@

was gezeigt werden sollte. B

Wir geben jetzt noch konkret einen Algorithmus an, der versucht aus der Kettenbruchentwicklung von
m den privaten Schliissel (N, d) zu berechnen. Dazu brauchen wir ein Lemma:

LEMMA. Sei N = pq mit ungeraden Primzahlen p < q, seien e, d natiirliche Zahlen mit 1 < e,d < ¢(N)
und ed = 1 mod p(N).
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(1) Setzt man nacheinander

so gilt

ed=1modk, D ist ein Quadrat und p=

2 2
(2) Sind umgekehrt k',d' natiirliche Zahlen, setzt man
d—1

SI:N-I-]_—ekI R DI:S,2—4N,

gilt ed' = 1 mod k', und ist D' ein Quadrat, so ist
s' =D’ s+ VD'
p=—7 und qg=—F7—.
2 2
Beweis: 1. Wir haben ed — 1 = ko(N), was sofort k|ed — 1 zeigt. Dann ist
ed—1

s=N+1-—

=N+1-¢N)=pg+1—-(p—1)(g—1)=p+q,

also
D=5 —4N=(p+q)* —4pg=(¢-p)°
ein Quadrat und
s=VD _ bt - _ 4
2 2
was die erste Behauptung beweist.

2. Wegen ed’ = 1 mod k' sind s’ und D' ganze Zahlen und damit wegen D’ = s’ mod 2 auch

p,:7s’—\/ﬁ und q':781+\/ﬁ.
2 2
Wegen D' = s'> — 4N ist D' > s'>, also 1 < p’ < ¢'. Aus
//_S,_\/ﬁ SI+\/ﬁ_SI2—D'_
PO=""""%9 T4 ~
sieht man, daf} es nur die beiden Moglichkeiten

s+VD _(p+a)+(¢—p)

2 D) =4q,

N

p=1,¢=N oder p =pqg=¢q

gibt. Wire p' =1,¢' = N, so wire s' = p' +¢ = N + 1 und damit ed’ = 1, was der Voraussetzung e > 1
widerspricht. Also bleibt nur die zweite Mdglichkeit, womit die Behauptung bewiesen ist. B

Algorithmus: Hat man einen offentlichen RSA-Schliissel (V,e) gegeben, kann man nach folgendem
Verfahren versuchen, die Faktorisierung N = pg und den privaten Schliissel d zu finden:

(1) Bestimme die Ndherungsbriiche

dO ) dl ) d2 ) R dn
der Kettenbruchentwicklung von
e
N — |V4N|

und setze i =0
(2) Setze i :=i+ 1. Ist ¢ > n beendige ohne Erfolg.
(3) Ist ed; Z 1 mod k;, gehe zu 2.
(4) Setze
€di —

i

si=N+1-— und D; = 57 —4N.

(5) Ist D; kein Quadrat, gehe zu 2.
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(6) Ist D; ein Quadrat, gib
si-vDi s+ VD
2

b= 2 )

als gesuchte Losung aus.

und d= 1 mod (p —1)(¢ — 1)
e

Bemerkung: Die Maple-Funktion kb_rsa realisiert den dargestellten Algorithmus.

Beispiele: In den folgenden Beispielen ist 111?((1%)) ~ 0.25. Manchmal ist der Algorithmus erfolgreich,

manchmal nicht.

1. Beispiel:
N = 8225751038938044722501305832805496018927445959136175714743474321124563
p = 63642133071342787856743220237688643
q = 129250083898303399203769359317531441
% —  2.030889
e = 657982538815470775610334582801944495018970849972631382894221412624333
d = 1111235133951504677
In(d)
= .25811
(V) 58110
¢ = [0,12,1,1,169,4,1,7,3,2,1,1,1,1,1,1,1,1,1,7,1,1,6,24,1,8,1,2,1,8,3,1,2,1, 1,2,
N — | VAN |
211,1,6,4,15,5,6,14,2,1,32,1,5,1,1,7,7,17,1,1,2,1,1,2,21,1,2,1,32,2, 4, 3,37, 4,
6,9,2,2,1,1,3,5,1,7,1,4,8,2,2,3,1,40,2,1,7,10,1,1,54,1,24,1,1,5,1, 1,4, 3,3, 1, 10,
1,5,1,61,1,5,3,2,1,10,1,1,4,3,2,2,2,8,1,1,1,7,1,3,2, 4]
S = [0,12,1,1,169,4,1,7,3,2,1,1,1,1,1,1,1,1,1,7,1,1,6,24,1,8,1,2,1,8,3,1,2,1,1, 2,

212]
Der Algorithmus hat Erfolg.

2. Beispiel:
N = 1626782822444728694404707661400682922608718461352639563455221456179097
p = 24257763286132280790960960610552741
g = 67062358687238516099099348034732517
]i’) = 2.764573
e = 932877480612541360973468121445799895444459241436598940768361874830923
d = 489467349331406467
In(d)
= 2
() 55590
R [0,1,1,2,1,9,2,1,1,2,12,63,1,6,3,1,2,2,1,2,5,5,1,1,1,104,34,1,1,2,1,18,1,1,1, 7,
N — |V4N|
24,1,6,1,13,2,9,63,4,15,2,2,1,22,3,5,3,9,3,1,2,1,2,4,1,1,54,1,1,1,4,70,1,6, 2,1,
29,1,2,1,2,42,4,4,3,9,5,2,1,2,17,1,20,1,2,2,3,8,1,2,1,4,4,3,2,2,6,5,2,1,5,1,2,
3,8,29,1,2,1,22,2,24,1,1,4,3,1,4, 6]
S = [0,1,1,2,1,9,2,1,1,2,12,63,1,6,3,1,2,2,1,2,5,5,1,1,1,104,34,1,1,2,1,18,1,1,1, 6]

Der Algorithmus hat keinen Erfolg.



3. Beispiel:
N

p

q

1

p

e

d

In(d)

In(N)
e
N — |V4N |
k

d
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5848482458328189661841455256527965284828503868988104783166586177134899
46936341332614722240707748528878477
124604566361124665250581388345956287

2.654757

431424425508845205822477169419393303800602851814775181351426201087151
699303130395894943

255775
0,13,1,1,3,1,17,1,13,1,1,34,4,21,2,3,3,1,3,1,1,1,2,1,1,2,1,11,1,2,62,1,17,2,3, 1,

7,1,16,1,4,1,8,1,1,1,4,1,2,1,1,3,3,4,6,2,1,2,2,1,1,15,1,1,1,14,1,9,1, 3, 2, 56,
2,49,1,6,1,3,1,2,4,2,4,4,1,938,1,1,22,4,2,1,11,10,2,1,1,6,2,1, 1, 15,249, 1, 1,
22,1,1,4,1,1,1,1,2,2,3,1,5,2,12,22,4,4,2.1,5,1,1,12,2,3,1,2,1,16]

0,13,1,1,3,1,17,1,13,1,1,34,4,21,2,3,3,1,3,1,1,1,2,1,1,2,1,11,1,2,62, 1,17, 2, 4]

Der Algorithmus hat Erfolg.

4. Beispiel:
N

p

q

q

p

e

d

In(d)

In(N)
e
N — |V4N|
k

d

6281327521540330938212564750017253890323569828781934344824852319327191
54625846065374370175746762876463151
114988196503593738651573799794638041

2.105014

2672234718021057640808931446007918888180402737227411510718592936816341
885468195135947261

257130

0,2,2,1,5,1,3,2,1,1,3,12,1,1,1,2,3,1,4,1,1,5,19,65, 168, 1,3,1,1,1,5,1,4,3, 1, 1,

2,1,2,2,27,3,8,1,2,1,1,1,1,3,4,3,1,1,2,1,5,2,1,2,7,3,1,3,1,1,8,1,1,2,1,2, 1,2,
2,2,4,2,3,1,2,1,37,1,3,1,2,1,5,20,15,1,3,1,117,1,1,1,1,1,2,6, 1,2, 19, 1, 3,2, 1, 2,
1,2,20,1,3,2,9548,3,8,1,27,1,1,1,19,12,2,1,18,2,9,1,1,1,1,1,7,2,2,2,2,1,1, 1,2, 4]
0,2,2,1,5,1,3,2,1,1,3,12,1,1,1,2,3,1,4,1,1,5,19,65, 168, 1,3,1,1,1,5,1,4,3, 1, 1,
2,1,3]

Der Algorithmus hat keinen Erfolg.
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5. Beispiel:
N = 4415326238007364695438301529785306888935540610797711124433051401080563
p = 46937605553258338686840832705710967
qg = 94067990600787247070603426159263589
]i’) = 2.004107
e = 9398785086013498399236209929087338076900869683422325034176801625455
d = 7189884310724546759
In(d
ln((N)) = .270755
¢ = [0,469,1,3,2,7,1,3,3,1,3,1,608,58,1,60,6,36,1,1,11,2,1,3,1,2,2,2,4,1,1,6,
N = [ViN]
1,1,1,1,1,1,95,1,7,3,2,6,2,4,2,1,8,1,1,90,1,1,1,5,1,24,4,2,13,1,2,1,5,6, 6,
1,3,21,27,1,9,1,9,216,1,1,8,6,5,1,6,1,1,3,1,2,6,2,1,1,11,4,2,1,23,1,1, 1,1,
6,1,124,7,3,6,57,4,13,2,1,13,1, 74]
S = [0,469,1,3,2,7,1,3,3,1,3,1,608,58,1,60,6,36,1,1,11,2,1,3,1,2,2, 2]

Der Algorithmus hat Erfolg. (Dies ist ein interessantes Beispiel.)

6. Beispiel:
N = 5981426258111149501252036294965410350540938436106131297257647042189269
p = 52855629701729781274727756693095853
g = 113165358011341565457050167897264073
% = 2.141028
e = 867868436452792805111296930263969518658658480258266256954676929567791
d = 775134741803520975
In(d
ln((N)) = .256380
c = [0,6,1,8,3,1,2,1,20,1,26,1,2,1,37,1,1,4,2,1,4,1,1,1,3,5,1,1,134,1,3,4,6, 1, 25,
N = [VN]
1,5,11,1,1,13,41,1,3,1,3,2,3,1,9,1,1,10,1,2,1,4,3,2,5,3,1,1,2,10,1,1,1,1,1, 1,
35,2,1,3,1,1,6,1,2,1,3,1,151,5,1,1,2,1,2,13,1,1,96,2,1,1,7,1,1,3,3,7,9,2,4, 1,
1,5,2,1,1,1,9,9,14,5,5,3,1,3,3,4,517,1,1,1,2,22,3,3,1,2,1,3,1,4, 4]
S = [0,6,1,8,3,1,2,1,20,1,26,1,2,1,37,1,1,4,2,1,4,1,1,1,3,5,1,1,134,1,3,4,6, 1, 26]

Der Algorithmus hat Erfolg.

Eine Verallgemeinerung des obigen Satzes gibt folgender Satz:

SATZ. Die Bezeichungen seien wie im letzten Satz. Sei 6 = |p — q| = NB d = N°. Wir setzen voraus
p,q > 23 und

=] W

B+d<
Dann gilt:
_ e _k_1
N+1-2yN d| =24
Also kommt % als Niherungsbruch in der Kettenbruchentwicklung von m vor.

Betrachtet man aber Beispiele mit ¢ g 2p, so ist 3 g 0.5, damit die Voraussetzung des letzten Satzes
erfiillt ist, muf also 0 S 0.25 gelten, der letzte Satz liefert dann in diesem Fall nichts Neues.
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8. Ubungen
Aufgabe 3.1: Charakterisiere die reellen Zahlen, deren Kettenbruchentwicklung die Gestalt [ag, a;] hat.

Aufgabe 3.2: Bestimme den Anfang der Kettenbruchentwicklung [ag, a1, as, . .., ap,...] von m = 3.1415926535 . . .
mindestens bis ajgg.

Aufgabe 3.3:
(1) Bestimme die Kettenbruchentwicklungen von
1807 1807 350 350
350 350 7 1807’ 1807
(2) Vergleiche fiir ein @ € R* die Kettenbruchentwicklungen von
1 1
a, -a, —, ——.
a a
Aufgabe 3.4: Seien Z’—: die N&herungsbriiche des Kettenbruchs [ag, a1, a2, ...]. Dann gilt
Qo -1 —
1 o -1 “ ! 1
1 a -1 2
Pn = . . . und ¢, = -
1 a1 1 1 Ap—1 -1
1 Qn
1 n

Aufgabe 3.5: Sei a = 14 /2 = 2.41421356. . ..

(1) Die Kettenbruchentwicklung von « ist [2,2,2,2,2,...].
(2) Fiir den Nenner gy, der Néherungsbriiche 2= von « gilt fiir alle n > 0

In = 2+4\/§ (1+x/§)n+2_4\/§ (1—x/§)n.

(3) Fiir alle n > 0 gilt p, = ¢nt1-
(4) Fiir n =0 mod 2 gilt ¢,, > agp—1, fiir n =1 mod 2 gilt ¢, < agp—_1.
(5) Fiir alle n gilt

(6) Genau dann gilt

wenn n ungerade ist. (Insbesondere hat die Ungleichung |a—§| <3 \/15112 unendlich viele Lésungen

in rationalen Zahlen £.)
(7) Zeige, da8 fiir reelles A > 21/2 die Ungleichung
p 1
| ql <Ip

nur endlich viele Losungen in rationalen Zahlen % hat.
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Aufgabe 3.6: Bestimme alle rationalen Ldsungen § der Ungleichung
|12345 p| < 1
23456 q' ¢’

Welche der Losungen sind Ndherungsbriiche der zugehérigen Kettenbruchentwicklung?

Aufgabe 3.7: Seien Z—" die Naherungsbriiche der Kettenbruchentwicklung einer reellen Zahl a und

f(n) = |V5¢2|a — {;—:u.

Zeige:
(1) f(n) € {0,1,2} fiir alle n.
(2) Es gibt kein n mit f(n) = f(n+1) = f(n+2) = 1.
(3) Es gibt kein n mit f(n) = f(n+1) = 2.

Aufgabe 3.8: Fiir die Ndherungsbriiche des Kettenbruchs [ag, a1, a2, ...] gilt

an
qn—1

= [Gn,y Gp—1,-..,01].

Aufgabe 3.9: Hat a € R\ Q die Kettenbruchentwicklung [ag, a1, a2, .. .] mit den Ndherungsbriichen 5—",
definiert man A,, durch

o= 22 = =
an B )‘nqu’
so gilt
An = [Gnt1s Gng2, Gngsy -]+ [0, Gny ape1, an_s, ..., a1].

Aufgabe 3.10: Die reellen Zahlen
V2, 2v2, 3v2, 4v2, 5V2, 6V2,

sind paarweise nicht dquivalent.

Aufgabe 3.11:

(1) Das Fermatsche Faktorisierungsverfahren bestimmt eine nichttriviale Faktorzerlegung einer un-
geraden zusammengesetzten natiirlichen Zahl nach folgendem Schema:
(a) Berechne z = [V/N|.
(b) Berechne ys = 2> — N.
(c) Teste, ob yo ein Quadrat ist. Ist y» keine Quadratzahl, setze z := x + 1 und gehe zuriick zu
(b). Ist y, eine Quadratzahl, berechne y € N mit y, = y?. Dann hat man die Faktorisierung
N = (z 4+ y)(z — y) und man beendet das Verfahren.
(2) Weshalb funktioniert das Verfahren?
(3) Wieviele Schritte/Durchliufe braucht man im schlimmsten Fall?
(4) Fiir welche Zahlen N ist das Verfahren gut geeignet?
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Aufgabe 3.12: Seien p und ¢ verschiedene ungerade Primzahlen und N = pq. Gilt
P<qg<p+2V2yp+2
so faktorisiert das Fermatsche Faktorisierungsverfahren die Zahl N bereits mit 2 = |[v/N| + 1.

Aufgabe 3.13: Seien p und ¢ verschiedene ungerade Primzahlen und N = pq, wobei sich p und ¢
hochstens in der letzten Hilfte der Dezimaldarstellung unterscheiden. Wie schnell findet das Fermatsche
Faktorisierungsverfahren eine nichttriviale Zerlegung von N? Man gebe Beispiele fiir alle Mdglichkeiten
an.

Aufgabe 3.14: Drei 6ffentliche RSA-Schliissel (IV;, e;) sind wie folgt gegeben:

N1 = 24408639508385557909682562153344178945282138354417396920489587412039227505018323
11588592803013808684418635963716197903847813042918525522581062904580907432549823

€1

Ny, = 35087334881269946985209116612253251307740195653151750296805039601705762407891727
€9 = 5

N3 = 18723651913532093571887595276360418040702886847229097549396021601250552637843877
ey = 3

Man faktorisiere mindestens zwei der N;’s.






KAPITEL 4

Periodische Kettenbriiche und reellquadratische Zahlen

1. Quadratische Zahlkérper
Sei d € Z keine Quadratzahl, also

de{—1,+2 43, —4, 45 +6,+7,+8 -9, +10,...}.

Dann ist
K={z+yVd:z,y€Q}

mit den Rechenregeln

(1 + yl\/g) + (22 + y2\/3) = (z14+22)+ @+ y2)\/aa
(:E1 + y1\/a) . (2152 + yQ\/E) = (:131:172 + dy1y2) + (a:lyg + y1£152)\/8,
1 _ T Y
Hyvd 22— dy? x2—dy2\/(_l

ein Korper, der sogenannte quadratische Zahlkorper Q(v/d). Im Fall d > 0 nennt man Q(v/d) reellqua-
dratisch, im Fall d < 0 imagindrquadratisch.

Ist d' = m?d, so liefert
QW) - Q(Vd), z+yJVd v~ z+ymVd

einen Korperisomorphismus, d.h. man kann Q(v/d') mit Q(+/d) identifizieren und sich daher auf qua-
dratfreie d € Z beschrinken, also

de {—1,+2,+3, 45 +6, +7,+10,...}.

Im reellquadratischen Fall kann man Q(\/E) als Teilkorper von R betrachten. In diesem Fall wihlen wir
immer die positive Quadratwurzel. Entsprechend werden wir vm?2d immer mit |m|\/8 identifizieren.

Ein nichttrivialer Kérperautomorphismus von Q(\/E) wird durch
(z+yVd) =z —yVd
gegeben und als Konjugation bezeichnet. Weiter werden Spur und Norm durch
Sp(a) =a+a’ und N(a)=ad
definiert. Daher ist die Spur additiv, die Norm multiplikativ. Aus
Sp(z +yVd) =2¢ und N(z + yVd) = 2> — dy?

sieht man, daf} Spur und Norm Werte in Q haben.

Version vom 9.2.2002
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2. Periodische Kettenbriiche

Wir nennen die Kettenbruchentwicklung einer reellen Zahl « rein periodisch, wenn fiir eine natiirliche
Zahl k gilt

O = [UQy ULy v ey Uf2y U1y Uy Uy e ey Uh—2y Ul 1y Uy Uy -+ oy U2y Uf—1 5+ - |

und schreiben dafiir auch

o = [Uo, Ut, -, Uk—2, Uk —1]-
Die Kettenbruchentwicklung wird periodisch genannt, wenn mit den Bezeichnungen von eben gilt
a = [Uo,ul, ey Up 1, Upy e aur+k71]-

Ug, U1, - .., Up—1 ist dann die Vorperiode der Lénge r, @, ..., u,+r_1 ist die Periode der Lénge k.

SATZ. Hat die reelle Zahl a die periodische Kettenbruchentwicklung
a = [UOaula ey Up 1, Upy e aur+k71]7
so ist a reellquadratisch.
Beweis: Wir betrachten zunichst den Fall, dafl die Kettenbruchentwicklung rein periodisch ist:

a = [Uo, ce ,uk_l].
Sind % wie tiblich die zugehorigen Niaherungsbriiche, so gilt

QPg—1 + Pr—2
a = [ug, ..., up—1,0] = ———————

Q-1 + qr—2
also

Gk—107 + (qr—2 — pr—1)a — pg—2 = 0.

« kann nicht rational sein, da die Kettenbruchentwicklung von o unendlich ist, also ist « reellquadratisch,
was die Behauptung in diesem Fall beweist.
Im allgemeinen ist

a = [Uo,’ul, ey Up—1, Upy - ,ur+k_1].
Dann ist nach der eben gezeigten Behauptung

B = [uTa v auf‘+k*1]
reellquadratisch und wegen
o= [UIO w1 U1 B] _ BPr—1 + pr—2
) ) ) r—1s /quil + q,r.72

ist o € Q(f), also auch reellquadratisch, da es nicht rational sein kann. B

Beispiel: Der einfachste Fall einer periodischen Kettenbruchentwicklung ist der Fall
a=[m]=[m,m,m,...|
mit einer natiirlichen Zahl m. Dann ist also a = m + %, was wegen a > 0
m + \/m2—+4
2
ergibt. Fiir m = 1,2, 3,4, 5,6 erhilt man explizit

145 3+ /13 5+ /29
+2f, 1+ 2, %_ 2+ /5, %\/_ 3 +/10.

Beispiel: Wir betrachten den Fall

1
a:[a,b]:a-l-—1

b+ —
«

mit natiirlichen Zahlen a # b. Dann ist a + aba — ba® = 0 und damit (wegen o > 1)

ab + Va2b? + 4ab
2b )
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Ein paar explizite Beispiele:

a 1 2 1 3 1 2 3 4
b 2 1 3 1 4 3 2 1
[a,b] 1+2\/§ 1_|_\/§ 3+%/ﬁ 3+%/27 1+2ﬂ 3+§/ﬁ 3+%/E 2+2\/§

Im folgenden wird (nach einigen Vorbereitungen) umgekehrt gezeigt werden, dafl jede reellquadratische
Zahl eine periodische Kettenbruchentwicklung besitzt.

3. Diskriminanten quadratischer Zahlen

Sei d € Z kein Quadrat und quadratfrei, K = Q(v/d) ein quadratischer Zahlkérper.

Fiir a = z + yvd € Q(Vd) \ Q definiert man ein Polynom f(t) durch
fO) = (t = a)(t — o) € QVAH]-
Zunichst ist f(a) = 0. Aus
ft) =t — (a+a)t+aa’ =t* — Sp(a)t + N(a) € Qt]

folgt, daBl f(¢) rationale Koeffizienten hat. f(t) ist das normierte Minimalpolynom von a.

Multipliziert man f(¢) mit dem gemeinsamen Nenner der Koeffizienten, so erhilt man ein Polynom
g(t) =at’> +bt+c¢ mit a,b,c€ Z,a>0,g¢gT(a,b,c)=1 und g(a)=0.
Das Polynom g(t) ist dadurch eindeutig bestimmt. Die Grofie
D(a) = b* — 4ac

heifit die Diskriminante von c.

Beispiele:
(1) Das Minimalpolynom von v/d ist 2 — d, also D(v/d) = 4d.
(2) Ist d = 1 mod 4, so ist das Minimalpolynom von ”T*/E
1 d 1-d
f) =0~ +2f)(t— 1—Vd2) =1 —t+ —
ganzzahlig, also folgt D(1+2\/3) =1-4-134 =4, also
1 d
ptYdy
2
(3) Die kleinsten reellquadratischen Diskriminanten sind also 5, 8, 12, 13, ..., zugehorige Elemente
beispielsweise
1 5 1++/13
pAtY5) s pva=s DA =12, DAY s

2

LEMMA. Jede quadratische Zahl o mit Diskriminante D lGfit sich in der Form

b D
a= +2;/_ mit  4a|D — b*( oder D = b* — 4ac)
schreiben. (Dabei ist ggT(a,b,c) = 1.) Die Darstellung ist eindeutig. Ist umgekehrt
b D
o= +vD mit D = b*> — 4ac und ggT(a,b,c) =1,

2a
so hat o Diskriminante D.
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Beweis: Sei Aa®+ Ba+C = 0mit A, B,C € Z und ggT(A4, B,C) = 1. Dann ist D = B2 —4AC. Es folgt

_B+vD . _-B-VD_B+VD
B 24 24 2(-A4)7
die Wahl von (a,b) = (A,—B) bzw. (a,b) = (B,—A) hefert dann dle Existenz einer gewiinschten Dar-

%ﬁ = b+‘/_ folgt, 2 2 = 25 und 5~ = 215, was natiirlich sofort a = a

stellung. Zur Eindeutigkeit: Aus

und b = b liefert.
Sei jetzt umgekehrt

b++vD
a= +2a mit D = b? — 4ac und ggT(a,b,c) = 1.
Dann ist
, b , V=D dac ¢
at+a =—, o = ——5— = —5 = —,

a 4a? 4a? a
also geniigt o der Gleichung at? — bt + ¢ = 0. Wegen ggT(a,b,c) = 1 ist die Diskriminante D = b* — 4ac,
wie behauptet. ®

Beispiele: o« habe Diskriminante D, d.h. a = % mit D = b?> — 4ac und ggT(a,b,c) = 1. Dann ist

_ b+VD
T
1 20 b-vVD 2ab-VD 200-vD b-vD -b+VD
o«  b+vD b-vD ¥-D dac - 2c 2(=¢)
Y - b=vVD _-b+VD
2a 2(—a) ’

also haben auch die angegebenen Zahlen Diskriminante D.

Das folgende Lemma zeigt, wie man obige Normalform algorithmisch erreichen kann (Maple-Funktion
qz-abD):
LEMMA. Sei o = q1 + g2/d gegeben mit ¢i,q2 € Q, go # 0. Schreibt man
b
2¢1 = —, ¢} —dgi =—- mit ggT(a,b,c)=1 und ag >0,
a

(d.h. a ist bis auf das Vorzeichen der gemeinsame Nenner von 2q; und ¢? — dq3 ), so gilt

_b+VD
- 2a
Beweis: a geniigt der Gleichung o? — 2q1a + (¢7 — dg3) = 0, nach Konstruktion also auch der Gleichung
aa® — ba + ¢ = 0. Wegen ggT(a,b,c) = 1 folgt fiir die Diskriminante D(a) = b*> — 4ac. Mit der iiblichen
Formel erhélt man

_b+VD

20
nach Wahl von ags > 0 haben *é—aﬁ und ¢»V/d das gleiche Vorzeichen, also folgt o = b+2‘a/5, was gezeigt

werden sollte. ®

D = D(a) = b — 4ac, « gegT(a,b,c) =1.

LEMMA. K = Q(Vd) ein quadratischer Zahlkérper und d quadratfrei. Fiir die Diskriminante D(c) eines
Elements a € Q(Vd) \ Q gilt dann

D(a) =m?d mitm € N und D(a) =0 oder 1 mod 4.

Beweis: Mit den obigen Bezeichnungen gilt fa(a) = u\V/d, also D(a) = (2agz)?d. Wir setzen m = 2agy.
Da d quadratfrei vorausgesetzt war, folgt m € Z, nach Wahl von a also m € N und damit D(a) = m?d.
Sei nun a = b*‘ﬁ mit D = b? — 4ac und ggT(a,b,c) = 1. Gilt b = 0 mod 2, so folgt D(a) = 0 mod 4,
gilt b=1mod 2 so haben wir D(a) =1 mod 4. B
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4. Die Kettenbruchentwicklung reellquadratischer Zahlen

Fiir eine reellquadratische Zahl « definieren wir

1
p(O[) - o — LaJa
also ist .
a = |_aJ +m;

d.h. p(«) ist der Nachfolger in der Kettenbruchentwicklung von a.

LEMMA. « sei reellquadratisch mit Diskriminante D, also

b+ VD
a =

2a

mit D = b% — 4dac.

Definiert man (nacheinander)

u = l|al,

a = —au®+bu—oc,
b = 2au-— b,
¢ = -—a,

dann gilt D = b — 4ae,

und auch p(a) hat Diskriminante D.

Beweis: Die Beziehung D = b2 — 4G¢ rechnet man sofort nach. Damit gilt dann

_P-D_(0+VD)b-VD) _b+VD b-2au+vVD _b+VD
- dac 4a(—a) 2 2a 2

1 b+VD
a—u 24
folgt. Gilt ggT(a,b,c) = 1, so offensichtlich auch ggT(a,b,¢) = 1, d.h. auch p(«) hat Diskriminante D. B

(a_u)a

woraus

pla) =

Bemerkung: Man kann im Prinzip auf die Grolen ¢ und ¢ verzichten, denn es gilt

b = 2au-b,
_ D=V D1
“© T T T T4

Das Lemma liefert sofort ein Verfahren um die Kettenbruchentwicklung einer reellquadratischen Zahl zu
bestimmen:

SATZ. Sei a reellquadratisch mit Diskriminante D, o = b+2‘a/5, D = b? — 4ac. Definiert man ap = a,
ag = a, by = b, cg = ¢ und dann rekursiv

Ui = LalJ )
2
aiv1 = —a;u; + bju; — ¢,
bir1 = 2a;u; — by,
Ciy1 = —ag,
bit1 +vD
Qi1 = — o,
2a;41

so erhdlt man die Kettenbruchentwicklung von o:

@ = [Ug, U1, U2, -, Un, Qpy1] = [Uo, U1, Us, ... ].
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Dabei kann man folgende Beziehung benutzen:

I

b+\/5J_{L%J fiir a > 0,
2a B

Beweis: Zusammen mit obigem Lemma sieht man, daf§ die GréBen so definiert sind, dafl gilt

_bi+\/5

a 2%, ui = loi], o =u;+

)
Qjt1

was die behauptete Kettenbruchentwicklung liefert.
Sei u € Z. Fiir a > 0 haben wir die Aquivalenzen

b++vD b+ |vD
u < +2 < 20u—-b<VvD <+ 2au-b<|VD|] <= u< +2L J,
a a
woraus die Behauptung folgt. Fiir a < 0 ergibt
b++vD b+ [vVD
u < +2 < 20u—-b>VvD <= 2au-b>[VD] <= u< +2[ 1
a a

die Behauptung. ®

Bemerkung: Obige Vorgehensweise haben wir in der Maple-Funktion kbe_uvwd_tex benutzt, die die
Kettenbruchentwicklung von %‘/& bestimmt. Mit kbe_uvwd_tex wurden die folgenden Beispiele erstellt.

Beispiel: /19 hat Diskriminante 76.

i a;|b;| ¢ ; u; | oy a;

0[1]0[-19] V19 |4 [4.359]-4.359
1[3]8]-1| 19 | 2[2786| -.120
205 4] -3] 2212 |1 1272 -472
3[2[6]-5] 3/ | 3]3679] -679
4|56 -2 349 |1 [1472] -272
51345 [ 2249 | 22120 -.786
61 |8[-3]4+19] 8 [8359] -.359
70308 -1] 12 |2 ]2786| -.120

Es ist ar = a1, also folgt ag = as etc. Die Kettenbruchentwicklung wird also

V10 =[4,2.1,3,1,2,3.
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Beispiel: 4 — 31/163 hat Diskriminante 5868. Wir bilden die Kettenbruchentwicklung;:

i la; | by | ¢ Qg U; a; o
0 [-1]-8]|1451[ 4—3V163 |-35 | -34.301 | 42.301
15478 1 | BHEVIG T4 | 1432 | 013
2 |23[30| -54 | DBEIG | o | 9317 | -1.013
3 |22(62]| -23 | £ | 3 | 3950 | -.332
4 |11]70] 22 | B43YIE | g | 6664 | -.300
5 46|62 ] -11 | 3LYIE | ¢ | 1507 | -159
6 |27[30] 46 | 5+VIG | | | 1974 | -863
7 |49 (24| 27 | 1283488 | ¢ | 1027 | -537
8 | 2 |74] 49 | 3TV | 37 | 37651 | -651
0 |49 |74| 2 | 3TBVAG [ ¢ | 1537 | 027
102724 49 | &V [ 1 | 13863 | -974
11]46 30| -27 | BE3VIGB [ 1 | 1359 | 507
1211 ]62] -46 | 33168 | 6 | 6300 | -.664
132270 -11 | 3#3Y168 | 3 | 3339 | _150
142362 -22 | 34316 [ 3 | 3013 | -317
151 |76] -23 [38+3V163 | 76 | 76.301 | -.301
162376 -1 | 338 [ 3 | 3317 | _013
1722 62| -23 | 3L43Y18 | 3 [ 3150 | -332

Nun ist @17 = a3, also ai74; = as4; fiir alle j > 0, die Kettenbruchentwicklung wird also periodisch:

4-3163 =[-35,1,2,3,6,1,1,1,37,1,1,1,6,3,3,76,3.

Schaut man sich das numerische Verhalten von (a;,a}) in den vorangegangenen Beispielen an, kommt
man auf folgende Feststellung:

LEMMA. Sei a reellquadratisch und o = [ug,u1, ..., un—1,ay] die Kettenbruchentwicklung. Dann gilt fir
alle hinreichend grofien n:
—-1<a, <0<1<ap.
Beweis: Nach Konstruktion der Kettenbruchentwicklung von « ist a,, > 1 fiir alle n > 1. Sind % wie
iiblich die Naherungsbriiche, so gilt:
AnPn—1 + Pn—2

a:[umula---;unflaan]: ——.

nfdn—1 + Gn—2

Losen wir dies nach «,, auf, so erhalten wir

Ubergang zu den Konjugierten ergibt

Wegen limg_, o0 % = o ist

Fiir hinreichend grofles n ist also
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Weiter rechnet man nach
q 1(a1+1)_(q 1—q 2):i
" " " " alqnfl — Pn—1 ’

also ) (1
ol £ 1= o —gna) +— D)
an—1 (g1 = dn-2) Gn—1(a’ — Z::i)]

=ad —aund g,—1 > n—1und ¢,—1 > gu—2 folgt, daBl die rechte Seite der

! Pn—1
- q:—l )

Gleichung fiir grofies n positiv ist, d.h. o/, + 1 > 0 und damit a!, > —1, wie behauptet. ®

Aus limy, o (a

DEFINITION. Ein reellquadratisches « heifit reduziert, falls gilt
—1<a <0und a>1.

Bemerkung: Das vorangegangene Lemma besagt also,daf} fiir alle hinreichend groflen n die reellquadra-
tische Zahl ay, = p™(«) reduziert ist.

LEMMA. Seia = b*‘%ﬁ mit D = b% — 4ac. Dann ist o« genau dann reduziert, wenn gilt:

1<b<vVD und VD-b<2a<VD+b.

Insbesondere muf dann gelten 1 < a < V/D.
Beweis: Wir nehmen an, da§ « reduziert ist, d.h. es gilt

b—VD b+ VD
-1< <0<1< .
2a 2a
Aus %ﬁ < %ﬁ folgt a > 0, da wir v/D > 0 voraussetzen. Multiplikation der Ungleichungskette mit
2a ergibt

—2a<b—VD<0<2a<b+VD.
Addition der Ungleichungen —2a < b—+/D und 2a < b+ /D liefert b > 0 und damit b > 1. Die restlichen
behaupteten Ungleichungen kann man nun sofort sehen.
Es gelte nun umgekehrt, 1§b<\/5und VD —b<2a <D +b. Wegenb<\/ﬁist0<\/5—b<2a,
also a > 1. Dann folgt aus 2a < VD + b sofort 1 < a. Aus v/D — b < 2a folgt —2a < b— +/D und damit
—1 < a'. Wegen b < /D gilt nun auch o/ < 0. Damit ist & reduziert. ®

FOLGERUNG. Fiir D € N ist die Menge

Red(D) = {a reellquadratisch mit Diskriminante D und reduziert} =
b D D -V
= {a= +2;/_ : 4a|b®> — D, ggT(a, b, o) =L1<h< VD,VD —b < 2a < VD + b}

der reduzierten reellquadratischen Zahlen mit Diskriminante D endlich.

Bemerkung: Die Ungleichungen des letzten Lemmas kann man auch folgendermafien ausdriicken:

D|-b+2 D|+b
1<b< VD], LW%J <ag LM%J-
Wir haben damit eine Maple-Funktion Red(D) geschrieben, die die reduzierten reellquadratischen Zahlen

mit Diskriminante D bestimmt.

Beispiele:
D | Red(D)
51 {152
8| {1+v2}

12 | {1+ V3, 155}
13 {3+5/ﬁ}

17 {1+\/ﬁ 3+V17 3+\/ﬁ}
12 0 4 0 2

20 | {2+ 5}

21 {3+%/ﬁ,3+%/ﬁ}
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LEMMA. Fir die Nachfolgerabbildung p und die Menge der reduzierten reellquadratischen Zahlen mit
Diskriminante D gilt:

(1) p(Red(D)) C Red(D).

(2) plred(p) : Red(D) — Red(D) ist bijektiv.

(3) Die Umkehrabbildung kann explizit angegeben werden: Fiir o € Red(D) gili:

1 1
-1 _
(PlReda(p)) ™ (@) = =1 — LEJ + P
Beweis:
(1) Sei a € Red(D). Dann hat auch p(a) = a_lw Diskriminante D. AuBerdem sieht man, daf
pla) > 1 gilt. Aus
1
r_
p(a) - ol — LaJ

und —1 < o' <0, |a] > 1 sieht man, daf auch —1 < p(a)’ < 0 gilt. Also folgt p(a) € Red(D).
(2) Wir zeigen, daf} die angegebene Abbildung injektiv ist. Seien also @ und g reduziert mit p(a) =
p(B). Dann ist

1 1
= pla) = p(B) = ma

a—|a]
also a — 8 = |a] — |B] € Z. Es folgt
o' = f'=la] - |B] € Z.
Da « und 8 reduziert sind, gilt —1 < o’ < 0 und 0 < —f' < 1, was durch Addition —1 <
o' — ' <1 ergibt. Wegen o' — 8’ € Z folgt o' = 8’ und damit natiirlich auch o = 8. Damit ist

die angegebene Abbildung injektiv, da Red(D) endlich ist, auch bijektiv.
(3) Sei o reduziert und v ein Vorgiinger in der Kettenbruchentwicklung, d.h. v = ¢+ < und ¢ = |7].

Dann gilt:
vy reduziert <= —-1<+'<0 und1l<¥y
1
— -1<c+—<0 und c2>1
a
1
< —l=c+|—] und c>1
a
1
< c=-1-|—] und c>1
a
1
@c:—l—[;].
Also ist
1 1

= 1—|—|+=
v La,J+a

reduziert und hat « als Nachfolger in der Kettenbruchentwicklung. m

SATZ. Die Kettenbruchentwicklung einer reellen Zahl o ist genau dann rein periodisch, wenn «a reellqua-
dratisch und reduziert ist.

Beweis:

(1) Gilt a = [up, ut,.--,Ur_1], S0 haben wir bereits gesehen, daf} o reellquadratisch ist. Aus
O = [Ugy ULy vy U1, Q] = [Upy .y Up—1,Upy .o, Up—1,0] = ...

folgt & = ay, = agy = .... Da fiir alle hinreichend groflen n die Zahl «,, reduziert ist, folgt, daf}
a selbst reduziert ist.

(2) Sei umgekehrt a reduziert und a = [ug,u1,...,Un—1,®y]. Dann ist a, = p"(a) € Red(D)
fiir alle n. Da die Menge Red(D) endlich ist, muf} es Indizes m > 0 und [ > 0 geben mit
p™(a) = p™*l(a), wobei wir I als minimal voraussetzen kénnen. Da p auf Red(D) bijektiv ist,
folgt a = p!(a) = oy und die Behauptung folgt. m



80 4. PERIODISCHE KETTENBRUCHE UND REELLQUADRATISCHE ZAHLEN

Ist a reellquadratisch, so haben wir gesehen, daf fiir groe n die Zahl «,, reduziert ist, also hat «,, eine
rein periodische Kettenbruchentwicklung. Damit folgt insgesamt:

FOLGERUNG. Genau die reellquadratischen Zahlen haben eine periodische Kettenbruchentwicklung.

Beispiel: Fiir die Diskriminante D = 101 gilt
9++v101 9+ v101 1+ V101

Red(101) ={ 5 , 0 10 1.
Die Kettenbruchentwicklungen sind
9++v101 9+ 4101 1+ /101
% :[97]—71]7 +T:[17179]7 +T:[17971]

Beispiel: Hier sind die reduzierten Elemente mit Diskriminante D = 148 zusammen mit ihrer Ketten-
bruchentwicklung:

6+V37 = [12],

D o,
!
S LA 2]
L (2!
LT g,
RATLINN )

LEMMA. Ist o reduziert mit Diskriminante D, so auch —5. Gilt

a=b+\/l_) mit D =b*— 4ac,
2a
so folgt
1 b+VD
o 2(—=c)

Beweis: Da a reduziert ist, gilt @ > 1 und —1 < o' < 0. Daher ergeben sich
1 1
a>1 = 0<—<1 = -1<-—=<0
« !

und L
-1<ad' <0 = 0<-ad<l = -—-—=>1,
(0%

also ist —<; wegen o’ = & reduziert. Nun haben wir

1 2 2a b+vD 2a(b+vVD b+VD

"o y—vVD —b+vD b+vVD  —dac 2(—c)

Die Behauptung folgt nun aus D = b*> — 4(—c)(—a). ®

SATZ. Ist a reduziert reellquadratisch mit der Kettenbruchentwicklung

a = [Uo,’ul, P ,U,k_Q,U,k_l],
so hat —ﬁ die Kettenbruchentwicklung

1
- = [kalaukfb---aulauo]'
a

!
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. Es

Beweis: Wir schreiben wie iiblich ap = a und rekursiv ;11 = p(a;). Dann ist also a; = u; +
folgt

Qi41

1
— =u; —a; und damit - =u+ —.
e 7RN} Q11 T al
Wir definieren fiir 0 <4 < k
1
Bi=———.
Qg
Nach dem Lemma ist §; reduziert. Es gilt
1 1 1 1
Bi=———=—5 =Up1—j+ ——7— =Up_1- + .
g, Q1411 —a Bit1

Dies liefert die Kettenbruchentwicklung

1 1
—— = —— = fo = [uk—1,B1] = [ur—1,ur—2,Bo] = [uk—1,up—2,ur—3, 03] = ...
« ak
1
= [up—1,Ur—2,-. -, u1, Bee1] = [Up—1,Uk—2, ., u1,u0, Bk] = [Uk—1, Uk—2, .., U1, U0, ——] =
g
1
= [U,k—l,uk_Q,...,ul’uo’_g],

was die Behauptung zeigt. B

5. Die Kettenbruchentwicklung von Vd

Sei d € N keine Quadratzahl. Wir wollen die Kettenbruchentwicklung von v/d bestimmen. Wir beginnen
mit einigen Beispielen:

Beispiele:
V2 =1,2] V3=11,1,2 V5 =2,4]
V6 =12,2,4] V7T =12,1,1,1,4] V8 =12,1,4]
V10 = [3,6] V11 = [3,3,6] V12 =[3,2,6]
V13 =[3,1,1,1,1,6] V14 =[3,1,2,1,6] V15 = [3,1,6]
V1T = [4,8] V18 = [4,4,8] V19 =[4,2,1,3,1,2,8|
V20 = [4,2,8] V2l =4, T 1,2, 1,18 V22 = [4,1,2,4,2,1,8|
V23 =[4,1,3,1,8] V24 = [4,1,8] V26 = [5,10]
V27 =[5,5,10] V28 = [5,3,2,3,10] V29 =[5,2,1,1,2,10]
V30 = [5,2,10] V31=1[5T11,3,5,3,1,1,100 V32=[5T,1,1,10|
V33 = [5,1,2,1,10] V34 =[5,T,4,1,10] V35 = [5,1,10]
V37 = [6,12] V38 = [6,6,12] V39 = [6,4,12]
V40 = [6,3,12] VAT =16,2,2,12] V42 = [6,2,12]
V43 =16,1,1,3,1,5,1,3,1,1, 17 Va4 =16,1,1,1,2,1,1,1,12] V45=16,1,2,2,2,1, 12|
V46 =16,1,3,1,1,2,6,2,1,1,3,1,12] V47 =16,1,5,1,12] V48 = [6,1,12]

Uberlegungen:
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e a = ay = V/d hat das Minimalpolynom t> — d, also ist die Diskriminante D = D(v/d) = 4d. Fiir

die Kettenbruchentwicklung haben wir rekursiv a; 11 = p(a;) mit o; = u; + ——. Wir schreiben

Qiq1’
b+ VD

24, mit D = b? — 4a;c;.

Wegen D = 4d folgt b; = 0 mod 2, also kdnnen wir schreiben b; = 2v; mit einem v; € Z. Damit

wird
v; + \/E

a;

. .2
P = mit  d=v; — a;c.

Wir betrachten die Rekursionsbedingungen

ui = oG],  ip1 = —aiuf +biug —c;,  biyr = 2au; — by, Cip1 = —a;
und
o bis1 +VD v +Vd
s 2(11' Ai+1 '
Wegen
4d = D = b7 — da;c; = 4(v} — aic;)
folgt
_d—vi,  d-vi,
Aj41 = = .
—Cit1 aj
Wir kénnen daher auf ¢; verzichten. Es bleiben die Rekursionsformeln
d—wvi, vip1 + Vd
U; = LOéiJ, Vit+1 = QiU — Vg, Q41 = —— >  Qip1 =
a; Aj41
ap ist wegen af, = —+v/d < —1 nicht reduziert. Aber ay ist wegen
1 1
ap=————— und o)

Vi — (V] T V- V)

und oy > 1 und —1 < o} < 0 offensichtlich reduziert. Daher wiederholt sich die Kettenbruch-
entwicklung, wenn man wieder auf oy stoft. Schreiben wir

@ = [U,O,U,l,UQ, s ,Uk],

so gilt also agp1 = a1. Da «; € Red(D), folgt mit der friiheren Formel (prea(p)) ™" (@) =

-1— 5]+
ar = (pred(p))” (@rt1) = (PrRea(p)) (1) = (pRed(D))l(m) =

= —-1-|-Vd-|Vd]|+(Vd—|Vd]) = -1— (-1 -2|Vd]) + Vd - |Vd] =
= |Vd] + Vd.
Insbesondere erhalten wir jetzt aus ag = v/d und oy, = |V/d] + V/d die Aussagen
w = |Vd] und up =2[Vd] = 2u.
Wir betrachten jetzt die Reduziertheitsbedingungen fiir o; = %:/E: Sie lauten

1<2u;< 2vd und 2Vd— 20; < 2a; < 2Vd + 2v;,
was gleichwertig mit
lgvi<\/(§ und \/c_i—vi<ai<\/a+vi

ist.

Man sieht an dieser Darstellung sofort, da die Bedingung a; = 1 zu 0 < v/d — v; < 1, also
v; = |V/d] und damit a; = |V/d] + V/d fiihrt. Das erste ¢ > 1 mit a; = 1 ist also unser gesuchtes
i=k.
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e «; hat die Kettenbruchentwicklung oy = [u7, 4z, - - -, ug)- Nach einem fritheren Lemma hat man
dann
1
—— = [Ug, Up—1, .-, 1)
1
Nun ist aber .
_OL_’ = L\/EJ + \/(_l = [2u0,u1,u2, I ,uk_l].
1

Also folgt wegen der Eindeutigkeit der Kettenbruchentwicklung

U = Ug—-1, U2 =1Ug-2, ..., Ug—1=UL.

Diese Uberlegungen fiihren zu folgendem Satz:

SATZ. Sei d € N keine Quadratzahl.

(1) Seiwvg =0, ap = 1. Rekursiv berechnet man

i d d— ’1)»2
= LML Vipr = ity — Vi, Qipp = L
a; a;
bis man ein i > 1 mit a; = 1 erhdlt. Dann setzt man k =i und uj, = 2|V/d|. Die Kettenbruch-
entwicklung von \/d ist nun
Vi = [Uo, Un, Wz, - - -, Ug)-
(2) FEs gilt
o = |Vd|, up=2uo=2\Vd] und u;=up_1, Us=up_2, ... Up_1=7U1.
(3) Fiir die Nachfolger in der Kettenbruchentwicklung von Vd erhilt man firi > 1
; i d
p’(\/c_l)zu_ mit 1<uv;<Vd und Vd—v;<a;<Vd+uv.
a;
(4) Fiir die Niherungsbriiche g—" von \Vd, die man rekursiv aus p_o =0, q_o =1, p_1=1,¢_1 =0
und
Pn+l = Unt1Pn + Pn—1, Qni+1 = Un+1Gn + Qn—1
berechnen kann, gilt
pn = dgy, = (=1)"ani1.
Beweis: Wir miissen nur noch die Aussage iiber die Ndherungsbriiche beweisen. Die allgemeinen Formeln
liefern

o} + Pn—
\/8 = [U'Oaula s 7Unaan+1] = M
On+1Gn + qn—1
Setzt man hier ay, 11 = 1’";171\/3 ein und macht dann Koeffizientenvergleich bzgl. v/d, so erhiilt man:

Pn = Unt+1qn + Qnt1Qn—1 und dg, = Un+1Pn + Gnt1Pn—1,
also

p?; - quQL = pn(vn+1qn + an+1Qn—1) - qn(vn+1pn + an—i—lpn—l) = Gn+1 (pnq'n—l - pn—lqn) =
e,

Ap41 (_
wie behauptet. ®

Bemerkung: Die Maple-Funktion kbe_wd bestimmt die Kettenbruchentwicklung von v/d. Damit wurden
die folgenden Beispiele gerechnet.

Beispiel: Fiir m € N ist die Kettenbruchentwicklung von vm?2 + 1

Vm? +1=[m,2m)].
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Beispiele: Im folgenden geben wir die Zahlen d < 500 an, deren Kettenbruchperiode > 30 ist:

[18,5,5,1,6,2,3,1,1,2,1,2,1,11,2,1,1,17,1,1,2,11, 1, 2,1, 2,1, 1, 3, 2,6, 1, 5, 5, 30
[19,2,7,3,2,2,6,12,1,4,1,1,1,3,4,19,4,3,1,1,1,4,1,12,6, 2, 2,3,7, 2,38
[20,T,1,13,5,1,3,1,2,1,1,1,2,9,1,7,3,3,2,2,3,3,7,1,9,2,1,1,1,2,1,3,1,5, 13, 1, 1,40
[20,1,7,2,1,1,1,13,3,2,2,5,1,1,4,10,4,1,1,5,2,2,3,13,1, 1,1, 2, 7, 1, 40]
[
[
[

21,3,3,1,13,2,3,2,1,1,4,6,1,7,1,1,1,20,1,1,1,7,1,6,4,1,1,2,3,2, 13, 1,3, 3,42
21,1,1,13,1,5,4,1,1,1,1,2,2,6,1,3,21,3,1,6,2,2,1,1,1,1,4,5,1,13, 1, 1, 47]
21,1,6,3,4,1,1,5,1,2,3,1,1,1,1,1,13,1,20,1,13,1,1,1,1,1,3,2,1,5,1, 1,4, 3,6, 1, 42]

=] ] ] ] W] W
| O W| N | W
Wl = O =] O] =

N
\]
0]
|

6. Die Pellsche Gleichung 2% — dy®> = 1

Sei d € N keine Quadratzahl. Bei der Pellschen Gleichung sucht man nach ganzzahligen Losungen der
Gleichung 2% — dy? = 1. Natiirlich hat man immer die Losungen (z,y) = (£1,0). AuBerdem ist mit
(z,y) auch (£, +y) eine Losung. Man kann sich daher auf die Suche nach Lésungen mit z > 0, y > 0
beschrénken.

Beispiele: Fiir die angegebenen d’s bestimmen wir alle Lésungen von 22 — dy? = 1 mit 1 < y < 1000
und z > 1. (Dazu 148t man y im angegebenen Bereich laufen und testet dann, ob 1 + dy? ein Quadrat



ist.)

6. DIE PELLSCHE GLEICHUNG 22 — dy®> =1

d| (z,y) mit 22 —dy? =1

21 (3,2), (17,12), (99,70), (577,408)
3| (2,1), (7,4), (26,15), (97,56), (362,209), (1351,780)
5| (9.4). (161,72)

6 | (5,2), (49,20), (485,198)

71 (8,3), (127,48), (2024,765)

81| (3,1), (17,6), (99,35), (577,204)
10 | (19,6), (721,228)

11 | (10,3), (199,60)

12 | (7,2), (97,28), (1351,390)

13 | (649,180)

14 | (15,4), (449,120)

15 | (4,1), (31,8), (244,63), (1921,496)
17 | (33,8), (2177,528)

18 | (17,4), (577,136)

19 | (170,39)

20 | (9,2), (161,36), (2889,646)

21 | (55,12)

22 | (197,42)

23 | (24,5), (1151,240)

24 | (5,1), (49,10), (485,99), (4801,980)
26 (51 10)

27 | (26,5), (1351,260)

28 | (127,24)

29
30 | (11,2), (241,44), (5291,966)
31| (1520,273)
32| (17,3), (577,102)
33| (23,4), (1057,184)
34 | (35.,6), (2449,420)
35 (6,1), (71,12), (846,143)
37 (73 12)
38 | (37,6), (2737,444)
39 | (25,4), (1249,200)
40 | (19,3), (721,114)
41 | (2049,320)
42 | (13,2), (337,52)
43 | (3482,531)
44 | (199,30)
45 | (161,24)
46
47 | (48,7), (4607,672)
48 | (7,1), (97,14), (1351,195)

50 | (99,14)

Es fallt auf, daf fiir d = 29 und d = 46 keine Losung gefunden wurde.

85

Wir wollen zunichst Kettenbriiche ins Spiel bringen, was mit Hilfe des folgenden Lemmas moglich ist.
Wir betrachten dabei die etwas allgemeinere Gleichung z? — dy? = +1.

LEMMA. Sind z,y € N mit 22 — dy? = +1, so gilt

Also ist £
y

T 1
d— 2| « —

ein Niherungsbruch in der Kettenbruchentwicklung von vd.
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Beuweis: Wir zeigen zunichst, daB 2y < z++v/dy gilt. Wir nehmen das Gegenteil an, also 2y > z++/dy, und
wollen einen Widerspruch herleiten. Nur die Fille d = 2 und d = 3 sind méglich. Dann folgt = < (2—v/d)y
und damit

2 —dy® < (2-Vd)’y? —dy® = (4 - Wd)y? < -y < -1,
was der Voraussetzung widerspricht. Also muB 2y < = + v/dy gelten.
Mit 1 = |22 — dy?| = |z — Vdy||z + V/dy| erhalten wir nun

1 1
vi-Z|= < = —,
| y| ylz+Vdy) v-2y 2y°

wie behauptet. ®

Damit kénnen wir jetzt folgenden Satz beweisen:
SATz. Die Kettenbruchentwicklung von \/d habe Periode k, d.h. \/d = [ug, @1, .-, Uz, % seien die
zugehorigen Niherungsbriiche. Sind x,y € N mit x2 — dy? = 1, so gibt es ein | > 1 mit

T =Pri-1, Y= Gqki-1-

Fiir das Vorzeichen bestimmt sich durch
Pizﬂ - dqu = (—1)kl-
Beweis: Das letzte Lemma zeigt, dafl % ein Niherungsbruch von v/d ist, d.h. es gibt ein n > 1 mit

T _ Pn-—1

= was wegen geT(z,y) = ggT(Pn—1,qn—1) = 1 sofort £ = p,_1 und y = ¢,,—1 liefert. Nun hatten
wir die Formel

n : n v, +Vd
Piy —dgi_, =(-1)"a, mit p"(Vd)=-"—""—.

Gnp
Also muf} a,, = 1 gelten. k war minimal > 1 mit ay = 1. Wegen der Periodizitit ar, = as, = ag, =--- =1
gibt es ein [ > 1 mit n = kl, was dann die Behauptung beweist. B

Algebraische Interpretation: Die Gleichung 2> — dy?> = +1 LiBt sich auch als N(z + yvd) = *+1
schreiben. Die Losungen stehen also in Bijektion zu den Elementen der Menge
P(d) = {z + yVd € Q) : 1,y € Z, Nz + yV/d) = +1}.

Die Menge P(d) ist nun sogar eine Untergruppe der multiplikativen Gruppe von Q(v/d), denn fiir z; +
y1Vd, zy + yo/d € P(d) gilt

73 + ysVd = (71 + y1Vd) (2 + y2Vd) = (2122 + dy1ys) + (2192 + 2251)Vd
und N(z3 + y3v/d) = N(z1 + y1Vd)N(z1 + y1vV/d) = +1, also z3 + y3v/d € P(d). AuBerdem ist fiir
z +yVd € P(d) wegen (z + yVd)(z — yv/d) = +1 das Inverse

1
i +(z — yVd) € P(d).

Beispiel: Fiir d = 30 fanden wir die Losungen (11,2), (241,44), (5291,966) der Pellschen Gleichung.
Nun findet man

(11+2v/30)% = 241+44v/30, (11+2v30)% = 52914966130, (11+2v/30)* = 116161+ 21208+/30,

LEMMA. Wir betrachten die Abbildung
(:P(d) >R, z+yVdw Injz+yVd|

(1) ¢ ist ein Gruppenhomomorphismus von P(d) in die additive Gruppe von R.
(2) Fiir den Kern gilt: Kern(¢) = {£+1}.
(3) Ist t(x 4+ yVd) >0, so gilt x,y > 1 oder —z,—y > 1.
Beweis:
(1) Die Gruppenhomomorphieeigenschaft folgt aus

laraz) = In|ajas| = Injar| + In|as| = £(ar) + l(as).
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(2) Fiir z 4+ yvd € P(d) gilt
z+yvdeKemn(l) <<= Inje+yVd =0 <= |z+yVd=1 <= z+yVd==I,

was Kern(¢) = {£1} zeigt.
(3) Aus l(z + yv/d) > 0 folgt |z + yv/d| > 1. Wegen 1 = |z — y\/d||z + yV/d| folgt |z — yV/d| < 1.
Daher konnen x und y nicht verschiedenes Vorzeichen haben. B

Mit diesen Vorbereitungen kénnen wir jetzt folgenden Satz beweisen:

SATz. Die Kettenbruchentwicklung von \/d habe Periode k, d.h. \/d = [ug, @1, .-, Uz, % seien die
zugehorigen Ndiherungsbriiche. Dann gilt

Pri—1 + qr—1Vd = (pr—1 + qe-1Vd)"
fiir alle I > 1.
Beweis:
(1) Offensichtlich ist (px_1,qr_1) die kleinste Losung der Gleichung 22 — dy? = +£1 mit z,y > 1.
(2) Wir betrachten / > 1 und setzen

u(l) = Upri—1 + qri—1v/d) and  m = (D).

Upk—1 + qr—1Vd)

Sei
Pri—1 + qri—1Vd
(Ph—1 + qr—1Vd)™

a:+y\/c_l=

Dann gilt
0 < Lz +yVd) < lpe—1 + qe—1Vd).

Wire u(l) # m, wire x + yV/d eine kleinere Losung als pr—1 + qx—1 V/d, was nicht sein kann.
Also ist u(l) € N.
(3) Wir haben also

Pri—1 + kaf1\/(§ = (pr—1 + Qkfl\/a)u(l)'

Da aber auch alle Potenzen von pi_1 +qr—1V/d als pgi—1 +qri—1 vV d auftreten, folgt sofort pu(l) =1,
was wir zeigen wollten. B

Damit erhalten wir schliellich folgenden Satz:

SATz. Die Kettenbruchentwicklung von \/d habe Periode k, d.h. \/d = [ug, W1, -, Uz, % seien die
zugehorigen Niherungsbriiche. Dann ist

(z.y) = (Pr—1,qe—1) im Fall k = 0 mod 2,
’ (Pi_, +dqi_,,2pk—1qk—1) im Fall k =1 mod 2.

die kleinste nichttriviale Losung der Pellschen Gleichung mit x,y > 1.

Beweis: Im Fall k = 0mod 2 ist p7 |, —dgi , = 1, also hat man eine Losung, im Fall £ = 1 mod 2 hat
man p;_; —dg;_, = —1 und berechnet damit

(Pio1 +dap_1)? — d2pe—1qk—1)* = (Pp_y —dai_1)* =1,

was alles zeigt. B

Bemerkung: Die Maple-Funktion pell(d) berechnet die oben angegebene Losung der Pellschen Glei-
chung.
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Beispiele: Wir geben einige d’s mit d < 500 an, fiir die die oben angegebene Losung grofl ausfillt.

d| (z,y)
39 | (9801,1820)
46 | (24335,3588)
53 | (66249,9100)
61 | (1766319049,226153980)
109 | (158070671986249,15140424455100)
181 | (2469645423824185801,183567298683461940)
277 | (159150073798980475849,9562401173878027020)
397 | (838721786045180184649,42094239791738433660)
409 | (25052977273092427986049,1238789998647218582160)
421 | (3879474045914926879468217167061449,189073995951839020880499780706260)

Beispiel: Sei (z4,74) die kleinste Losung der Pellschen Gleichung 22 — dy? = 1. In der folgenden Tabelle
sind jeweils alle d’s mit d < 100000 aufgelistet, bei denen x4 grofer als alle vorhergehenden ist.

1 1
d In Td lnrzli-x\d/g d In Td lnnd?v\jg

2 1.098612 | 1.120738 5581 | 333.194689 | .516983

5 2197225 | .610542 6301 | 352.606873 | .507755
10 2.944439 | .404377 6829 | 371.907675 | .509740
13 6.475433 | .700194 8269 | 390.332699 | .475871
29 9.190240 | .506812 8941 | 463.761565 | .539059
46 | 10.099671 | .388941 9949 | 486.702039 | .530077
53 | 11.101176 | .384068 12541 | 541.682384 | .512573
61 | 21.292164 | .663164 13381 | 588.193009 | .535155
109 | 32.694063 | .667510 16069 | 600.962312 | .489518
181 | 42.350606 | .605540 17341 | 639.918834 | .497853
277 | 46.516379 | .496958 24049 | 645.409898 | .412561
397 | 48.178411 | .404083 24229 | 696.618331 | .443310
409 | 51.575280 | .424070 25309 | 753.313438 | .467032
421 | 77.341008 | .623796 29269 | 759.171110 | .431481
541 | 84.203409 | .575234 30781 | 829.079969 | .457256
661 | 85.691664 | .513265 32341 | 905.264674 | .484764
1021 | 108.908245 | .491933 36061 | 910.360291 | .456874
1069 | 110.226925 | 483378 39901 | 1031.654752 | .487502
1381 | 149.583449 | .556691 40429 | 1037.913362 | .486642
1549 | 162.751796 | .562972 43261 | 1099.613858 | .495249
1621 | 174.534130 | .586540 56149 | 1173.758520 | .452959
2389 | 199.141836 | .523783 58909 | 1207.755225 | .453041
3061 | 239.586900 | .539517 60589 | 1273.930351 | .469989
3469 | 259.821988 | .541165 63781 | 1294.406524 | .463280
4621 | 285.391008 | .497524 74869 | 1378.013809 | .448719
4789 | 296.050801 | .504837 82021 | 1570.235560 | .484572
4909 | 306.439803 | .514624 92821 | 1666.981532 | .478345

7. Ubungen

Aufgabe 4.1: Ist a eine quadratische Zahl, a,b,c,d € Z mit ad — bc = £1 und
aa+b

p= ca+d’

so haben a und g die gleiche Diskriminante.

Aufgabe 4.2: Sei D eine reellquadratische Diskriminante.
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(1) Zeige fiir

b D D] -b D|+0b
S(D) = { +2fclsbs L@J,L%J +1<a< LM%J, = D mod 2}
a
die Abschétzung
1
#S(D) < 7(D + 2vD + 1)
und folgere aus Red(D) C S(D) die Abschétzung
1
#Red(D) < 2(D + 2vD +1).
(2) Untersuche #Red(D) experimentell.
Aufgabe 4.3: Sei D eine reellquadratische Diskriminante und
s(D) = Z a.
a€Red(D)
(1) Beweise die Abschétzung
s(D) < D.
(Hinweis: Fiir a = HQ‘O{E € Red(D) gilt a < ‘/75. Zu gegebenem a gibt es hchstens a reduzierte

a € Red(D) der Gestalt o = %)
(2) Untersuche s(S) experimentell.

(Insbesondere folgt dann auch #Red(D) < D.)

Aufgabe 4.4: Man untersuche experimentell, wie die Kettenbruchentwicklungen der Zahlen

\/m2-|-1, \/m2—1, \/m2-|-2, \/m2—2

aussehen und versuche, die entdeckten GesetzméBigkeiten zu beweisen.

Aufgabe 4.5: Wie sehen die reduzierten reellquadratischen Zahlen a = [ug, @1, - .-, Gr—1) aus, bei denen
die Periode [ug, u1,- .-, ur—_1] periodisch ist, d.h. wobei u; = ug_1—; gilt?

Aufgabe 4.6: Fiir ein Nichtquadrat d € N bezeichne £(d) die Periodenlinge der Kettenbruchentwicklung
von /d.
(1) Charakterisiere die d’s mit £(d) = 1.
(2) Charakterisiere die d’s mit £(d) = 2.
(3) Definiere eine Folge d; rekursiv wie folgt, wobei mit d; = 2 zu beginnen ist:
d; = min{d € N : d Nichtquadrat und £(d) > ¢(d;—1)}.

Berechne (dl, é(dl)), (d2, é(d2)), ceey (dlog, g(dlgo)).
(4) Versuche experimentell eine Vermutung aufzustellen, wie man £(d) nach oben abschiitzen kann.






KAPITEL 5

Faktorisierung mit Kettenbriichen (CFRAC)

1. Einfiihrung

Will man eine natiirliche Zahl N faktorisieren, geht man meist nach folgendem Schema vor:

(1) Teile aus N alle kleinen Primteiler heraus, z.B. alle Primteiler < 105.

(2) Teste mit einem Primzahltest, ob N zusammengesetzt oder wahrscheinlich prim ist, z.B. mit
einem Fermat-Test: Ist 2V~ # 1 mod N, so ist N zusammengesetzt, andernfalls wahrscheinlich
prim.

(3) Ist N zusammengesetzt, bestimme einen nichttrivialen Teiler von N, d.h. eine nichttriviale
Faktorisierung N = N; N, und beginne mit N; und N> von vorne mit 2.

(4) Ist N wahrscheinlich prim, beweise, dal N prim ist, oder gib dich zufrieden mit der Aussage,
daBB N ‘wahrscheinlich prim’ ist.

Wir interessieren uns hier fiir den 3. Punkt, der Bestimmung eines nichttrivialen Teilers einer (zusam-
mengesetzten) natiirlichen Zahl (ohne kleine Teiler). Dies ist ein schwieriges Problem.

Bemerkung: Ist z irgendeine ganze Zahl mit 1 <z < N — 1, so gilt
1<ggT(z,N) <N und ggT(z, N)|N.

Gilt ggT(z,N) > 1, so hat man also sofort einen nichttrivialen Teiler von N gefunden und man kann
aufhéren. Da man den ggT mit dem euklidischen Algorithmus sehr schnell berechnen kann, kann man in
den folgenden Anwendungen oft o.E. ggT(z, N) = 1 annehmen.

LEMMA. Sei N eine ungerade natiirliche Zahl.
(1) Sind x und y ganze Zahlen mit
geT(z,N) =ggT(y,N) =1 wund 2*=y?mod N,
so gilt
N =ggT(z +y,N)-ggT(z —y,N).
Auflerdem ist die Faktorisierung genau dann trivial, wenn x = +y mod N gilt, d.h.
{ggT(z +y,N),ggT(z —y,N)} ={1,N} <= z==xymodN.
(2) Ist N =pS'...pem mit r verschiedenen Primteilern p;, so gilt
#{(z,y) €Z/(N)* xZ/(N)* : 22 = y?> mod N und 1 < ggT(z +y,N) < N} 1 1
#{(z,y) € Z/(N)* x Z/(N)* : 22 = y> mod N} or—1”
Beweis: 1. Wegen ggT(2,N) =1, ggT(x, N) =1 und
geT(z +y,z —y,N) =gegT(x+y,22,N) =ggT(x +y,z,N) =1

sind die Zahlen ggT(z +y, N) und ggT(z — y, N) teilerfremd, so dal man nachfolgendes Produkt ausein-
anderziehen kann unter Verwendung von N|z? — y?:

N =ggT(2? —y*,N) = ggT((z + y)(z — y),N) = ggT(z + y, N)ggT(z — y, N).
Weiter gilt
ggT(x £y, N)=N <= Nljzty <<= z=FymodN.
Version vom 11.12.2001
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2. Die Menge
G={(z,y) € Z/(N)* x Z/(N)* : 2> = y* mod N}
wird mit komponentenweiser Multiplikation zu einer Gruppe, genauso wie
H={(z1,,2) € Z/(pr)* x -~ x Z/(p,)* : 2 = £1 mod pi}.
Mit dem chinesischen Restsatz sieht man, daf§

Y:G— H: (a:,y)H(gmodpl,...,gmodpr)

ein surjektiver Gruppenhomomorphismus ist. Nun gilt fiir (z,y) € G
r=xymod N <<= ¢Y((=,y) € {(1,...,1),(-1,...,-1)},
woraus sich folgende Gleichungen ergeben:
#{(z,y) € Z/(N)* x Z/(N)* : 2° = y*> mod N und ggT(z +y,N) € {I,N}}
H(0,0) € Z/(N) x Z](N)" : 4% = 42 mod N} -
#{(z,y) € Z/(N)* x Z/(N)* : 2*> =y”> mod N und z = £y mod N}
H(0.9) € Z/(N) X Z](N)" : 2% = 4 mod N} -
#o ' ({@,...,1),(=1,..., DY #HE..., D, (=1,..., =D} 2 1

#)—1(H) #H Tor T D

was die Behauptung beweist. (Dabei wurde benutzt, daf fiir surjektive Gruppenhomomorphismen alle
Urbilder ¢! (h) gleichmichtig sind.) m

Bemerkungen: Losungen der Kongruenz 22 = y? mod N liefern also Faktorisierungen von N. Das macht
folgenden Ansatz plausibel:

e Suche nach ‘zufilligen’ Losungen der Kongruenz
2> = y? mod N.
e Teste, ob
ggT(z +y,N) oder ggT(z—y,N)

nichttriviale Teiler von N sind.

e Findet man ‘zufillig’ Losungen der Gleichung 22 = y? mod N, so sollte (wegen des vorangegan-
genen Lemmas) in mindestens 50% der Fille ggT(z+y, N) oder ggT(z —y, N) ein nichttrivialer
Teiler sein.

Die Frage ist nun: Wie findet man 2 und y mit 22 = y? mod N?

2. Eine Idee zur Konstruktion von Kongruenzen z> =y mod N

Wir geben die grundlegende Idee zur Konstruktion von Kongruenzen z? = y2 mod N an:

(1) Wir wéhlen endlich viele (kleine) Primzahlen pq,po,...,pn—1 (und py = —1), die sogenannte
Faktorbasis.
(2) Wir suchen ganze Zahlen z; und y; mit

r? = y; mod N,
sodaf} die Primfaktorzerlegung von y; nur mit po, ..., p,—1 auskommt, d.h.
b
Y; = (—]_)bfJ plil ..... pn711
mit Zahlen bgy, by, ...,b,_1 € Ny. Neben z; und y; merkt man sich nur

¢; = (bp mod 2,by mod 2,...,b,_1 mod 2)

Dann ist also (mit ¢; = (¢i0, Ci1,y -+ -5 Cin—1))

Cin—1

yi = (=1)“Oopft - P, - Quadrat.
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(3) Wir nehmen jetzt an, da wir eine Anzahl von Relationen z?

Findet man jetzt Indizes i1, ...,1%;, so daf

= y; mod N gefunden haben.

Ciy +Cip + -+ c¢;;, =0 mod 2
gilt, so ist

; sy Cip1t-tei Ciy,n—1t+Cijn—
Vi, Uiy - - i, = (_1)0110+ +ci0 Py 11 | D 1,m—1 1 T Quadrat

n—1

ein Quadrat in Z, da der Exponent bei allen p;’s gerade ist. Also erhiilt man durch Aufmulti-
plizieren

(i ...25)* = (VVi, -~ -¥i,)”> mod N,
und wir probieren, ob
geT (@i @iy - .- xi) + /Uiy -- - Uiy, N)  oder  ggT(x;, iy - i — /Uiy - --Yi, N)

ein nichttrivialer Teiler von N ist.

Beispiel: Wir betrachten N = 7201970021 und wéihlen als Faktorbasis pg = —1, p1 = 2, p; = 5, p3 = 7.
Fiir die nachfolgenden z; und y; gilt acf =y; mod N.

xo = 1742268380 | yo = —42875 = —5% - 73 = —5- 7 - Quadrat co = (1
z, = 4108098645 | y; = —100 = —22 - 52 = —Quadrat ¢ = (1,
2 = 756791010 | y2 = 6860 = 22-5-7% =5 7- Quadrat e = (0,
C3 = (0
Cqp = (].

Y

[e»] Hew] Ren) Han] Naw]
O = O =
=G =
R g g T

r3 = 7201969971 | y3 = 2500 = 2% - 5 = Quadrat
T4 = 5378321218 | y4 = —87500 = —22 -5° -7 = —5- 7 - Quadrat

)

)

Aus 3 = 0 folgt, daBl y3 ein Quadrat ist, aber aus
ggT(zs + s, N) = N, ggT(zs —/ys,N) =1

erhélt man keinen nichttrivialen Teiler von N.
Nun ist ¢; + co + ¢4 = 0 mod 2, also ist y;y2y4 ein Quadrat, ndmlich y;y2ys = 2450002 = (22 - 5% . 72)2.
Mit
geT(z1x224 + /Y1y2ya, N) = 80021 und ggT(z12224 — /Y1y2Ya, N) = 90001
erhilt man die Faktorisierung N = 80021 - 90001.

Es stellen sich jetzt zwei Fragen:

(1) Wie findet man Relationen 2? = y; mod N, soda$ in der Primfaktorzerlegung von y; nur Prim-
zahlen der Faktorbasis vorkommen?

(2) Hat man eine Anzahl von gewiinschten Relationen z? = y; mod N, i = 0,...,r gefunden, wie
findet man Indizes i1, ...,%;, so daB y;, ...y;, ein Quadrat ist bzw. ¢;, +---+¢;, = 0 mod 2 gilt?

Wir behandeln zuerst die zweite Frage.

3. Etwas Lineare Algebra

Seien jetzt Kongruenzen z7 = y; mod N, 0 < i < r gegeben, soda$ in der Primfaktorzerlegung von y; nur
Primzahlen der Faktorbasis {pi,...,pn—1} vorkommen.

Wir betrachten Matrizen E = (e;;) mit einer Begleitmatrix W = (w;;), die die folgenden Bedingungen
erfiillen:

e E und W haben Eintréigen aus {0,1}.
e Die Matrix E hat Zeilenindizes von 0 bis m, Spaltenindizes von 0 bis n — 1, die Matrix W hat
Zeilenindizes von 0 bis m und Spaltenindizes von 0 bis r, also

€0 €01 --- €on-—1 Woo Wo1 ... Wor

€0 €11 --. €ein-1 wio W11 ... Wip
E = . . . und W =

€m0 €m1 .- Emn-1 Wmo Wmt .- Wmr
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e Fiir alle Zeilenindizes ¢ gilt:

IT vi= I v/ = (=D -pi-ps= - pio7" - Quadrat ().
0<j<r  0<j<r
w;ij=1

(Auf der linken Seite multipliziert man also alle y;’s auf, fiir die w;; = 1 gilt.)

Beispiel: Haben wir die Relationen 2? = y; mod N, 0 < i < 7 mit

yi = (=)0 . pfit ... pym 7t - Quadrat  mit ¢ € {0,1},
so setzen wir m =r,
Coo Co1 e Co,n—1 1 0 0
Cio C11 e Cl,n—1 0 1 0
E= . ) . und W =
Cro Cr1 e Crn—1 0 0 ... 1

Offensichtlich ist die Bedingung (x) an E und W erfiillt.

Die Matrizen E und W sind so konstruiert, dafl man sofort folgende Aussage erhélt:

FOLGERUNG. Ist eine Zeile (mit dem Index i) der Matrixz E identisch 0, so ist

H y; ein Quadrat, ( H z;)? = (

0<j<1 0<j<r
wij=1 W j=1
und
geT( H zj + H yi,N) und ggT( H zj—
0<j<r 0<j<r 0<j<r
Wmj=1 Wmj=1 Wmj=1

sind (eventuell triviale) Teiler von N.

Um Teiler von N zu finden, mufl man also nach Zeilen von E suchen, die identisch 0 sind. Hier hilft nun
das folgende Lemma wesentlich weiter:

LEMMA. Die Bedingung () an die Matrizen E und W bleibt erhalten, wenn man folgende elementare
Zeilenoperationen bei beiden Matrizen gleichzeitig durchfihrt:

o Vertauschen der Zeilen i1 und is.
e Addition (modulo 2) der Zeile iy zur Zeile io (mit i1 # i2).

Beweis: Sei also Indizes iy und iy gegeben. Die Bedingung (x) liefert dann

Hy;l/ilj = (=1)0 'piill _p;iﬂ e .p‘;’i'l"’l - Quadrat,
J
Hy;l/i2j = (=1)%a0 -piiZl _p;i22 e .p:i'l"’l - Quadrat.
J

Es ist klar, dal Zeilenvertauschung die Bedingung () nicht dndert. Durch Multiplikation der Gleichungen

erhilt man
Wiqj+Wisj . . eij1te; €i1,n—11F€ig,n—
v 13 27 _ (_l)elloJrezzo Py 11 2l 'pnl’l 1HCig,n—1 -Quadrat.
J

i H : €ipjteis; (eiyj+eiy;) mod 2
Da man quadratische Anteile von p; in das Quadrat stecken kann, kann man p ; durch p ;
ersetzen. Ist w;,; = wi,; = 1, so teilt y]2 die linke Seite, also auch die rechte. Daher kann man y]2 aus
(wi1j+wi2j) mod 2

durch y;

Wiy Wiy

dem Quadrat der rechten Seite herausteilen und somit y; ersetzen. Also
erhélt man

H y;wi1j+wi2j) mod 2 _ (_1)(ei10+6i20) mod 2 _p§6i11+ei21) mod2 p(eil'"_1+ei2'"_1) mod 2. Quadrat,

J
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was identisch mit

H yj = (_1)(ei10+€i20) mod 2 _ p§6i11+6i21) mod2 p;eill,nf1+ei2,n71) mod 2 Quadrat

0<j<r
(wi1j+wi2j) mod 2=1
ist. Diese Gleichung entspricht der Addition der Zeilen i; und i in den Matrizen E und W. Damit ist
also die Bedingung (x) erfiillt, wenn man eine Zeile zu einer anderen (modulo 2) addiert. ®

Bemerkungen:
(1) Mit den im Lemma beschriebenen elementaren Zeilenumformungen kann man die Matrix E auf
Zeilenstufenform (modulo 2) bringen. Eventuell vorhandene 0-Zeilen sind dabei unten zu finden.
(2) Die Matrix E hat m + 1 Zeilen (Indizes von 0 bis m) und n Spalten (Indizes von 0 bis n — 1).
Ist also m > n und ist F in Zeilenstufenform, so ist die letzte Zeile der Matrix E identisch 0
und man kann testen, ob sich damit ein nichttrivialer Teiler von N finden laft.

Wir skizzieren jetzt eine Moglichkeit, wie man neue Kongruenzen x? = y; mod N gleich in die Matrizen
E und W einarbeiten kann.

(1) Die aktuellen Matrizen sind jeweils

€0 €01 --- €on-1 Woo Wo1 -.-- Wor
€0 €11 ... €ei1n-1 wio W11 ... Wip

E = ) ) . und W = . . . )
€m0 €m1 .- Emn-1 Wmo Wmt .- Wmr

wobei E bereits Zeilenstufenform hat.

(2) Zu Beginn setzen wir m = —1, r = —1.

(3) Finden wir eine neue Kongruenz, so setzen wir m := m+1, r := r +1 und nennen die gefundene
Kongruenz z2 = y, mod N. Die noch nicht definierte Zeile m der Matrix E wird durch die

Exponenten e,,; € {0,1} aus der Gleichung
Yp = (_1)€m0 .piml ..... pi;i’lnfl . Quadrat

gegeben. Bei der um eine Spalte und eine Zeile vergroflerten Matrix W werden alle neuen
Eintriage 0 gesetzt, bis auf wy,, = 1. Also

€00 €1 .- €on-1 Woo wor ...  wop—1 0

€10 erl e €1,n-1 w10 w11 e wipy—1 0

E= . W= :
em—1,0 €m—1,1 --- Em_1np_1 Wm-1,0 Wm—11 --- Wm_ir—1 0

€mo €m1 . Em,n—1 0 0 . 0 1

(E und W erfiillen (x).)

(4) Wir bringen jetzt E durch gleichzeitige elementare Zeilenumformungen von E und W auf Zei-
lenstufenform (modulo 2), wobei wir wissen, daff die Zeilen ¢ mit 0 <14 < m — 1 bereits Zeilen-
stufenform haben.

Algorithmisch kann man dies so machen:
Beginne mit ¢ := 0 und j := 0. Fiihre den nachfolgenden Schritt aus, solange ¢ < m gilt, mit
folgender Fallunterscheidung;:
Fall e;; = 1 mod 2, e,,; =0 mod 2: Setzei:=¢+1und j:=j+ 1.
Fall ¢;; = 1 mod 2, ey,; = 1 mod 2: Addiere die i-te Zeile zur m-ten Zeile (in E und W),
setze dann 4 : =i+ 1und j := 75 + 1.
Fall e;; = 0 mod 2, e,,; = 1 mod 2: Vertausche die i-te Zeile mit der m-ten Zeile (in E und
W), setze dann i :=i + 1, j :=j + 1.
Fall e;; = 0 mod 2, e,,; = 0 mod 2: Setze j :=j + 1.
(5) Ist die letzte Zeile von E (mit dem Index m) identisch 0, so ist

II v

0<j<r
Wmj=1
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ein Quadrat und wir testen, ob

geT( I =i+ | I] vinN) oder ggT( [ ;-

0<j<r 0<j<r 0<j<r
Wmji=1 Wmj=1 Wmj=1

ein nichttrivialer Teiler von IV ist.
Haben wir einen nichttrivialen Teiler gefunden, beenden wir das Verfahren.
Im andern Fall setzen wir m := m — 1, d.h. wir streichen die letzte Zeile von E und W, da die
enthaltene Information nutzlos ist.
(6) Nun gehen wir zuriick zu Schritt 3.

Beispiel: Wir betrachten N = 30001600021 mit der Faktorbasis pg = =1, p1 = 2, p2 =3, p3 =5, ps = 7.
Nacheinander geben wir Kongruenzen z? = y; mod N an, die wie folgt verarbeitet werden:

e xy = 1732097, yo = 15309 = 3 - 7 - (Quadrat) liefert die Ausgangsmatrizen
E=(00 10 1)umdW=(1).
e z1 = 28258749633, y; = —5292 = —3 - (Quadrat) liefert nun
0 01 01 1 0
E_<1 01 0 0) “ndW_<0 1)
Zeilenvertauschung liefert

10100 0 1
E‘(oo 10 1>“ndW—<1 0

e zo = 13519593710, yo = —2268 = —7 - (Quadrat) liefert nun
1 01 00 01 0
E=]10 01 0 1 und W = 1 0 0
1 0 0 0 1 0 0 1
Die ersten beiden Zeilen werden zur letzten addiert:
1 01 00 01 0
E=|1 001 0 1 und W = 1 0 0
0 000 O 1 11

Die letzte Zeile von E ist 0. Daher erhilt man ein Quadrat: yoy1y» = 4286522,
geT(zoz122 + /Yoy1y2, N) = 30001600021, ggT(roz122 — /Yoy1y2, N) = 1.

Die Faktorisierung ist trivial. Daher entfernen wir die letzte Zeile von E und W':

10100 010
E‘(o 010 1>“ndW_<1 00)'

o 13 = 17777827814, y3 = 4116 = 3 - 7 - (Quadrat) liefert

101 00 01 00O
E=]1001 0 1 undW=1|1 0 0 0
001 01 0 0 01
Addition der beiden letzten Zeilen ergibt
101 00 0 1 00
E=(0 01 0 1 undW=1|1 0 0 0
0 00 0O 1 0 01

Daher ist yoys ein Quadrat, nimlich 79382. Wieder ist die zugehoérige Faktorisierung trivial.
Daher wird die letzte Zeile entfernt:

10100 0100
E‘<00101>“ndW_<1000>'
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e 1, = 19596918126, ys = —151263 = —7 - (Quadrat) liefert

1 01 00
FE = 0 01 01 und W =
1 0 0 0 1
Addition aller Zeilen zur letzten
1 01 00

0 010
0 0 0 O

1
0

(FTE)

0
1
0

0
1
1

O O =

—_— O =

o

0
0
0

o O

0
0
0

97

yoy1y4 = 35006582, Triviale Faktorisierung. Daher wird die letzte Zeile entfernt:

10100
0 01 01

(3020 maw-

x5 = 13558239728, y5; = —128625 = —3 - 5 - 7 - (Quadrat)

0
1
0

o O O

1 1 0 0
FE = 0 1 0 1 und W =
1 1 1 1

Addition der ersten zur letzten Zeile ergibt:

1 01 0 O
E={0 und W =
0

0 01
0 1 1

0
1

1
0 0

e = 1444310552, yg = —500 = —5 - (Quadrat) liefert
1 01 00 0
0 01 01 1
E=1000 11 |mW=],
10010 0
Addition aller Zeilen zur letzten liefert:
1 01 00 0
0 01 01 1
E=1000 11 |mdW=],
000 0O 1

O = O -

—_O

0

1
0
0

[y

OO OO

OO OO

o

o

OO OO

OO OO

o

o

o O OO

o O OO

o

o O

01 0 0O
10 0 0 0

O = OO

—_—_—0 O

).

o

o
N——— N———

= o OO

_ o O O

Die letzte Zeile von F ist 0. Daher ist yoysys = 9922502, Allerdings liefert dies nur die triviale

Faktorisierung. Wir streichen die letzte Zeile:

1 01 00 0
E = und W = 1
0

0 01 01
0 0011

1
0
1

x7 = 20061265988, y7 = 165375 = 3 - 5 - (Quadrat) liefert

101 00 0 1
0 01 01 10
E=lo 0011 |mW=|y
001 10 0 0
Addition von Zeilen 2 und 3 zur letzten ergibt
101 00 0 1
001 01 10
E=lp9oo0 11 |™W=]g4
000 0O 11

o O O

o O O O

o O O

OO OO

OO OO

o O O

OO OO

OO OO

o O O

O = OO

= —_=0 O

= o O

0
0
0

) |

OO OO
_= o O O

OO OO
= O O O
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Die letzte Zeile von E ist 0. Daher ist yoyiysyr = 13127467502, Allerdings ergibt sich wieder
nur die triviale Faktorisierung. Wir streichen daher die letzte Zeile:

101 00 0100 0O0O0O O
E=10 01 01 undW=1[1 0 0 0 0 0 0 0 |.
0 0011 01000100
)

e xg3 = 10770303153, yg = 70875 =5 - 7 - (Quadrat) liefert
10100 010000000
0010 1 1 00000GO0T 00
E=lo o011 |™W=g1000100 0
00011 00000O0GOGO0 1
Addition der vorletzten zur letzten Zeile:
10100 010000000
0010 1 1 00000GO0TU 0O
E=lo o011 |™W=g1 0001000
0000 0 01000100 1

Die letzte Zeile von E ist 0. Daher ist yiysys = 69457502, Aber wieder erhiilt man nur die
triviale Faktorisierung. Wir entfernen die letzte Zeile:

10100 010000000
E=|l00101)|udw=([100000000
00011 010001000
o 29 = 30001599771, yo = 62500 = (Quadrat).
10100 010000O0U0D0DO0
00101 1000000O00 0
E=lo o011 |™W=Lg100010000]
0000 0 00000O0TO0TU 0O 1

Die letzte Zeile von E ist 0. Daher ist yo = 250%. Aber nur die triviale Faktorisierung.

1010 0 01.00000O0TO00O0
E=|00101|udW=|[1000000U0U00|.
00011 0100010000
o 210 = 16920901760, y10 = —55125 = —5 - (Quadrat) liefert
1010 0 01.00000O0TO0TO0 O
00101 10000O0O0GO0UO0TO0 O
E=lo o011 |™W=l451 000100000
10010 000000 OOGO0TGO0 1
Wir addieren alle Zeilen zur letzten und erhalten:
1010 0 01.00000O0TO0TO0O
00101 10000O0O0GO0UO0O0 O
E=lvo o011 |™W=l451 000100000
0000 O 10000100001

Die letzte Zeile von E ist 0. Also erhalten wir ein Quadrat: yoysy10 = 104186252

geT(zozs210 + /Yoysyro, N) = 100003 und  ggT(zozs5210 — /YoYsy10, N) = 300007,
was die Faktorisierung N = 100003 - 300007 liefert.

Bemerkungen:

(1) Bei der zuletzt beschriebenen Methode werden neugewonnene Kongruenzen z? = y; mod N

gleich in die Matrizen F und W eingefiigt, die Matrizen dann normalisiert und getestet, ob man
einen nichttrivialen Teiler findet.
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Hat man ein grofieres Problem und will man parallelisieren, wird man erst nach vielen Kongru-
enzen z7 = y; mod N suchen, was man unabhéngig auf vielen Rechner machen kann, schlieBlich
setzt man alles zusammen und erhilt grofle Matrizen E und W, die man dann zentral weiter-
verarbeitet.
Die beschriebene allgemeine Idee wird von verschiedenen Faktorisierungsmethoden benutzt, die
sich im wesentlichen dadurch unterscheiden, wie man an geeignete Relationen z? = y; mod N
kommt, so daf sich y; mit den Primzahlen der gew#hlten Faktorbasis faktorisieren 1483t:

e CFRAC (nach Morrison-Brillhart), das Kettenbriiche benutzt und weiter unten beschrieben

wird,

¢ QS (quadratic sieve) - quadratisches Sieb,

e MPQS (multiple polynomial quadratic sieve),

e NFS (number field sieve) - Zahlkérpersieb.

4. Das Morrision-Brillhart-Faktorisierungsverfahren CFRAC

Wir erinnern an die Kettenbruchentwicklung von v/d:

(1)

Sei vg = 0, ag = 1. Rekursiv berechnet man

v + |Vd
UiZLiz L JJ, Vi1 = QiU — Vi, Q41 =

2
d—vi,
a; a;

(exakte Division),

bis man ein i > 1 mit a; = 1 erhiilt. Dann setzt man k = i und u;, = 2|/d|. Die Kettenbruch-
entwicklung von v/d ist nun

Vd = [wo, UL, Uz, -+, Ukl

wobei gilt
Uy = L\/EJ, up = 2ug = 2[\/8J und  w| = Up_1, U2 = Ug—2, -..Uk—] = Ui
AuBlerdem hat man fiir ¢ > 1 die Abschéitzungen
ISUZ’<\/E und \/E—vi<ai<\/3+vi.
Fiir die N&herungsbriiche c% von Vd, die man rekursiv aus P_, = 0, Q_, = 1, P_; = 1,
Q-1 =0und
P =uiPi1 + Pica, Qi =uiQi—1+ Qi

berechnen kann, gilt

PE — dQ% = (—1)i+1ai+1.
Wihlt man d = N, so hat man P? — NQ? = (—1)"*1a;4; und damit

P? = (—1)"*'a;.; mod N mit der Abschiitzung 1 < a1 < 2VN.

Kommen also in a;1 nur Primzahlen der gewéhlten Faktorbasis vor, haben wir eine gesuchte
Kongruenz gefunden. Dies ergibt sofort das Faktorisierungsverfahren CFRAC von Morrision-
Brillhart.

Morrison-Brillhart-Faktorisierungsverfahren CFRAC: Sei N eine (ungerade zusammengesetzte)
natiirliche Zahl.

(1)

(2)

Sei
Po,=0, P1=1, v=0, a=1, d:=N, i:=0, m:=-1, r:=-—1.
Berechne
v; + |Vd d — v?
u; = LZTUJ: P; = (u;Pi—1 + Pi—g) mod N, w11 = a;u; —vi, Qiy1 = TfH,
Teste, ob sich a;y1 mit p1,pa,...,pp—1 vollstindig faktorisieren 148t. Wenn nein, gehe zu 4.

3)

Andernfalls fithrt man folgende Schritte aus:
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(a) Setze r :==r + 1 und m := m + 1. Dann hat man mit
z, =P und y,=(-1)"ai

eine Relation

2> =y, mod N.
Gilt ,

yr = (—1)bopl . pint
so erweitert man E (wie frither beschrieben) um eine Zeile e, und W um eine Zeile und
eine Spalte, indem man setzt
em = (bp mod 2,b; mod 2,...,b,—1 mod 2)
und
Wmr =1, Wy =0flir0<j<r, w;=0fir0<j<m.

(b) Durch gleichzeitige elementare Zeilenumformungen (modulo 2) von E und W bringt man
E auf Zeilenstufenform.
(c) Ist die letzte Zeile e, von E identisch 0, so ist

II v

0<j<r

Wi j=1
ein Quadrat und man testet, ob

geT( H xz; + H y;,N) oder ggT( H zj—

0<j<r 0<j<r 0<j<r
Wmji=1 Wmj=1 Wmj=1

ein nichttrivialer Teiler von N ist.
Hat man einen nichttrivialen Teiler gefunden, ist man fertig. Ansonsten streicht man die
letzte Zeile von E und W, d.h. man setzt m := m — 1.

(4) Setze i := i+ 1 und gehe 7u 2.

Bemerkung: Wir haben zum vorgestellten CFRAC-Faktorisierungsverfahren mehrere Programme ge-
schrieben, mit denen die nachfolgenden Beispiele erstellt wurden.



4. DAS MORRISION-BRILLHART-FAKTORISIERUNGSVERFAHREN CFRAC 101

Beispiel: Wir wollen N = 1622623 faktorisieren und wihlen als Faktorbasis —1,2,3,7,19. Wir beginnen
zunéchst mit der Kettenbruchentwicklung von VN:

up = 1273 Py, =1273 v = 1273 | a1 = 2094 (-1)ta; = —2-3-349

uy = 1 P1 = 1274 Vy = 821 as = 453 (—1)202 =3-151
uy =4 P, = 6369 v =991 | a3 = 1414 (—1)3a3 = —-2-7-101
uz = 1 Py = 7643 ve = 423 | ay = 1021 (—1)%as = 1021

ug =1 Py = 14012 | vs =598 | a5 = 1239 | (—1)°as = —3-7-59
us =1 P = 21655 vg = 641 ag = 978 (—1)%as =2-3-163
ug = 1 P; = 35667 | vy =337 | ar = 1543 (—1)7a; = —1543
uy =1 P; = 57322 vg = 1206 | ag = 109 (—1)8ag = 109
ug = 22 | Pg = 1296751 | vg = 1192 | ag = 1851 (—1)%ag = —3- 617
ug =1 Py = 1354073 | v1p =659 | a9 = 642 (-1)%a9=2-3-107
Ui = 3 P10 = 491101 V11 = 1267 aj; = 27 (—1)11a11 = —33 Xx
U1 = 94 P11 = 461500 V12 = 1271 12 = 266 (—1)12012 =2-7-19 *
U1 = 9 P12 = 1399355 V13 = 1123 ais = 1359 (—1)13a13 = —32 -151
U3 = 1 P13 = 238232 V14 = 236 a14 = 1153 (—1)14014 = 1153
U4 = 1 P14 = 14964 V15 = 917 a15 = 678 (—1)15a15 =-2-3-113

U5 = 3 P15 = 283124 Vg = 1117 16 = 553 (—1)16a16 =7-79
ug =4 | Pig = 1147460 | vy = 1095 | ay; = 766 (-D'"a;; = —2-383
U7 = 3 P17 = 480258 V18 = 1203 a1g = 229 (—1)18a13 =229

UuUig = 10 P18 = 1082171 V19 = 1087 19 = 1926 (—1)19019 =—-2- 32 -107
ug =1 | Pig = 1562429 | vag =839 | agg =477 (—1)*ay = 3%2-53
U20 = 4 P20 = 841395 V21 = 1069 as1 = 1006 (—1)21021 =-2-503

U1 = 2 P21 = 1622596 Voo = 943 a2 = 729 (—1)22022 = 36 *
U22 = 3 P22 = 841314 Vo3 = 1244 a23 = 103 (—1)23a23 = —103

Ug3 = 24 P23 = 720033 V24 = 1228 24 = 1113 (—1)24024 =3-7-53

U24 = 2 P24 = 658757 Vaoy = 998 25 = 563 (—1)25a25 = —563

Ug5 = 4 P25 = 109815 V26 = 1254 26 = 89 (—1)26026 =89

U26 = 28 P26 = 488331 Vor = 1238 a7 = 1011 (—1)27027 =-3-337

Uo7y = 2 P27 = 1086477 V2g = 784 o8 = 997 (—1)281128 =997

U28 = 2 ng = 1038662 Vo9 = 1210 29 = 159 (—1)29a29 =-3-53
Ug9 = 15 P29 = 440177 V30 = 1175 asp = 1522 (—1)30030 =2-761
Usp = 1 P30 = 1478839 V31 = 347 as1 = 987 (—1)31(131 =-3.-7-47
Uz = 1 P31 = 296393 V32 = 640 a3y = 1229 (—1)32032 = 1229
UuUz2 = 1 ng = 152609 V33 = 589 aszs = 1038 (—1)33a33 =-2-3-173
ugz =1 | P33 = 449002 | w3y = 449 | azq = 1369 (—1)**azq = 1369
U3z4 = 1 P34 = 601611 V3 = 920 ass = 567 (—1)35a35 = —34 -7 *
U3z = 3 P35 = 631212 V3 = 781 ase = 1786 (—1)36a36 =2-19-47
U3 = 1 P36 = 1232823 V37 = 1005 asy = 343 (—1)37a37 = —73 *
Us7r = 6 P37 = 1537658 V3g = 1053 asg = 1498 (—1)381138 =2-7-107
usg =1 | P3g = 1147858 | wgg =445 | aszg9 = 951 (—=1)*azg = —3- 317
U39 = 1 P39 = 1062893 V4o = 506 aq0 = 1437 (—1)40(140 =3-479
Ugo =1 | Pao = 588128 | vy =931 | ags =526 | (—1)Tay = —2-263
Ug1 = 4 P41 = 170159 Vgo = 1173 42 = 469 (—1)42a42 =7-67
Ugp =5 | Ppp = 1438923 [ vy3 = 1172 | ay43 = 531 (-D)Bay3 = —32-59
Ug3 = 4 P43 = 1057982 Vaq4 = 952 44 = 1349 (—1)44(144 =19-71
Ugq4 = 1 P44 = 874282 V45 = 397 45 = 1086 (—1)45a45 =-2-3-181
Ug5 = 1 P45 = 309641 Vi = 689 46 = 1057 (—1)46046 =7-151
uge =1 | Pyg = 1183923 | vyr = 368 | aqr = 1407 | (—=1)*ayy = —3-7-67
Ug7 = 1 P47 = 1493564 Vag = 1039 a48 = 386 (—1)48048 =2-193
Ugg = 5 P48 = 538628 Va9 = 891 49 = 2147 (—1)49a49 =-19-113
Ug9 = 1 P49 = 409569 Us0 = 1256 aso = 21 (—1)50050 =37 *
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Die Zeilen, bei denen sich a;y1 mit der Faktorbasis faktorisieren 1&8t, sind mit * gekennzeichnet. Sie
liefern iiber z, = P; mod N, y, = (—1)""ta;4, die folgenden Kongruenzen x2 = y,, mod N:

xo = 491101 | yo = —27=(—1) -3 - Quadrat | ¢ = (1,0,1,0,0)
x; = 461500 |y; =266=2-7-19 Quadrat |c¢; =(0,1,0,1,1)
x2 = 1622596 | y2 = 729 = Quadrat ¢y = (0,0,0,0,0)
x3 = 601611 | y3 = —567 = (—1) - 7- Quadrat | ¢3 = (1,0,0,1,0)
xy = 1232823 | y4 = —343 = (—1) - 7- Quadrat | ¢4 = (1,0,0,1,0)
x5 = 409569 | y5 =21 =3 7- Quadrat s = (0,0,1,1,0)

Dabei geben die Eintrige von ¢; die Exponenten modulo 2 von y; bzgl. pg, ...
Wir erstellen nun sukzessiv die Matrizen £ und W:

,Pa an.

e 22 = yo mod N fiihrt zu

E=(10100)

0100 10
1011) und W‘(o 1)'

und W:(l).

e 27 =y, mod N fiihrt zu

1
p=(

e 23 =y, mod N fiihrt zu

10100 1 00
E=101011 und W= 0 1 0
000 0O 0 01

Y2 ist also Quadrat, allerdings erh&lt man wegen

ggT(z2 + /y2, N) = N, ggT(zs —\/y2,N) =1

nur die triviale Faktorisierung. Also wird die letzte Zeile entfernt:

101 00 100
E‘<01011> und W‘<010>'
e 72 =y3 mod N liefert
101 00 10 00
E = 01 0 11 und W = 01 0 0 ].
100 10 0 0 01
Addition von Zeile 0 zu Zeile 2 ergibt Zeilenstufenform:
101 00 1 000
E = 01 0 11 und W = 01 0 0 ].
0 01 10 10 01

e 23 =ys mod N liefert

10100 10000
01011 0100 0
E=10o0110 md =199 01 0
10010 00001
Addition von Zeile 0 und Zeile 2 zu Zeile 3 liefert,
10100 10000
0101 1 0100 0
E=10o0110 md - W=19 401 0
00000 00011

o,

Also ist y3y4 ein Quadrat, un

ggT(i]Z3£U4 + /Y3Y4, N) =907,

tatsichlich findet man

ggT(i]Z3£U4 —\VY3Y4, N) = 1789,
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was die Faktorisierung N = 907 - 1789 liefert. (Natiirlich sieht man sofort, dal y> und ysy4
Quadrate sind, hitte diese Kandidaten also gleich ausprobieren kénnen. Wir wollten aber den
systematischen Weg wihlen.)

Frage: Wie sollte die Faktorbasis —1,py,pa, ..., pn—1 gewidhlt werden?

(1)
(2)

Wir starten immer mit pg = —1 und p; = 2.
Gesuchte Relationen erhalten wir aus der Kettenbruchgleichung

P? = NQ7 = (-1)"a;y41.

Ist p eine ungerade Primzahl mit p|a;;1, so folgt P? = NQ? mod p. Wegen ggT(P;, Qi) = 1 ist
Qi Z 0 mod p und damit

N = (g)2 mod p,

(3

d.h. N ist ein Quadrat modulo p. Dann gilt N = 0 mod p oder N # 0 mod p und damit (mit
dem kleinen Satz von Fermat)

p= P;
N = (a’)”’1 = 1 mod p.

i

Also sind nur solche Primzahlen p in der Faktorbasis sinnvoll, fiir die

N% = 0 oder 1 mod N

gilt, was sich schnell testen 148t. (In der Sprache des Legendre-Symbols: Nur ungerade Prim-
zahlen p mit (%) = 0 oder 1 sind sinnvoll.)

Wie grof} sollte man die Faktorbasis wihlen? — W#&hlt man die Faktorbasis sehr klein, findet
man vielleicht keine oder zu wenige Relationen. Wahlt man eine grofie Faktorbasis, so erhélt

man schneller Relationen, dafiir braucht man mehr Relationen, aulerdem werden die Matrizen
E und W grofler.

Um ein gewissen Gefiihl fiir das skizzierte Faktorisierungsverfahren zu gewinnen, haben wir einige Zahlen
faktorisiert und dabei ein Anzahltripel (n;, n,,n;) bestimmt. Dabei gilt:

n; ist die Anzahl der Gleichungen P? = (—1)i*'a;,; mod N, fiir die getestet wurde, ob sich

k3
a;+1 mit der Faktorbasis vollstindig faktorisieren 1a8t. .

e n, ist dabei die Anzahl der a;y;’s die sich vollstindig mit der Faktorbasis faktorisieren lassen.
e n; zihlt, wie oft tatsichlich ggT’s gebildet wurden um einen Teiler von N zu finden.

Beispiel: Die Tripel folgender Tabelle sind (n;,n,,n:), die Zahl n gibt die GroBe der Faktorbasis

{p07p17"

., Pn—1} an. Es wurden 20-stellige Zahlen N gewiihlt.

N n =10 n =50 n = 100 n = 200

48918721545363495263 | (108162,8,2) | (10521,54,9) | (5599,90,6 (4296,160,14)

)
39508907647178976011 | (512320,25,17) | (5552,45,2) (4022,91,4) (2875,140,6)
58455891741562488449 | (152789,19,10) | (5672,46,3) (3956,82,4) | (2920,160,10)

31521634445818659997 | (198050,15,7) | (6416,71,29) | (3824,103,19) | (3383,163,21)

18683756432742845551 | (107345,11,4) | (2280,52,9) | (966,54,2) (966,89,2)

17976491140236713597 | (678661,24,16) | (7776,53,8 (3061,89,7) (2844,144.8)

21562256780339489707 | (294757,17,9) 2408,49,5 (1801,81,3) (1556,132,6)

18158694282388471213 | (169919,13,5) 2346,34,3 (2346,59,6) (2346,122,7)

( )
( )
18376241448087408323 | (145966,10,2) | (5165,52,6) | (3365,98,19) | (2535,145,11)
( )
( )

30781405526327662231 | (41775,8,2) 2862,52,6 (1938,87,2) (1473,128,2)
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Die zugehorigen Faktorisierungen sind:

48918721545363495263 7519954963 - 6505188101
39508907647178976011 = 6582086519 - 6002489869
58455891741562488449 = 6894087209 - 8479134361
31521634445818659997 = 5221791149 6036555953
18683756432742845551 = 2080777241 -8979219911
17976491140236713597 = 2961404561 - 6070258477
21562256780339489707 = 2472337631 - 8721404597
18376241448087408323 = 6013929029 - 3055613287
18158694282388471213 = 6329051777 - 2869101869
30781405526327662231 = 8562969781 - 3594711451
Nun folgen 30-stellige Zahlen:

N n = 100 n = 300 n = 500 n = 700
664611256030932029991149705201 | (235909,93,1) | (84604,259,3) | (68468,409,2) | (61064,526,3)
256112604031810931418893914253 | (429712,95,2) | (126346,256,6) | (89849,371,1) | (82737,525,5)
136470722644397386869660777467 | (208067,96,2) | (71678,257,7) | (60271,388,3) | (52351,506,2)
142139171560267204905441854563 | (270623,94,3) | (105125,267,7) | (79216,400,8) | (65860,512,5)
163800353595967788634862839859 | (358740,94,2) | (105801,256,3) | (85305,395,5) | (73348,540,6)
282717497436976106174925433613 | (290780,98,5) | (88832,284,9) | (70243,417,4) | (58364,525,3)
121679999974103241606449716747 | (288266,98,3) | (93340,251,1) | (73058,383,3) | (68038,521,1)
566947825319448965440309861471 | (152414,97,3) | (56672,251,2) | (48273,372,4) | (43372,482,4)
344309275412326467725006433833 | (308122,93,1) | (116875,267,4) | (87144,410,3) | (77149,525,5)
603886949839961668745797442683 | (445198,99,5) | (126953,271,3) | (92662,428,3) | (80700,553,3)

mit den Faktorisierungen
664611256030932029991149705201 = 922537519955053 - 720416505188117
256112604031810931418893914253 = 413651631798463 - 619150474321331
136470722644397386869660777467 = 649586894087171 -210088479134377
142139171560267204905441854563 = 267005221791157 - 532346036555959
163800353595967788634862839859 = 686912080777243 - 238458979219913
282717497436976106174925433613 = 672982961404573 - 420096070258481
121679999974103241606449716747 = 721542472337627 - 168638721404561
566947825319448965440309861471 = 768896013929033 - 737353055613287
344309275412326467725006433833 = 503006329051757 - 684502869101869
603886949839961668745797442683 = 879070244946137 - 686960971903859

Fiir die praktische Umsetzung des Faktorisierungsverfahrens gibt es noch ein Problem:

Problem: Ist a eine natiirliche Zahl, sind py,...,pn—1 verschiedene Primzahlen, wie testet man, ob in
der Primfaktorzerlegung von a nur die Primzahlen pq, ..., p,—1 vorkommen?
Wir geben zwei einfache Ideen an:

(1) Man teilt p1,...,pn—1 solange aus a heraus, bis es nicht mehr geht:
e Setze a := a.
e Fiihre fiir i = 0,1,..

a:= 2.
pi

.,n — 1 folgenden Schritt durch: Solange a = 0 mod p; gilt, setze
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e Ist nun @ = 1, so liBt sich a mit pyq,...,p,—1 faktorisieren, andernfalls nicht.

(2) Hier wird der euklidische Algorithmus benutzt:
e Setze p:=pip2...-Pn_1, a4 := a.
e Fiihre folgenden Schritt aus, bis ggT(p,a) = 1 gilt: @ :=

@
i —egT(Pa)°
e Genau lafit sich a mit py,...,p,_1 faktorisieren, wenn a = 1 gilt.

Zugehorig haben wir zwei NTL-Funktionen cfrac_1 und cfrac_2, die sich nur in diesem Punkt unterschei-
den. Das folgende Beispiel testet die unterschiedliche Ausfiihrungsdauer.

Beispiel: Wir betrachten zwei 40-stellige Zahlen:

Ni = 1519466596648096389347287996048270032547 =
= 28629413651631798493 - 53073619150474321279,
Ny = 7080797465789288843625714765781141773623 =

= 58600008631982804471 - 120832703460127480513.

Die linke Tabelle gehort zu Ny, die rechte zu N». Die Abkiirzung 1 steht fiir die NTL-Funktion cfrac_1,
entsprechend 2 fiir cfrac_2.

n (ni,n.,ng) 1 2 n (ni,n,.,ny) 1 2
100 | (21672381,100,2) | 24:01 | 19:13 100 | (72112236,94,1) | 1:19:06 | 58:50
200 | (5972093,192,2) | 10:45 | 6:42 200 | (14734533,198,2) 26:22 | 15:01
300 | (3314744,286,2) | 8:33 | 4:37 300 | (7364765,291,3) 18:59 | 9:07
400 | (2215414,377,1) 7:22 | 3:44 400 | (4867012,387,5) 16:11 | 7:12
500 | (1886679,478,7) 7:43 | 3:47 500 | (3682568,470,1) 15:01 | 6:25
600 | (1619363,554,4) 7:53 | 3:49 600 | (3028868,552,1) 14:51 | 6:07
700 | (1396524,632,4) 7:56 | 3:50 700 | (2616327,648,1) 14:43 | 6:05
800 | (1261735,703,2) | 8:13| 3:59 800 | (2295969,733,1) 14:45 | 6:07
900 | (1171794,793,3) | 8:40| 4:16 900 | (2135317,820,1) 15:28 | 6:28

1000 | (1088360,883,2) | 9:05 | 4:34 1000 | (1969617,903,1) 15:58 | 6:47

Man sieht also, dal das Verfahren mit dem euklidischen Algorithmus deutlich schneller ist. Auflerdem
sieht man, daf} die Grofle der Faktorbasis eine entscheidende Rolle spielt.

Die Konsequenz aus dem vorangegangenen Beispiel ist, dal man zum Test, ob a vollstindig mit py, ..., pn—1
faktorisierbar ist, das Verfahren mit dem euklidischen Algorithmus wihlen sollte. (Dies entscheidet aller-
dings nichts iiber andere mogliche Varianten.) Zugehorig haben wir auch eine gmp-Funktion cfrac.

In den folgenden Beispielen geht es darum, die Faktorisierungszeiten mit cfrac_2 (NTL), cfrac (gmp) und
maple zu vergleichen.

Beispiel: Wir faktorisieren die folgenden 30-stelligen Zahlen.

N; = 664611256030932029991149705201 = 922537519955053 - 720416505188117
Ny = 256112604031810931418893914253 = 413651631798463 - 619150474321331
N3 = 136470722644397386869660777467 = 649586894087171 - 210088479134377
N, = 142139171560267204905441854563 = 267005221791157 - 532346036555959
N5 = 163800353595967788634862839859 = 686912080777243 - 238458979219913
Ng = 282717497436976106174925433613 = 672982961404573 - 420096070258481
N7 =121679999974103241606449716747 = 721542472337627 - 168638721404561
Ng = 566947825319448965440309861471 = 768896013929033 - 737353055613287
Ny = 344309275412326467725006433833 = 503006329051757 - 684502869101869
Nip = 603886949839961668745797442683 = 879070244946137 - 686960971903859
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N | (ng,npr,ne) (200) | ntl (200) | gmp (200) | (ni, ne,ne) (500) | gmp (500) | maple
N; | (113031,185,1) 9 sec 5 sec (68468,409,2) 12 sec 12 sec
Ny | (183583,182,1) 12 sec 7 sec (89849,371,1) 11 sec 18 sec
N3 (85128,184,5) 5 sec 3 sec (60271,388,3) 10 sec 10 sec
Ny | (128074,1734) 8 sec 5 sec (79216,400,8) 12 sec 14 sec
N5 | (147057,181,2) 9 sec 5 sec (85305,395,5) 11 sec 16 sec
Ng | (121898,184,6) 8 sec 4 sec (70243,417 4) 10 sec 14 sec
N; | (130955,179,3) 8 sec 5 sec (73058,383,3) 10 sec 14 sec
Ng (77142,184,5) 5 sec 3 sec (48273,372,4) 8 sec 9 sec
Ny | (158139,195,3) 12 sec 7 sec (87144,410,3) 13 sec 17 sec
Nio | (165103,182,1) 10 sec 6 sec (92662,428,3) 13 sec 17 sec
Beispiel: Wir withlen 40-stellige Zahlen und jeweils Faktorbasen mit 500 Elementen.
N; = 1350086321707056825250765608973898564467 = 75593922537519955067 - 17859720416505188201
Ny = 1519466596648096389347287996048270032547 = 28629413651631798493 - 53073619150474321279
N3 = 1707513580339062923321281171185248692343 = 89085450136582086547 - 19167143206002489869
N4 = 3956532120756724817517699591953697567011 = 48022267005221791141 - 82389532346036556071
N5 = 2326963771115019102594354802118339646347 = 35314686912080777273 - 65892238458979219939
Ng = 2790366198714605880794513850807178738109 = 51574672982961404581 - 54103420096070258489
N7 = 1975574883082025727337176585696992824241 = 60934721542472337649 - 32421168638721404609
Ng = 2222410355308101007289826166676784681749 = 38241768896013929021 - 58114737353055613369
Ny = 3330382117292342158330482530793062207939 = 91479053858562969827 - 36405952803594711457
Nyg = 4591187472301916420127487833401732786387 83272284729390500321 - 55134640381513175347
N | (ni,ne,ne) (500) | gmp (500) | maple
N; | (1776863,452,1) 2:40 6:16
N> | (1886679,478,7) 2:49 6:54
N3 | (4170342,471,2) 5:22 15:15
Ny | (1605421,455,1) 2:15 6:21
N5 | (2753458,461,2) 3:37 10:27
Ns | (2570465,459,1) 3:53 8:42
N7 | (1100754,452,2) 2:04 4:05
Ns | (1240503,455,2) 1:59 1:38
Ny | (2969850,456,1) 4:08 10:42
Nio | (1898833,480,8) 2:36 7:24

5. CFRAC mit Multiplikator

Morrison und Brillhart demonstrierten das CFRAC-Verfahren mit der Faktorisierung der 39-stelligen 7.

Fermatzahl

Fr = 22" + 1 = 340282366920938463463374607431768211457.

Starten wir unser Programm cfrac_ntl.c (mit der Funktione cfrac_2) mit einer Faktorbasis der Grofle
n = 500, so bricht es allerdings nach kurzer Zeit mit der Fehlermeldung ‘segmentation fault’ (Speicher-

probleme) ab. Wir schauen uns die erzeugten Relationen z7 = y; mod N an:

x[0]=18446744073709551616 y[0]=1
x[1]1=340282366920938463463374607431768211456 y[1]=1
x[2]=340282366920938463444927863358058659841 y[2]=1

x[3]1=1 y[3]=1

x[4]1=18446744073709551616 y[4]=1
x[56]=340282366920938463463374607431768211456 y[5]=1
x[6]1=340282366920938463444927863358058659841 y[6]=1
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x[7]1=1 y[7]1=1

x[8]1=18446744073709551616 y[8]=1

x[9]1=340282366920938463463374607431768211456 y[9]=1
x[10]=340282366920938463444927863358058659841 y[10]=1

x[11]=1 y[11]=1

Die Folge (x;,y;) scheint also periodisch mit Periode 4 zu sein. Wie ist das zu erkliren?

Die Zahl F; hat die Gestalt N = m? + 1 mit m = 22°. Fiir solche Zahlen gilt folgender (einfach zu
beweisender) Satz:

SaTz. Ist N =m? + 1, so gilt fiir die Kettenbruchentwicklung der Zahl \/N :
VN =[m,2m] mit m=|VN].
Mit den ﬁblichen Bezeichnungen p'(v/N) = ’H“F gilt v; = m, a; = 1 fiir alle ¢ > 1. Fiir die Ndherungs-

Po =m, Pr=2m’>+1, Paaj=-m, Psypaj=1, Piaj=m, Pspa;=-1,
Qoyaj =1+4j, Qiraj =2 +4j)m, Qora5=—-3+4j), Qz145=—-(4+4)m
fiir alle j > 0. Modulo N erhdlt man damit
Poysj=m, Py = m? mod N, Py = m? —m + 1 mod N, Pyyj=1modN  fir alle j > 0.

Anwendung: Was liefert P? = (—1)"*'a;;; mod N fiir N = m? + 1?
Wir haben immer a;+7 = 1 und unterscheiden nach P; mod N:
e i=0+4j: P
e i=1+4j: P

m hefert die Relation m? = —1 mod N.
m? = —1 mod N liefert (— ) = 1mod N.
e i=2+4j: P,=-m mod N liefert m? = —1 mod N.
e i =3+4j: P, =1mod N liefert 12 = 1 mod N.
Alle Relationen sind trivial, also kann man so sicher nichts fiir die Faktorisierung von N = m? + 1
gewinnen.

Wir wollen untersuchen, was man iiber die Losungen der Kongruenz z2 = y mod N sagen kann, wenn y
klein ist. Wir bemerken zuvor, daf sich jede ganze Zahl Z # 0 eindeutig schreiben 148t als Z = 22k mit k
quadratfrei und z > 1.

LEMMA. Gilt 22 = ymod N mit z >0, > # y und

1
schreibt man 22 =y + 22kN mit 2 > 1 und k quadmtfrei so ist k > 1 und es gilt
| v - _| < 2, 9.2

d.h. < kommt als Niherungsbruch in der Kettenbruchentwicklung von kN wvor. Schreibt man

P (VEN) = M,

a;

und sin

r=IP undy=10 (=1)"a;,.
Beweis: Wéare k < 0, wiirde folgen
1
P =y+2°kN =y —-22|k[N<y—-N< 5\/N—N<0,

ein Widerspruch. Da k = 0 wegen 22 # y ausgeschlossen ist, folgt £ > 1. Nun gilt

y=a>— 2% kN = (z + 2VEN)(z — 2VkN)
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und damit
VER_E| = o oVEN ooVt VRN Bt kNl
z z z|lz 4+ 2VEN| z2(x +2vVEN)  z(z+ 2VEkN) —
vyl o Iyl 1

<3

22VEN ~ 22N 222
insbesondere ist 7 Néherungsbruch in der Kettenbruchentwicklung von vkN, d.h. es gibt einen Index ¢
mit £ = Q , also z=1P;, 2=1Q; und [ > 1. Mit P? — kNQ? = (—1)"*la;, folgt

y =2 — 2°kN = I’P? — PQ?kN = I*(—1)"a;, 4,

was wir zeigen wollten. B

Uberlegungen: Sei N eine natiirliche Zahl, die faktorisiert werden soll.
(1) Wihle & > 1 (klein, quadratfrei) Bilde die Kettenbruchentwicklung von kN mit p'(vVEN) =

”i+a“,k und Naherungsbruchen . Dann gilt

kNQ2 (=)™ i
Modulo N folgt
P? = (-1)"'a;y; mod N,
wie im Fall £ = 1. Wir erhalten also wieder Relationen der gewiinschten Form.
(2) Ist p eine Primzahl mit p|a;41, so folgt wegen ggT(P;, Q);) = 1 auch ggT(p,@;) = 1 und damit
P;
(5,
Qi
d.h. kN ist ein Quadrat modulo p. Fiir die Faktorbasis sind also nur solche Primzahlen interes-
sant, fiir die (7) =0 oder (—) =1 gilt.

)2 = kN mod p,

Diese Uberlegungen liefern ein modifiziertes CFRAC-Faktorisierungsverfahren:

Das CFRAC-Faktorisierungsverfahren mit Multiplikator:

e Wihle eine (kleine) quadratfreie Zahl k > 1.
e Wihle eine Faktorbasis pg = —1, p1 = 2, p2, ..., Pn_1, so daf fiir 7+ > 2 die Zahl p; prim ist und

fiir das Legendre-Symbol gilt (’;—N) =0 oder (kp—N) =1.
e Wir bilden die Kettenbruchentwicklung von v kN mit den tiblichen Formeln
d:kN, P,QZO, Pflz]., ’UUZO, a():].

und fiir i > 0
v + |Vd d — v?
u; = LlTUJ, Py = (uiPim1 + Pims) mod N, vi1 = ajui — 03, Qi1 = #ﬂ
(3 (2
und testen jeweils, ob sich a;11 mit p1,pa,...,pn—1 vollstindig faktorisieren 148t. Wenn ja,

haben wir eine Relation
P? = (-1)""'a;;, mod N

gefunden.

Man muf also in dem friiheren Algorithmus nur die Auswahl der Faktorbasis von (%) # —1zu (%) #

—1 abéndern und dann bei der Kettenbruchentwicklung d = N durch d = kN ersetzen. Wir haben das
Programm die gmp-Funktion cfrac zu cfrac_mul erweitert und damit die folgenden Beispiele gerechnet.

Beispiel: Wir faktorisieren jetzt Fy = 22 + 1:
N = 340282366920938463463374607431768211457 = 59649589127497217 - 5704689200685129054721
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Wir wihlten jeweils eine Faktorbasis mit n = 500 Elementen und probierten verschiedene Multiplikatoren
k:

k | pp_1 | Dezimalstellen von H?:_ll i (s, np,ng) Zeit
2 | 7853 1687 (1769372,465,2) | 2:39
3 | 7451 1670 (1000383,461,1) | 1:27
5 | 7121 1665 (941872,464,6) | 1:35
6 | 8423 1704 (3776393,472,3) | 4:53
7 7841 1682 (2227529,461,2) | 2:59
10 | 7873 1685 (2400628,462,5) | 3:10
11 | 7573 1685 (2485791,472,2) | 3:36
13 [ 8731 1712 (3227417,461,5) | 4:56
14 | 8089 1691 (2019588,461,3) | 3:01
15 | 7723 1685 (2687375,469,2) | 3:31
17 | 7883 1693 (1158913,447,3) | 2:21
19 | 8233 1697 (2215997,452,1) | 2:57
21 | 7759 1684 (3114347,468,1) | 4:33
22 | 7673 1688 (2749267,479,1) | 3:43
23 | 7681 1686 (2445413,468,1) | 3:43
26 | 8243 1700 (2026951,454,1) | 3:05
29 | 7877 1697 (3492469,472,4) | 5:35
30 | 7687 1667 (1838438,462,1) | 2:27
257 | 8311 1696 (1619873,444,2) | 3:19

(Die Zahl p,_; und die Dezimalstellenzahl von H:.l;ll p; wurden angegeben, um eventuell eine Auswir-
kung auf die Rechenzeit zu sehen. Allerdings sieht man nichts.) Morrison und Brillhart wihlten den
Multiplikator k = 257.

6. The Early Abort Strategy

Betrachtet man die vorangegangenen Beispiele, so sieht man, da§ im Zahlentripel (n;,n,,n:) die Zahl
n; deutlich grofler ist als n,., d.h. in den meisten Fillen versucht man vergeblich in der Kongruenz
Pf = (—1)i+1ai+1 die Zahl a;11 mit den Elementen der Faktorbasis zu faktorisieren. Das kostet Zeit. Die
Frage ist daher, ob man eventuell schneller feststellen kann, ob a;41 mit py,...,p,—1 faktorisierbar ist
oder nicht.

Die Situation ist also, da} wir eine Zahl a;11 haben mit 1 < a;11 < 2/ N und testen wollen, ob sich a;41

allein mit der Faktorbasis py,...,p,_1 faktorisieren laf}t. Zerlegen wir
br b bn—1
Giyr =py' Py Py Gt

so ist also die Frage, ob a;11 =1 gilt.
Die ‘early abort strategy’ beantwortet diese Frage nicht, hilft aber praktisch, schnell solche a;;1’s weg-
zulassen, fiir die vielleicht a; 1 > 1 ist. Wir teilen auf

bn— ~
aipr = (7 p) - (1 PO - (Dhe - P ) - i

Pomerance und Wagstaff haben experimentiert und dann folgende Empfehlungen ausgesprochen (fiir
Zahlen N zwischen 10%° und 10°* mit n = 960):

e Man dividiert zunéchst die Potenzen von p1,...,p15 aus a;4+1 heraus. Gilt fiir den Rest
b b b bno1y -~ 1
Wi - 05 - (055 P i > 25 VR,
so testet man diese Zahl nicht weiter, sondern setzt ¢ := ¢ + 1 und fingt von vorne an.
e FErfiillt a; 1 die letzte Bedingung, so dividiert man die Potenzen von pig, ..., pgs heraus. Gilt
fiir den Rest )
b by — ~ /
(Do§ - Pp 1) " Qi1 > 3107 N,

so testet man nicht weiter, sondern setzt ¢ := ¢ + 1 und fingt von vorne an.
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e Besteht a;41 die vorangegangenen Tests, so teilt man alle Potenzen von pyg, ..., pnp—1 heraus,
erhilt also @;41, und testet, ob a;41 = 1 gilt.

Wir haben die frithreren NTL-Funktionen cfrac_1, cfrac_2 entsprechend zu cfrac_1_eas und cfrac_2_eas
abgewandelt und analog die gmp-Funktion cfrac zu cfrac_mul. Die folgenden Beispiele zeigen, daf} die
‘early abort strategy’ die Faktorisierung mit CFRAC deutlich beschleunigt.

Beispiele: Es wurden jeweils Faktorbasen mit n = 500 Elementen gewihlt und die Funktionen cfrac_1_eas
(NTL), cfrac2_eas (NTL) und cfrac_eas (gmp) benutzt.

N

(ni7 Ny, nt)

1

gmp

1350086321707056825250765608973898564467

2506079,444,2

1:50

2:03

1:06

1519466596648096389347287996048270032547

2647841,451,5

1:57

2:11

1:11

1707513580339062923321281171185248692343

6728726,453,1

4:04

4:51

2:15

3956532120756724817517699591953697567011

2397336,447,2

1:49

1:56

1:07

2326963771115019102594354802118339646347

3:04

3:30

1:44

2790366198714605880794513850807178738109

3950017,453 4

2:41

3:09

1:33

1975574883082025727337176585696992824241

1460538,439,1

1:12

1:24

0:46

2222410355308101007289826166676784681749

1506745,432,1

1:18

1:20

0:50

3330382117292342158330482530793062207939

(
(
(
(
(4840388,454,2
(
(
(
(

4176674,438,1

2:52

3:12

1:40

4591187472301916420127487833401732786387

e [ e | | | | | | | |

(2890094,453,2

2:05

2:16

1:15

In der folgenden Tabelle wurden Faktorbasen mit n = 1000 Elementen benutzt.

N

(nia Ny, nt)

1 2

1350086321707056825250765608973898564467

1785305,798,2

2:06 | 2:10

1519466596648096389347287996048270032547

1763330,808,1

2:07 | 2:10

1707513580339062923321281171185248692343

4294255,828.3

3:27 | 3:46

3956532120756724817517699591953697567011

1620892,790,2

2:01 | 2:00

2326963771115019102594354802118339646347

3105807,835,2

2:51 | 3:01

2790366198714605880794513850807178738109

2:33 | 2:44

1975574883082025727337176585696992824241

1017352,779,2

1:37 | 1:40

2222410355308101007289826166676784681749

1074757,798,3

1:43 | 1:38

3330382117292342158330482530793062207939

2763002,815,2

2:49 | 2:55

4591187472301916420127487833401732786387

1994981,823,6

2:19 | 2:20

[N | | | [ | —

(
(
(
(
(
(2540342,809,4
(
(
(
(

Bemerkung: Natiirlich kann es sein, daf§ durch die Pomerance-Wagstaff-Bedingungen Relationen P? =
(=1)"*'a;11 mod N ausgeschlossen werden, bei denen sich a;y1 doch mit der Faktorbasis faktorisieren
148t.

Beispiele: In der folgenden Tabelle bezeichnet n,,, die Anzahl der n, Relationen, die tatsichlich die
Pomerance-Wagstaff-Bedingungen erfiillen. (Faktorbasen mit n = 500 Elementen)

N (s, Ny, 1t) Npwh
1350086321707056825250765608973898564467 | (1776863,452,1) | 313
1519466596648096389347287996048270032547 | (1886679,478,7) | 313
1707513580339062923321281171185248692343 | (4170342,471,2) | 276
3956532120756724817517699591953697567011 | (1605421,455,1) | 300
2326963771115019102594354802118339646347 | (2753458,461,2) | 253
2790366198714605880794513850807178738109 | (2570465,459,1) | 297
1975574883082025727337176585696992824241 | (1100754,452,2) | 335
2222410355308101007289826166676784681749 | (1240503,455,2) | 353
3330382117292342158330482530793062207939 | (2969850,456,1) | 306
4591187472301916420127487833401732786387 | (1898833,480,8) | 296
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7. Large Prime Variation

Um Relationen 22 = y mod N zu erhalten, wo y sich multiplikativ aus Elementen der Faktorbasis
Po,P1,- - -, Pn_1 Zusammensetzt, betrachtet man PE = (—1)i+1ai+1 mod N und zerlegt a;41:
(D" a1 = ajy - @i,
bi bi bi,n—
a;'+1 = po’ Pt h

wobei ;11 keinen Primteiler < p,_; hat.
Gilt ;41 = 1, so hat man eine gewiinschte Relation.

Wir betrachten jetzt den Fall
1<di <p2_,.

Hier ist @;41 eine Primzahl, da sonst ein nichttrivialer Teiler < \/a;+1 < pp_1 existieren wiirde, was
ausgeschlossen ist.
Findet man jetzt i; # 4o mit

~ ~ ~ ~ 2
@iy 41 = Qipp1 - und 1 <@y 41 = Qi1 <Py

so ergibt sich mit p = @;, 41 = Gjy41

2 _ i1 =
Pi1 = (—1)“+ Ay +1 = ai1+1p mod N,
2 = i2+1 _ ~
P; = (-1)*"aj41 = a;,,;pmod N,
2 ~2
(Pilpiz) = a;1+1a;2+1 Y4 mod Na
P;, P;
(—=2)> = a} 410,41 mod N

Da sich aj, ,,aj,,, aus Elementen der Faktorbasis multiplikativ zusammensetzt, hat man wieder eine
gewiinschte Relation gefunden.

Will man diese Idee praktisch auswerten, mufl man die entsprechenden a;41’s speichern zusammen mit
P; und (—1)"*'a;,; und testen, ob Indizes i; # iy existieren mit @;, 41 = Gjp11-

Beispiel: Wir betrachten die 30-stellige Zahl N = 868719445232927625514336417981 und wihlen eine
Faktorbasis mit 100 Elementen:

-12357 193137 7179 89 97 107 109 113 131 137 139 151 167 173 179

181 199 211 223 229 233 241 251 257 263 269 283 293 317 347 349 353 359

367 373 383 421 439 463 487 503 521 523 541 547 563 569 587 593 601 613

617 619 661 673 677 701 727 733 739 757 797 809 839 853 859 863 877 883

887 929 937 953 967 977 991 997 1009 1013 1031 1033 1051 1069 1087 1091

1093 1151 1163 1171 1181 1193 1201 1213

Die Faktorisierung erhalten wir mit (n;, n,, n¢) = (252631, 92, 3) als N = 1313896666115183-661177905109907.
Wir sammeln dabei alle Kongruenzen P? = (—1)*'a; 1 mod N, bei denen a;y; nach Herausdividieren
der Elemente der Faktorbasis > 1 und < p?_, ist. Es gibt 3729 Fille. 846 davon treten mehrfach auf.
Aus der Fiille der Fille geben wir ein Beispiel: Fiir 43 = 140543 und i, = 55814 gilt

P, = 449473233177902922284905276464,
P, = 799089603778258432488761878660,
ai, 41 = 140292935830148 = 2% - 97 - 521 - 661 - 1049941,
aiyy1 = 1267203884209060 = 22 -5-7-109 - 139 - 569 - 1049941.

Nach Herausdividieren der Basisprimzahlen bleibt also bei a;,+1 und a;,+1 jeweils die Primzahl p =
1049941 iibrig. Aus den Relationen

P} =(-1)""'a;, sy mod N und P. = (-1)*"'a;,41 mod N
erhalten wir daher die Relation
(Pi1 P,
D

o _ (1) ay g (=1)F
) pz

P
27 mod N
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mit
P, P
% = 54255859623846205446252141383,
(=) a1 (D2 ai, 1

—161269599957470480 = —2* - 5. 7-97-109 - 139 - 521 - 569 - 661.

p?
8. Glatte Zahlen

Wir wollen ein paar heuristische Uberlegungen zum Funktionieren von CFRAC anstellen. Wird N mit
der Faktorbasis po,p1,...,pn—1 faktorisiert, so hatten wir dabei ein Zahlentripel (n;,n,,n:) angegeben.
Dabei zéhlt (mit den fritheren Bezeichnungen)

e n;, wie oft ein a;;; berechnet wurde,

e n,, wieviele der a;y1’s sich mit der Faktorbasis faktorisieren lassen,

e n;, wie oft versuchsweise ein ggT gebildet wurde um einen nichttrivialen Teiler von N zu finden.
Groflenordnungsméifig haben wir

n.~n und nga~1.

Fiir die Laufzeit ist die Anzahl n; wichtig, die angibt, wieviele Durchginge man braucht um geniigend
Relationen zu erhalten.
Eine auftretende Zahl a;;; ist dann interessant, wenn sich a;y; mit den Primzahlen der Faktorbasis
faktorisieren 148t, oder anders ausgedriickt, wenn alle Primteiler von a; 41 die Ungleichung < p,_; erfiillen.
Die Zahlen a;,; liegen zwischen 1 und 2v/N.

DEFINITION. Eine natiirliche Zahl n heift z-glatt, wenn fiir jeden Primteiler p von n gilt p < z, d.h.
in der Primfaktorzerlegung von n treten nur Primzahlen < z auf. Die Anzahl der z-glatten natiirlichen
Zahlen < z wird mit ¢(z, z) bezeichnet, also

Y(x,z) = #{n € N:n < z,n ist z-glatt}.

Beispiel: Was ist ¢(100, 10)? Die Menge der 10-glatten Zahlen < 100, d.h. der Zahlen, bei denen nur
2,3,5,7 in der Primfaktorzerlegung vorkommt, ist
{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 12,14, 15, 16, 18, 20, 21, 24, 25, 27, 28, 30, 32, 35, 36, 40, 42, 45, 48, 49, 50,
54, 56,60, 63,64, 70,72,75,80,81,84,90,96,98,100},
und damit (100, 10) = 46.

Heuristische Uberlegung (Riesel): Wir wollen die Anzahl ¢(z, z) der z-glatten Zahlen < z abschiitzen.
e Der sogenannte Primzahlsatz besagt, daf fiir die Primzahlzihlfunktion 7(n) = #{p < n} gilt
1
lim 7(n) - 20
n—o0 n

In diesem Umfeld hat man dann
Zlnp% z und w(z)x~ —.

In 2
p<z

e Fiir den Durchschnittswert von In p iiber alle Primzahlen p < z gilt also

ngz Inp N
m(z)  z/Inz

Inp = =Inz.

e Wir wollen jetzt die Anzahl der z-glatten Zahlen < x abschétzen. Ist [], p; eine z-glatte Zahl
~ x, wobei nicht alle p; verschieden sein miissen, so gilt also [[,p; = =, d.h. Y . Inp; ~ Inz.
Wegen Inp ~ In z erwarten wir ungefihr v = ﬁ‘l—’; Summanden.

e Eine z-glatte Zahl ~ z wird also ungefihr u = }’rll—z Primfaktoren haben. Aus 7(z) méglichen
Primzahlen muff man also u Stiick auswéihlen, so dal man erhilt

(@, 2) <7r(2)> _ 7(2)(m(z) = 1)...(7(2) — (u—1)) N ﬂ.(z)u

u u! u!



8. GLATTE ZAHLEN 113

e Die Stirlingsche Formel u! ~ ulnu — u liefert

1
Iny(z) =~ wlnm(z)—Inul (ulné) —(ulnu—u) = g(lnz—lnlnz) —ulnu+u=

= (nz—-—ulhu)+u(—Inlnz+1)~lnz —ulnwu.

Also

Y(z,z) ~ zu v

Wir werden diese Abschétzung weiter unten benutzen.

Es gibt verschiedene Sétze von Canfield/Erdos/Pomerance, die Aussagen iiber die Funktion v (z, z) ma-
chen. Wir erwéhnen einen derartigen Satz:

SATZ. Es gibt eine (absolute) Konstante C, so daf fir alle x,z mit z < z'/3 gilt:

1 Inlnw,,
>nr— — - .
Iny(z,z) >Inx —u (lnu+ (1+ lnu)(lnlnu 1)+ C( na ) )

Die Abschiitzung der heuristischen Uberlegung stimmt zumindest mit den ersten beiden Termen der
Abschitzung des Satzes iiberein.

Anwendung: Wir wihlen zufillig natiirliche Zahlen a; zwischen 1 und z. Die Wahrscheinlichkeit, dafl
a; z-glatt ist, ist dann
_Inx

~u Y=— mit u=-—.
T u Inz

Also kommt auf u* Zahlen a; eine z-glatte Zahl.

Beispiel: Wir wihlen z = 10*° und z = 1000 = 10%. Dann ist u = L‘l—;” = 10, also kommt ungefihr auf
1019 Zahlen eine 1000-glatte Zahl.

Anwendung: Beim CFRAC-Faktorisierungsverfahren zur Faktorisierung der natiirlichen Zahl N mit
Faktorbasis pg, p1, - - -, pn—1 werden Zahlen a; 1 mit 1 < a;41 < 2¢/N produziert. Interessant sind solche,
die p,—1-glatt sind. Wir nehmen an, dafl die Zahlenfolge a;,; einigermafien zufillig verteilt ist. Dann
kommen auf «* Zahlen a;41 eine, die p,_1-glatt ist, wobei

In2v/N
uw =

- lnpnfl

gilt. Da wir n, & n solcher Zahlen brauchen, erhalten wir

n; & ny - ut 2n-ut

Beispiel: Wir betrachten die 40-stellige Zahl
N = 1519466596648096389347287996048270032547

und eine Faktorbasis mit n = 500 Elementen. Dann ist psg9 = 7759.
Wir wahlen z = 2\/N, 2z = p4g9 und erhalten

uwr 511, wu" ~4211.42.

Alle 4211 stoft man also auf eine geeignete Zahl. Wir brauchen 500 Relationen, also brauchen wir 4211 -
500 = 2105500 Durchlidufe. Tatséichlich haben wir 1 886679 Durchliufe gebraucht.
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9. Ubungen

Aufgabe 5.1: Sei N eine ungerade zusammengesetzte natiirliche Zahl, z,y ganze Zahlen mit 22 =
y? mod N. Beweise oder widerlege die folgenden Implikationen:

gel(z—y,N)=1 = ggT(z+y)=N,
ggl(zr—y,N)=N = ggT(z+y)=1

Aufgabe 5.2: Wie testet man schnell, ob eine Zahl ein Quadrat ist oder nicht?

(1) Sind m und z natiirliche Zahlen, ist z ein Quadrat in Z, so ist £ auch ein Quadrat modulo m.
Man beschreibe (fiir festes m) ein Verfahren ‘isquadmodm’, das testet, ob z ein Quadrat modulo
m ist.

(2) Wie wahrscheinlich ist es, daf = ein Quadrat ist, wenn z den Test isquadmodm besteht?

(3) Man schreibe einen Test ‘isquad’, der testet, ob eine natiirliche Zahl ein Quadrat ist oder nicht
und eventuell die Quadratwurzel ausgibt. Man benutze als ersten Schritt die Funktion isquad-
modm und versuche durch Probieren ein geeignetes m zu finden.

Aufgabe 5.3: Sind c% die Niherungsbriiche der Kettenbruchentwicklung von /N und p(v/N) = ”t—‘/ﬁ,
so gilt

P? —NQ? = (1) a;,,.
Ist (—1)""'a; 41 ein Quadrat, d.h. (=1)*1a;.; = m?, so gilt P? = m? mod N und man kann untersuchen,
ob ggT(P; —m, N) oder ggT(P; + m, N) ein nichttrivialer Faktor von N ist. Man schreibe ein Programm
und vergleiche es mit CFRAC.

Aufgabe 5.4: Sei N = 72089009 und die Bezeichnungen aus Aufgabe 5.3: Bestimme die i’s, fiir die
(—=1)"*1a; ¢ ein Quadrat ist.

Aufgabe 5.5: Bestimme die Periodenlinge der Kettenbruchentwicklung von /80099001 - k fiir k£ =
1,2,3,....

Aufgabe 5.6: Seien g die Niherungsbriiche der Kettenbruchentwicklung von v/N. Untersuche das
Periodizitétsverhalten der Folge (P; mod N, @Q; mod N).

Aufgabe 5.7: Skizziere die Funktion z ~ ¢(10*, z) und vergleiche mit der angegebenen heuristischen
Abschétzung fiir ¢(z, 2).



KAPITEL 6

Endlich erzeugte Z-Moduln in quadratischen Zahlkérpern

1. Normalformen

Sei K = Q(V/d) ein quadratischer Zahlkérper, d € Z kein Quadrat, aber d nicht notwendig quadratfrei.
Ein endlich erzeugter Z-Modul in K ist eine Teilmenge der Gestalt

M =7Za) +Zas + -+ - + Za, = {miay + meas + - + mpa, € K :my,mo,...,m, € Z}

mit endlich vielen Zahlen ay,as,...,a,. € K, die ein Erzeugendensystem von M genannt werden. Offen-
sichtlich ist M bzgl. Addition eine abelsche Gruppe, also ein Z-Modul.

Ein Erzeugendensystem g, ..., a, eines endlich erzeugten Z-Moduls M ist nicht eindeutig bestimmt, so
kann man z.B. das Paar a;,a; durch o} = a;,0; = a; + ma; fiir jedes beliebige m € Z ersetzen, was
man sofort aus den Gleichungen

(%):(10)(%) und <ai>:<1 0><alli>
a; m 1 o Q;j -m 1 a;
ersieht.

Natiirlich kann man auch ein o; aus dem Erzeugendensystem weglassen, wenn es einen Index ¢ # j und
eine ganze Zahl m gibt mit a; = ma;.

Wir wollen jetzt eine Normalform fiir endlich erzeugte Z-Moduln in K = Q(+v/d) herleiten. Das folgende
Lemma erledigt dies konstruktiv:

LEMMA. Ein endlich erzeugter Z-Modul M C Q(V/d) sei durch ein Erzeugendensystem o, ... o, €
Q(V/d) gegeben.

Schreibt man

v; + w;vVd . )
a; = J firi=1,...,r mit v;,w; € Z,n € N,
n
berechnet man mit dem erweiterten euklidischen Algorithmus x1,...,x.,v,w € Z mit w > 0 und
w :ggT(wla"'awT) =T1w1 + - + TrWy, V=21V + -+ Ty,

setzt man
vi — v, falls w >0,
U; =
Vi, falls w =0
berechnet man
U= ggT(uh s 7u7“)a
ersetzt man im Fall u > 0 die Zahl v durch v mod u, so gilt
M=7-2+7- (% +2Va)
n n n
mit folgenden FEigenschaften:
(1) Istu #0, w#0, so ist

M=Z-247-C+2Vd) mit 0<2<2 und Z>o.
n n n n n n
(2) Istu #0, w =0, so ist
M=Z-% mit >0 wd 2=%=0.
n n n n
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(3) Istu =0, w#0, so ist
M=Z-C+%/a) mit >0 wad Y=o
non n
(4) Istu=0,w =0, so ist
M=0 und ==2=
n

Beweis: Wir berechnen

B =m0y + -+ Tr0y = (X zivy) + (X maw;)Vd _ v+w\/E-
n n

Dann ist auch ay,...,a,, 3 ein Erzeugendensystem von M.
Ist w = 0, setzen wir 8; = «;, im Fall w > 0 setzen wir
v +wivd  w;v+w/d Ui~ S _

Uj

w;
Bi=ai——f=
w

Nun ist auch fy,..., 8., 8 ein Erzeugendensystem von M. Mit dem erweiterten euklidischen Algorithmus
findet man yy,...,y, € Z mit u = yyuy + - - - + yru,. Wir setzen

a:y1a1+"'+yrar:y1U1+ +yrur:E.
n n

Natiirlich ist auch S, ..., 8., 3, a ein Erzeugendensystem von M. Nun sind aber die §;’s Vielfache von
a, also ist auch a, 8 ein Erzeugendensystem von M, was gezeigt werden sollte.
Wir betrachten die gewiinschten Eigenschaften.
Im Fall u,w # 0 ist nach Konstruktion w > 1 und 0 < v < u.
Im Fall u # 0, w = 0 gilt fiir alle Indizes w; = 0, also ist u; = v;, also gilt v; = 0 mod u und damit auch
v = 0 mod u, was aufgrund der Normierung v = 0 liefert.
Der Rest ist klar. B

n w n n n

Bemerkung: Betrachten wir mit den Bezeichnungen des Lemmas den von M aufgespannten Q-Vektorraum
QM in Q(V/d), so ist
QM =Q-2+Q- (= + Vi)
n n o n

und man erhilt folgende Fallunterscheidung;:

(1) Ist u # 0, w # 0, so ist dimg QM = 2.

(2) Ist u # 0, w =0, so ist dimg QM = 1.

(3) Ist u =0, w # 0, so ist dimg QM = 1.

(4) Ist w =0, w =0, so ist dimg QM = 0.
Man nennt (hier) die Dimension dimg QM den Rang des Moduls M.

Beispiele: Wir betrachten Wir betrachten

1 1 2 3 7 1 1
041=§+§\/8, Oé2=g—§\/8a as=—-2+:Vd, ai=-5+5Vd

Mit dem obigen Verfahren findet man

1 1
Zoi + Zos + Zas +Zay = Z.1_0+Z.6\/(_1,
1 1
Zoy + Zay + Zag = z-1—0+z-6\/&,
53 29 1
Zay +Zoy = Z-_10+Z.(1 +6 d),
1 1
Zow = Z-(=+-Vd).
a1 (2+3\/8)

Wir geben noch eine andere Formulierung des obigen Lemmas an:
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Sarz. Ist M C Q(Vd) ein endlich erzeugter Z-Modul, so gibt es qi,q2,q3 € Q mit
M=Z q+%7-(g+qVd)

und den Eigenschaften:

(1) Ist g #0, g3 #0, soist M =Z - q +Z - (g2 + g3vV/d) mit 0 < g» < ¢1 und gz > 0.
(2) Ist 1 #0, g3 =0, soist M =Z - q1 mit go =0 und ¢ > 0.
(3) Ist q1 =0, g3 #0, so ist M =Z - (g + g3\/d) mit g3 > 0.
(4) Ist ¢y =0, g3 =0, so ist M =0 und g2 = 0.
Die Darstellung ist dann eindeutig und wird Hermitesche Normalform von M genannt.

Beweis: Die Existenzaussage wurde bereits bewiesen. Wir miissen noch die Eindeutigkeit von ¢, ¢2, g3
zeigen. Nun sieht man sofort

yeQ:z+yVde M} = Z-gs,
{reQ:zeM} = Z-q,

sodafl ¢; und g3 wegen der Normierungen ¢; > 0, g3 > 0 eindeutig bestimmt sind. Wir miissen noch die
Eindeutigkeit von ¢» zeigen und kénnen dafiir g3 > 0 voraussetzen. Sei also

M=7Z -¢1+7Z (g +Q3\/E):Z'41+Z'(q~2 +(13\/C_i)-
Es gibt z,y € Z mit
&+ Vd = zq1 +y(g + 3Vd) = (21 +ya2) + yaz vV,

was zunichst y = 1 und damit ¢z = zq; + ¢ liefert. Ist ¢ = 0, so folgt die Behauptung. Im Fall ¢g; > 0
haben wir die Normierung 0 < ¢» < ¢1, 0 < ¢ = zq1 + ¢2 < ¢1, was sofort x = 0 und damit ¢3 = ¢
liefert. W

Bemerkung: Die Maple-Funktion ‘modul_hnf’ bestimmt die im Satz angegebene Hermitesche Normal-
form.

Fiir spitere Anwendungen geben wir noch einen weiteren Satz an:

SATz. Sei K = Q(\/E) ein quadratischer Zahlkérper, seien aq,as € K linear unabhdngig iber Q. Dann
gilt fiir By, 2 € K:
Z-ocn+Z-ay=7-51+7Z By <= esgqgibt A,B,C,D€e€Z mit AD— BC =1 und

61 _ A B aq

B ) \C D oy )
Vor dem Beweis stellen wir noch ein Lemma bereit:
LEMMA. Sei

M:(é g) mit A,B,C,D€eZ wund det(M)#D0.

Dann gilt:
M~" hat Eintrige aus Z =~ <  AD — BC = *1.

Beweis: Haben M und M ! Eintriige in Z, so gilt det(M) € Z und det(M ') € Z. Aus 1 = det(M) -
det(M 1) folgt dann det(M) = AD — BC = +1.

Zur Umkehrung: Aus
1 D -B
—1 _
M _AD—BC<—C’ A >

folgt sofort die Behauptung. B

Beweis des Satzes: Wir kénnen annehmen, dafl auch 5y, > linear unabhéngig iiber Q sind. Dann gibt es
eine 2 x 2-Matrix M mit Eintrigen aus Q und

(5 )=w () (o)=r(5)
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Nun gilt
Zp1 +1B> C Zay + Zas B1,B2 € Loy + Za

—
<= esgibt x,y,2,t € Z mit §; = xa; + yas, fo = zay + tas
—

es gibt x,y, z,t € Z mit (gl ):(Z ZI{)(Zl)
2 2

<= M hat Eintrige aus Z.

Analog ist Zay +Zay C ZB1 +Z dquivalent damit, dal A/ ~! Eintréige in Z hat. Mit dem letzten Lemma
erhalten wir dann:

701+ 7B =Zoy +Zay < Zp1+7ZB> CZay + Zas und Zoy + Zas CZB + 725>
<= M und M~ haben Eintriige aus Z
< det(M) = +£1,
was die Behauptung beweist. B

Wir wollen noch eine weitere Normalform fiir endlich erzeugte Moduln vom Rang 2 herleiten: Ist M =
Zg +Z(q2 + qu/a), so konnen wir schreiben

M =Zq, + Z(gs + V) = 1 (Z + ij—j + j—jﬁ».

Nun wissen wir, daf} sich die Zahl Z—f + Z—f d eindeutig als

b+ +vD
2B + mit D = b — 4ac, ggT(a,b,c) = 1
@ Q 2a
schreiben 148t. Damit wird:
b+ vD b+ +vD
M=aq(Z+Z— ):%(Z-a-I-Z- ).

Dies beweist bereits folgenden Satz:
SATZ. Jeder endliche erzeugte Z-Modul vom Rang 2 in K = Q(v/d) lifit sich schreiben als

b++vD
2

M=AZ a+7Z- ) mit D = b* — 4ac,ggT(a,b,c) =1 und A€ Q\ {0}.

Bemerkung: Die Darstellung M = A(Za + Z@) mit D = b? —4ac, ggT(a,b,c) =1, A € Q ist durch
diese Forderungen offensichtlich noch nicht eindeutig bestimmt:

e Man kann A durch —A ersetzen.

e Man kann a durch —a ersetzen, wobei dann ¢ durch —c ersetzt wird.

o Fiirm € Z ist

M = A(Za+7° +2‘/l_7) — A(Za+ Z(am +° +2\/5)) - A(Za+ 27 2‘”7;) +vD,
also kann man b durch b + 2am ersetzen. Wegen
D =b* — 4ac = (b + 2am)? — 4a(c + bm + am?)

geht dann c iiber in ¢ + bm + am?.
Eine Eindeutigkeitsaussage macht der folgende Satz:
Satz. Gilt

M = Ay (Zar + z%) = Ay(Zas + ZLQ\/E)

mit

Dy =b? —4dajer, ggT(ai,bi,c1) =1, Dy =03 —4dasco, ggT(as,bs,ca) =1,
so folgt
A2 = ﬂ:Al, as = :I:al, bg = b1 mod 2|0,1|, D2 = Dl.
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Die Zahl D = Dy = D> ist also durch M eindeutig bestimmt und wird als Diskriminante des Moduls
bezeichnet.

Beweis: Sei D; = mid, Dy = m3d mit my,ms > 1. O.E. kénnen wir 4; > 0, a; > 0 und 0 < b; < 2a;
annehmen. Wir haben

M = A;(Za; + ZW

1 1
mit
1 1
A;a; > 0, 0< §A,b, < Aiai, §Alm2 > 0.
Die frither gezeigte Eindeutigkeitsaussage liefert, also

Avag = A2a2, Aiby = A2b2, Aimy = Aymo.

Es folgt
A1 o (15)] o b2 o @

L m b m
schreiben wir gekiirzt ﬁ—; = 12 mit ny,n2 € N, ggT(n1,n2) = 1, so gibt es also a,b,m € No mit

n
a; = an;, b; =>bn;, m;=mn;.

Fiir das zugehorige ¢; gilt
b2 —D  nib® —nimd b —m?d

C; = = = n;.
4a; 4dn;a 4a

b2—m2d b2—m2d

Wegen ci,cy € Z und ggT(n1,ns) = 1 folgt >+ € Z, also setzen wir ¢ = und haben dann
¢; = cn;. Es folgt ggT(a;, bi, c;) = ggT(a,b,c)-n;, was wegen ggT(a;,b;,c;) = 1 sofort n; = ny = 1 liefert.
Es folgt a1 = as, by = ba, ¢1 = ¢3, my = ma, D1 = D5 und damit auch A; = A,, was zu zeigen war. B

Bemerkung: Die Maple-Funktion ‘modul_nf’ liefert zu
M =Zay + ... Za, C Q(Vd)

eine Normalformdarstellung

b++vVD

5 D =b* — 4ac,

M=AZ a+7Z-

) mit ggT(a7 ba C) = 17

falls M Rang 2 hat.

Beispiele:
(1) Wir betrachten

1 1 2 3 7 1 1
o +§ﬁ, a2—g—§ﬁ, a3——2+§ﬁ, 044——54'5\/?

T2
und erhalten dann die Normalformen
1
Zoy +Zoy + Zog + Zoaw = o5 (z-9+z-0+7 V26300>
1
Zay + Zay + Zas %(z-9+z.0+7 \/26300>

ZOLl + ZOLQ

mit den Diskriminanten

6300 = 22.32.52.

47170 (Z sou1 4 7. 22806 +2\/17696700>

und 17696700 = 22 -3%.5% . 7532,
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(2) Fiir den Modul
M = Z(2 + 11V/2) + Z(25 + TV2) = Z - 261 + Z(190 + V/2)

ergibt sich die Normalform

261

M:i(Z_68121+Z_99180+2\/544968>

mit Diskriminante 544968 = 23 - 3* . 292.

Die Menge der Moduln mit Diskriminante D bezeichnen wir mit Mod(D), also
b+VD
2

Ein Modul M € Mod(D) wird primitiv genannt, wenn er sich als M = Za + Z“‘%ﬁ mit D = b* — 4ac,
ggT(a,b,c) = 1 schreiben liBt.

Mod(D) = {A(Z -a+Z-

): A€ Q*,a,bc€Z,gegT(a,b,c)=1,D=0b"— dac}.

Wir wollen nun noch betrachten, welche Diskriminanten in Q(v/d) auftreten.

SATZ. Sei d € Z kein Quadrat und quadratfrei, K = Q(\/c_l) Wir definieren die Fundamentaldiskrimi-
nante des Korpers durch

d im Fall d =1 mod 4,

D? = 4
unda : {4d lm Fall d = 2 0d67 3 mOd .
Dann gilt:

(1) Ist M ein endlich erzeugter Z-Modul vom Rang 2 in Q(\/d), so gibt es f € N, so daf fiir die
Diskriminante D von M gilt:

2
D = f Drundamental-

(2) Fiir jedes f € N gibt es einen Modul M C Q(\/E) mit Diskriminante D = f? Dundamental, 2.B.

(D mod 2) + VD

5 .
Beweis: 1. Ist M = A(Za + Z@) mit D = b* — 4ac, ggT(a,b,c) = 1, so gibt es m € N mit D = m?d.
Es folgt m?d = D = b mod 4. Wegen b?> = 0 oder 1 mod 4 unterscheiden wir zwei Fille:

M=7Z+17

e d = 1mod 4. Dann ist D = m?Drundamental- Mit f = m folgt die Behauptung.
e d=2,3mod 4. Wire m = 1 mod 2, so wiirde d = b mod 4 folgen, was nicht sein kann. Also ist
m =0mod 2, d.h. m = 2f, und D = m?d = f?Dtundamental, Wie behauptet.

2. Aus D = f2Dpundamental folgt D = 0 oder 1 mod 4, also kann man mit by = D mod 2 schreiben
D ="by+4m =b3 —4-1-(—m). Aus ggT(1,by,—m) = 1 folgt dann, daB M = Z + ZM ein Modul
mit Diskriminante D ist. B

Beispiele: Wir geben die (betragsmiifig) kleinsten Diskriminanten an:

5, 8, 12, 13, 17, 20, 21, 24, 28, 29,

-3, -4, -7, -8, -—11, -12, —15, —16, —19, —20, —-23, —24, —27, —28,

Das folgende Lemma charakterisiert die Inklusion von Moduln in Mod(D):
LEMMA. Fiir zwei Moduln

by + VD bs + VD
2 2

M1=Z0,1+Z 5 MQZZ(12+Z

aus Mod(D) gilt:
My C M, <~ a1|a2, bs = b; mod 2a;.
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Beweis:

M

b D
My C M, +— ageMlund#E

es gibt x,y,z € Z mit ay = za; und

bg-l-\/ﬁ bl-l-\/ﬁ (2ya1+zbl)+zx/5
T TYmtrT = 2

a1 |as und es gibt y € Z mit by = 2yay + by

|

ay]az und by = by mod 2ay,

was zu zeigen war. B

LEMMA. Fliir zwei Moduln My, Ms € Mod(D) mit

M, :Al(Zal—l—Z%ﬁ) und MQzAQ(ZGQ"‘Z%)

qilt
M C M, = zzi—jez, asz = 0mod ay, byz = bz mod 2a;.

Beweis:

My, C My <= esgibtz,y,z € Z mit Asas = Aja;x und Ag%ﬁ =Aja1y + Alﬂz

e Agay = Ayayz, Azby +2A2\/5 _ (2A1a1y + Al;lz) + A;12vD mit 2.y, 2 € Z
<— Asas = Aja1x, Asbs = 2A1a1y + A1b1z, Ay = A1z mit x,y,2 € Z
<= z= j—f €Z,Aas2 = Arayxz, A1boz = 2A1a1y + A1byz mit z,y € Z
=i zzj—jeZ,agzzalm,b2z=2a1y+b1zmita:,y6Z
=i zzj—jeZ,angOmodal,bngblzm0d2a1,

was zu zeigen war. l

2. Endomorphismenringe

Fiir einen endlich erzeugten Z-Modul M vom Rang 2 in K = Q(v/d) definieren wir den Endomorphis-
menring durch

End(M) = {\ € Q(Vd) : \M C M}.
Nach Konstruktion ist klar, da End(M) ein Unterring von Q(v/d) ist, d.h. 1 € End(M) und A\;, Ay €
End(M) impliziert \; + A2 € End(M), A\ A2 € End(M). Den Endomorphismenring eines Moduls kann
man leicht ausrechnen:

SATZ. Fiir einen Modul M € Mod (D) mit

b+ D
M = A(Za+Z +2\/_), D =1 —4ac, ggT(a,b,c) =1
gilt
b+vVD D ++vD D mod 2 D
End(M) =7 + 7 +2f:Z+Z%F=Z+Z< m02)+\/__

Beweis: Abkiirzend schreiben wir

b++vD
o=
2a
und haben dann die Gleichung aa® — ba + ¢ = 0 und damit auch
b
o = _< + —a.

a a
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Fiir A € Q(V/d) gilt:

b++vD b++VD

A€eEnd(M) << MCM <<= X AZa+1Z 5 ) C A(Za+Z 5 )

A(z+zb+2‘/5) c Z+Zb+2\/l_)
a a

—
< MN1€Z+Zaund \-a €Z+ Za
< esgibt z,y € Z mit A =z + ya und

MZ+Za)CZ+7Za

b b
/\a:xa+ya2:xa+y(—£+—a):—%+(x+—y)a€Z+Za
a a a a
. . cy by
<  esgibtz,y€eZmit \=z+yaund ——€Z,zx+ — €Z,
a a

was wegen ggT(a,b,c) =1 sofort die niichste Zeile liefert
< esgibt z,y € Z mit A =2z + ya und aly

b++vD
2 b)

<— MNe€Z+Zaa=7Z+17

was wir zeigen wollten. B

SATZ. Ist D eine quadratische Diskriminante, so ist
D++vD _ (D mod 2) + /D
2 2

Rp=7+7- 7+7-

ein Ring und
End(RD) =Rp, RpE€E MOd(D).

Beweis: Ist D = 4m, so ist D = 0> —4-1-(—m), also hat Rp = Z + Z@ Diskriminante D. Ist

D=4m+1,s0ist D=1>—4-1-(—m), so hat Rp = Z + Z YD Diskriminante D. Nach dem letzten
Satz ist damit Rp = End(Rp), was die Behauptung zeigt. B

Ein Unterring von Q(v/d), der gleichzeitig ein endlich erzeugter Z-Modul vom Rang 2 ist, wird Ordnung
genannt.

SATZ. Sei d € Z kein Quadrat und quadratfrei,

_Jd  fird=1mod4, Lo fird=1mod 4,
" l4d  fird=2,3mod4,” |Vd  fird=2,3mod4.

Dann sind die Ordnungen in Q(\/d)

Dy mod 2)+ /D
RDf=Z+Z-fw=Z+Z-( ! 2) !

mit Diskriminante D; = f?Dy,
wo [ alle natirlichen Zahlen durchliuft. Es gilt:

Rp,, CRp, < filfo.
Insbesondere sind alle Ordnungen in der Ordnung

(D1 mod 2) + v D1

> =7+ 7w

RD1=Z+Z

enthalten, die auch Mazimalordnung genannt wird.

Beweis: Ist R eine Ordnung mit Diskriminante D, so folgt mit dem letzten Satz aus R = End(R) sofort
R = Rp. Umgekehrt gibt es zu jeder Diskriminante D die Ordnung Rp = Z + Zw. Indem
man die Fille d = 1 mod 4 und d = 2,3 mod 4 unterscheidet, siecht man sofort, dafl
(D1 mod 2) + vV D1
2
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gilt. Ist nun D = f2D; mit f > 1, so folgt wegen (f2D; mod 2) — f(D; mod 2) € 27Z sofort

(f2D; mod 2) + fv/D; (D; mod 2) + /Dy
2 2

Wir miissen nun nur noch die Inklusionsbeziehung zeigen.

Rp=7Z+17

=Z+Zf

=Z+Zfw.

Z+ZfowCZ+72fiv <— fow€Z+2Zfiw << fow=zx frwumitzeZ <=
< filfe,

was zu zeigen war. B

3. Konjugierte Moduln

In Q(v/d) hatten wir den nichttrivialen Automorphismus = + yv/d — = — y\/d als ' bezeichnet, d.h.
(z +yVd) =z —yVd. Ist M ein endlich erzeugter Modul in Q(v/d), so auch

M' ={d :a € M}.
Die Aussagen des folgenden Satzes sind sofort klar:
SATZ. Fiir einen Modul M € Mod(D) gilt:
(1)

b++vVD

M = A(Za+7Z ) = M’:A(Za+Z_T),

b++vD
2

insbesondere hat auch M' Diskriminante D.
(2) M"=M.

Wir stellen noch ein paar einfache Aussagen zusammen.

LEMMA. Sei M = Za + Z@ € Mod(D) und 0.E. —a < b < a. Dann gilt:

0+2\/B oder M:Za+Za+2\/5.

Fiir die Diskriminante gilt dann D = —4ac bzw. D = a(a — 4c).

M=M= M=Z7Zd+7Z

Beweis: M = M' ist gleichwertig mit —b = b mod 2a, also mit a|b. Wegen —a < b < a bleiben nur die
beiden Fille b=0oder b=a. ®

LEMMA. Sei N = pgq mit Primzahlen p, ¢ und N = 3 mod 4. Die primitiven Moduln M in Mod(—N)
mit M' = M sind genau die Moduln

1++v—-N vV—N v—N N ++v—-N
747V gy PtV g g8 VEN D gy gV
2 2 2 2
Beweis: Die Diskriminante ist D = —N = 1 mod 4. Fiir primitive Moduln mit M’ = M kénnen wir
aufgrund des vorangegangenen Lemmas ansetzen
D
M:Za+Za+\/_ mit —pg=—N =D = a® — 4ac = a(a — 4¢) und 0.E. a > 0.

Fiir a gibt es also 4 Moglichkeiten: 1, p, ¢, N, die auch tatsichlich realisiert werden, wenn wir fiir das
zugehorige ¢ setzen ¢ = %, c= p[lﬂ, c= pT"'q, c= %. |

Bemerkung: Hat man also eine natiirliche Zahl N = pg = 3 mod 4, findet man ‘zufillig‘ einen primitiven
Modul M = Z - a + Z"*4 € Mod(—N) mit M’ = M, so kann man N faktorisieren, falls 1 < a < N
gilt, denn a ist ein Teiler von N.
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4. Die Norm von Moduln

Sei M € Mod(D) gegeben und R = Rp = End(M). Schreibt man R = Za; + Zas, M = Z1 + Z2, so
gibt es rationale Zahlen ¢;; mit

B = quar + q2aa, B2 = 1o + ga2an.

Dann heif}t

N(M) = ‘det( @ )‘

g21  g22
die Norm des Moduls M.

LEMMA. Die Norm eines Moduls M ist wohldefiniert, d.h. unabhingig von der Wahl der Basen aj,as
bzw. 617 62.

Beweis: Gilt R = Zaoq +Zas, M = ZE{—F ZE;, so gibt es 2 x 2 Matrizen M, N mit ganzzahligen Eintréigen
und det(M) = 1, det(N) = +1 mit

(2)= () (3)-~(2)
(&)=e(2)
(£)-rom(2)

Nach Definition war N(M) = |det(Q)|, was aber mit |det(NQM ~!)| wegen |det(M)| = |det(N)| = 1
identisch ist. m

Ist

So ist,

SATZ. D = b* — 4ac mit ggT(a,b,c) =1 und A € Q. Dann gilt

b++vD

N(A(Za + 2~

)) = A%[al.

Beweis: Wir schreiben

b++vD
2

End(M) =7 +Z

Aa 0
0 A )’

die die Determinante A%a hat, was sofort die Behauptung ergibt. B

und erhalten dann als Ubergangsmatrix

Bemerkung: Die Norm N(M) eines Moduls M € Mod(D) ist eine wichtige Invariante von M. Ein
primitiver Modul M mit Diskriminante D und Norm a hat die Gestalt

b+vD

5

Bei Vorgabe von D und a kann man also im Prinzip alle primitiven Moduln mit Diskriminante D und
Norm a aufstellen, indem man alle Zahlen

M=Z a+7Z-

D =b> —4ac, ggT(a,b,c)=1, oE. —a<b<a.

b2 — D
be{-a+1,-a+2,...,a} mit D =b>modda, ggT(a,b,

=1

bestimmt. Wir haben dazu eine Maple-Funktion ‘modul_kon’ geschrieben. Dies ist natiirlich nur fiir kleine
a’s sinnvoll.
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Beispiel: Wir wihlen D = 21 und geben alle primitiven Moduln mit Norm zwischen 1 und 50 an:

Z-1+Z-1+72\/ﬁ, Z-3+Z.¥ﬁ’ Z.5+Z.1+T\/ﬁ’ Z-5+Z-_1+2\/ﬁ,
Z'7+Z'7+T\/ﬁ’ Z.15+z.9+72\/ﬁ, Z.15+Z.#ﬁ, Z-17+Z-15%‘/ﬁ
z-17+z-%\/ﬁ, z.21+z.¥ﬁ, z-25+z.11+2\/ﬁ, Z_25+Z_—11J2m/ﬁ
Z-35+Z-%ﬁ, Z-35+Z-%\/ﬁ, Z-37+Z-713+2\/ﬁ, z.37+Z_—13J2r\/ﬁ
ZAHZ'M’ ZAHZ'#\/? Z-43+Z-35+2\/ﬁ’ Z_43+Z_—35J2r\/ﬁ’
Z-47+Z-%, z.47+z.—31;\/ﬁ_

5. Multiplikation von Moduln
Fiir irgendwelche Moduln M; und M, in Q(v/d) definieren wir das Produkt durch
MMy = {041[31 4+ -t a.fBria; € My,B; € Ms,r € N}
Das Produkt besteht also aus allen mdoglichen Linearkombinationen von Produkten af mit a € M,
B € M.
LEMMA. Ist M1 = Zay + -+ - + Lo, und My = 25, + -+ - + LB, so gilt

MM, = i i Zaiﬂja

i=1 j=1
also ist auch MiMs ein endlich erzeugter Z-Modul.
Beweis: Ist a« € My, f € Ms, so gibt es x;,y; € Z mit o = Y x5, f = > y;5; und somit

aff = Z Z Ty

i=1 j=1
Jedes Produkt af ist also Linearkombination von «;/3;, damit natiirlich auch jede Summe von Produkten,
was die Behauptung zeigt. B

Beweis: Wir multiplizieren in Q(v/5) die Moduln

V2 11+ V4
M1:Z-11-|-Z-8+270 und M2:Z-19+z.+T5_

8+ 25 11+ 3v5
2 2

MMy = (Z-11+7Z WZ-19+Z- ) =

121 152 2
+233‘/5+z- 5 +238\/5+Z_59+23\/5:

121 + 335 152 + 38v/5 59 + 235

Z-209+Z-%[+Z- +2 \/_-I-Z- +2 \/_-I-

121 + 33v5 152 + 38v/5

'f‘l?"f)

121+33\/5+Z_152+38\/5+Z_59+23\/5+Z_—161+\/5

2 2 2

Z-209+7-

+Z(15

Z-209+7-

Z-2094+7Z-2717+7Z-3135+7Z - 1881 + Z -

—161++/5
2

2
—161+ /5
2

Z-209+7-
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Bemerkung: Die Maple-Funktion ‘modul_mult’ multipliziert in Normalform vorgegebene Moduln eines
quadratischen Zahlkoérpers.

SATZ. (1) Die ultzphkatzon von Moduln ist assoziativ und kommutativ.
(2) (MyM>)" = M2
(3) End(M) - M =

Beweis: Die ersten beiden Aussagen sind sofort klar. Wir zeigen die 3. Behauptung:

C: Fiir « € End(M), 8 € M gilt nach Definition a8 € M. Da End(M)M von Produkten af erzeugt
wird, folgt End(M)M C M.

D: Wegen 1 € End(M) gilt fiir a € M trivialerweise « = 1-«a € End(M) - M, was die Behauptung
beweist. B

Der folgende Satz spielt eine wichtige Rolle:

SATz. Fiir M € Mod(D) gilt
MM' = N(M)End(M).

Beweis: Sei M = A(Za + Z%ﬁ) und D = b? — 4ac, ggT(a,b,c) = 1. Dann ist

MM' = A(Za+ zb+2*/5)  A(Za+ 72 _2‘/1_7) _

= A*(Zad® + Zab+2\/l_) + Zab _2\/5 + Zb2 ;D) =

= A*(Zd* + Zab+2\/l_) + Zab + Zac) = A*a(Za + Zb + Zc + Zb+2‘/5) =

- Az +27° +2*/5) — N(M)End(M),
was zu zeigen war. B
SATz. Fir My, M> € Mod(D) gilt M, M, € Mod(D) und N(M; M) = N(Mq)N(Ms).
Beweis: Sei

End(M;) = End(M,) = Z + Z%ﬁ und  End(M;M,) =Z + Zw.
Dann erhalten wir mit dem letzten Satz
N(MiM2)(Z + Zﬁ%\/f)) = N(M;Ms)End(M;Ms) = (M M)(M; M) = My MsM{ M} =

= (MiM{)(M>Mj;) = N(Mi)End(M;) - N(M>2)End(M>) =
= N(M;)N(M2)End(M;)End(M>) = N(M1)N(M2)End(M;) =
— NonNO) @+ 22V

Daraus folgt End(M; M) = End(M;) und N(M; Ms) = N(M;)N(Ms), insbesondere mufl auch M; M,
Diskriminante D haben, was dann die Behauptung beweist. B

SaTz. Mod(D) wird mit der Modulmultiplikation eine abelsche Gruppe mit Rp = Z + Z% als neu-
tralem Element und mit ( )M' als Inversem zu M.
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Beweis: Der letzte Satz zeigt, dafi Mod (D) abgeschlossen gegen Multiplikation ist. Aus MEnd(M) = M
folgt, dal End(M) das neutrale Element ist. Schlielich liefert M M' = N(M)End(M) das inverse Element.
|

Wir wollen jetzt Moduln in Mod(D) explizit multiplizieren.

LEMMA. Seien

My =A1(Z0,1+Z ), MQZAQ(Z(12+Z

ﬂ ) € Mod(D)

524—\/1_7
2

gegeben. Bestimmt man A, x, y, z, a, b wie folgt
b1 + by b1 + by .

A = ggT(ar,as, 5 ) = a1z + azy + 5 )
a1 as
a = —5,
b = %(a162x+a2b1y+b1bQT+Dz),
so gilt:
b++VD

M1M2=A(Za—|—Z

Beweis: Natiirlich konnen wir zunéchst A; = A, = 1 voraussetzen, also

b D b D
# und My = Zas +Z%.

b++vD
2

M, =Za, +7Z

Wir setzen an

MMy = A(Za + Z )

mit D = b* — 4ac, ggT(a, b, c) = 1. Die Normgleichung liefert
laras| = A%|a).

Ein Erzeugendensystem von M M; ist

a1b2+0,1\/5 asby +a2\/l_) %'F#\/B

ajas, 2 ) 2 2
Offensichtlich ist _—
+
A:ggT(alaa2a ! 9 2)‘
Wir wahlen z,y, z € Z mit
b1 +0b b1 +0b
A =ggT(a1,as, - 5 2) = a1z + azy + — 5 22,
Dann kénnen wir wihlen
b+\/.5 a1b2+a1\/ﬁ 0@()14'(12\/5 %‘F%\/B
A = x+ Y+ =
2 2 2 2
(arbez + asbry + 22822) + (a12 + asy + 24222)V/D

2 )
also
aleCE + agbly + —b1b22+DZ

= " ,

was zu zeigen war. B

Bemerkung: Das Verfahren des obigen Lemmas zur Multiplikation von Moduln mit gleicher Diskrimi-
nante haben wir in der Maple-Funktion ‘modul_multD’ benutzt.

Beispiele:
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(1) Wegen 5 =52 —4-5-1 st

M:Z-5+Z5+2\/g
ein Modul in Mod(5). Wir berechnen M? naiv:
M2 = (z-5+z5+2‘/5)(z-5+z5+2‘/5):z-25+z25+25\/5+z30+io‘/5:
- z-25+z25+25‘/5+zl5+25*/5:z-25+z-5+zwz
- z-5+zw:Z-5+Zﬂ:5(z+zl+2*/g).
(2) Wir berechnen (naiv) Potenzen des Moduls M =Z -7+ Z - @:
MY = Z+Z-1+7;/__3,
M = z-7+z-5+27*/__3,
M2 = z-49+z-#__3,
M3 = z-343+z-%,
M = ZMOHZ'M’
M5 = Z-16807+Z-M2\/__3,
MO = Z-117649+Z-w,
MT = Z-823543+z-w,
M8 = Z-5764801+Z-w,
M = Z-40353607 + Z - _298129;” ‘/__3,
M = 7282475249+ 7 - _2719345253 V-3

6. Rp-Moduln

Sei Rp = 7 + 72med2+VD go0ehen. Fin endlich erzeugter Z-Modul M C Q(V/D) ist ein Rp-Modul,
falls gilt RpM C M.

LEMMA.

{M C Q(Vd) : M ist endlich erzeugter Rp-Modul} = U pMod(D).

Beweis: Sei M ein endlich erzeugter Rp-Modul. Ist M € Mod(Dy), so ist End(M) = Rp,, aus Rp C
End(M) = Rp, folgt D|D, was die Inklusion zeigt. Die Umkehrung sieht man genauso. B

Ein Rp-Ideal ist ein in Rp enthaltener Rp-Modul.
Wir beschiiftigen uns mit Mod(D), da diese Menge eine Gruppenstruktur besitzt.

7. Zur Struktur von Mod(D)

LEMMA. Sei M = Za + Z2EY2 € Mod(D). Dann gilt

b D
{M; € Mod(D) : M C My, My primitiv} = {Za1 +Z +2\/_ ta = ajas,ggT(ar, a2, D) =1},
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d.h. die M enthaltenden primitiven Moduln entsprechen genau den Teilern ax von N(M), fir die die
Gleichung ggT(ay, N(M),D) =1 gilt.

ai

Beweis: Wir schreiben D = b? — 4ac mit ggT(a,b,c) = 1. Wir setzen an My = Za; + Z@ € Mod(D)
mit D = b? — 4a;c; und ggT(ay, by, c1) = 1. Dann gilt:

MCM, <= ai|aundb=b; mod 2a;.

Im Fall a4]a gilt dann aber

M1:Za1+Z

b D b D
%_ — Zay + Z +2‘/_,

d.h. man kann o.E. b; = b wihlen. Wir schreiben ¢ = ajas und haben dann wegen D = b? — 4ac =
b? —4ayc; die Gleichung c1 = azc. Jetzt mufl nur noch die Bedingung ggT(a1,b, 1) = ggT(a1,b, axc) =1
erfiillt sein. Es gelten die Aquivalenzen unter Verwendung von ggT(a,b,c) = 1:
plggT(ai,b,azc) <= plar,plb,plazc <= plai,plb,plaz <= plas,plaz,p|b,p|D
& pla,plag,plD = plggT(ar, a2, D),
woraus die Behauptung folgt.

Beispiel: Der Modul M =Z-28+7Z- 18% V=12 st wegen —12 = 182 —4-28 -3 nur in folgenden primitiven
Moduln mit Diskriminante —12 echt enthalten:

24++/-12 4 ++/—12
Z.447.-TVTIE g g g 2RV
2 2
LEMMA. Ist M = Za + Z% € Mod(D), ist a = aras mit ggT(a1,a2, D) =1, so gilt
b D b D
My = Za, + Z +2‘/_, My = Zas + Z +2\/_ € Mod(D)
und
M = My M>.

Die Zerlegung ist eindeutig, wenn man N(M;) = a1 und N(Ms) = as fordert.
Beweis: Gilt M = Mlﬁg mit Mhﬁg € Mod(D) und N(Ml) = ay, N(]ng) = as, S0 ist wegen ]\AfZ C
End(M)=Z+Zw - N

M = M, M, C M;End(M) = M,
also folgt aus dem letzten Lemma JV[; = M; € Mod(D), d.h. die Zerlegung ist eindeutig. Es bleibt also nur
noch zu zeigen, daf} tatsichlich M; My = M gilt. Mit b+ D = 2b? —4ac = 2b®> —4ac und ggT(a;,as,b) = 1
erhélt man

MM, = (Za1+Zb+2\/5)(Za2+Zb+2\/l_)):
= Za1a2+Za1b+2\/5+Za2b+2\/5+Zb2%D;_b\/5:
_ Za+Za1b+\/5+Za2b+2\/5+Zb2_2a02+b\/l_):
= Za+Za1b+2\/5+Za2b+2\/5+Zb2+26\/5:
= Za+Za1b+2\/5+Za2b+2\/5+be+2\/l_):
= Z-a+Z-ggT(a1,a2,b)-b+2\/5=Z-a+Z-b+2\/5=M,

was zu zeigen war. B

Das Lemma liefert jetzt sofort folgenden Zerlegungssatz:
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SATZ. Sei
b++vD
2

lal = [T »f*
i
die Primfaktorzerlegung von |a| = N(M), so hat man die (eindeutige) Zerlequng

b+ +D b++D
M= ]z +2 +2\/_)-H(Zpi+z +2\/_

pi|D pi|D

M=Za+7

€ Mod(D).

Ist dann

).

Beispiel: Der Modul M =Z -28+ Z - 18% V=12 hat die Zerlegung

18 + /12 24+ +/-12 4++/-12
2 2

Z-28+7-
+ 2

=(Z-4+7Z- ) (Z-T+7Z- ).

Um die primitiven Moduln zu untersuchen, kann man sich also auf solche mit p-Potenz-Norm zuriick-
ziehen. Dabei deutet der Satz darauf hin, dal man zwischen p | D und p { D unterscheiden sollte. Wir
werden die Theorie nicht wesentlich weiter entwickeln, sondern uns beispielhaft nur um die Existenz von
primitven Moduln mit Norm p kiimmern.

8. Primitive Moduln mit Norm p

Wir wollen uns im folgenden darauf beschrinken, zu untersuchen, wann es primitive Moduln mit Norm
p gibt. Wir fragen also nach Moduln der Gestalt

b+ VD
2 b

Es folgt sofort D = b? mod p, d.h. D ist ein Quadrat modulo p. Fiir das weitere Vorgehen stellen wir ein
Lemma bereit:

M=Z7Z p+7- D =b*—4pc, ggT(p,b,c)=1, oE. —p<b<np.

LEMMA. Ist p ungerade mit (%) =1, so gibt es genau ein x € Z mit

D=2’>modp, D=zmod2 und 0<z<p.

Dieses © wird im folgenden mit b, bezeichnet.

Beweis: Eristenz: Wegen (%) =1 gibt es ein y € Z mit D = y? mod p. O.E. kénnen wir 0 < y < p
wahlen. Ist D = ymod 2, setzen wir z = y, ist D Z y mod 2, so hat x = p — y die gewiinschten
Eigenschaften.

Eindeutigkeit: Angenommen, wir haben zwei 1, x> € Z, die den Bedingungen geniigen. Es folgt 2? — 23 =
0 mod p, also 3 = +x; mod p. Es ist also o = z; + kp oder z2 = —x1 + kp mit einem k& € Z. Wegen
0 < z; < pfolgt x5 = 1 oder zo = p—x;. Wire x5 = p— x1, so hiitte man z2 = 1+ 2; mod 2, also kann
nur eines der z;’s die Gleichugn z; = D mod 2 erfiillen. Somit bleibt nur zy = ;. B

Bemerkung: Es gibt einen Algorithmus, mit dem man b, schnell berechnen kann. In Maple gibt es

die Funktion ‘numtheory[msqrt](a,p)’, mit der man 2> = a mod p schnell 1ésen kann, falls eine Losung
existiert.

SATZ. Sei p eine ungerade Primzahl mit p{ D. Ist (%) =1, so gibt es genau zwei primitive Moduln in
Mod (D) mit Norm p, nimlich

by + VD

und M, =Zp+7Z 5

D

Ist (%) = —1, so gibt es keinen primitiven Modul mit Norm p und Diskriminante D.



8. PRIMITIVE MODULN MIT NORM p 131

Beweis: Existiert ein primitiver Modul mit Norm p, so haben wir bereits gesehen, dal D ein Quadrat
modulo p ist, d.h. im Fall (%) = —1 gibt es keinen primitiven Modul mit Norm p. Sei nun (%) = 1.
Mit dem im Lemma definierten b, haben wir D = b> mod p und D = b} mod 4, also D = b2 mod 4p, d.h.
D= bg — 4pc mit einem ¢ € Z, wobei natiirlich ggT(p, by, c) = 1 gilt wegen ggT(b,,p) = 1. Also ist

b, + VD

M, = Zp + 22—

ein primitiver Modul mit Norm p und Diskriminante D. Das gleiche gilt dann auch fiir M.
Wire M, = M), so hiitte man b, = —b, mod 2p, also 2p|2b,, was 0 < b, < p widerspricht. Damit folgt

M, # M,
Wir nehmen nun an, wir haben einen primitiven Modul mit Norm p:
b D
M=Zp+7Z +2\/_, D =b*> —4pe, ggT(p,b,c)=1.

O.E. kénnen wir —p < b < p annehmen. Ist nun b > 0, so folgt wegen der Eindeutigkeit von b, sofort
b = by und damit M = M, Ist b < 0, so erfiillt —b die Aussagen des letzten Lemmas, also folgt M = M,
|

Bemerkung: Mit Hilfe des quadratischen Reziprozititsgesetzes kann man folgenden Satz beweisen:

SATZ. Sind p und q ungerade Primzahlen mit ggT(p, D) = ggT(q, D) = 1, so gilt die Implikation
p=gmod D — <2>:<2>
p q

Interpretation: Die Frage, ob es primitive Moduln mit Norm p gibt, héngt also nur von der Restklasse
p mod |D| ab.

Wir betrachten nun die Primzahl p = 2 im Fall D #Z 0 mod 2, also fiir D = 1 mod 4.
SAaTz. Ist D =1 mod 8, so gibt es genau zwei primitivie Moduln in Mod(D) mit Norm 2, ndmlich
1 D -1 D

+2‘/_ und Mgzz-2+z-+/_.

Ist D =5 mod 8, so gibt es keinen primitiven Modul in Mod(D) mit Norm 2.

My=7Z-2+7-

Beweis: Wir machen den Ansatz

b+vVD
2 )

Wegen b = D mod 2 bleibt nur b = £1 und damit

M=7Z-2+7-

D=0b—-8c, ggT(2,b,c)=1, oE.—2<b<2.

D=0 -8 =1-8=1mod8.

Ist also D = 5mod 8, so kann es keinen primitiven Modul mit Norm 2 geben. Ist D = 1 mod 8, so
schreiben wir D =1 —8c =12 —4-2.¢ mit ¢ € Z, also ist klar, dal die im Satz angegebenen Moduln
Mo, M} in Mod(D) sind. Wegen —1 # 1mod 2 - 2 sind sie auch verschieden. Ist M = Z2 + Z%ﬁ
irgendein primitiver Modul mit Norm 2, so kann man —2 < b < 2 annehmen, also folgt b = 1 oder b = —1
und damit M = M, oder M = M;. &

Wir kommen nun zum Fall p|D.
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SATZ. Seip ein Primteiler der Diskriminante D. Genau dann gibt es einen primitiven Modul in Mod(D)
mit Norm p, wenn gilt

D =8 oder 12 mod 16 im Fall p =2 bzw. D % 0 mod p* im Fall p # 2.

Dieser ist dann eindeutig bestimmt, ndamlich

Beweis:

(1)

Z-2+7Z %D fir D =8mod 16,

JZ-2+Z -2/ fir D =12 mod 16,

M, =
P Z-p-l-Z-O"';/B fiir p=1mod 2,D = 0 mod 4,

Z-p-l-Z-’H'g/B fiir p=1mod 2,D = 1 mod 4.

Wir untersuchen, wann es fiir D = 0 mod 4 einen primitiven Modul mit Norm 2 gibt. Wir setzen

an
b+ VD
M=7Z-2+ +2 , D=0b"-8c, ggT(2,bc)=1, —-2<b<2.

Wegen 2|D folgt 2|b, also bleiben nur die Fille b =0 und b = 2.
Fall b = 0: Dann ist D = —8c und es muf} gelten ggT(2,¢) = 1. Dies ist genau der Fall
D =8 mod 16. Dann ist

VD

ein Modul mit Norm 2.
Fall b = 2: Dann ist D = 4 — 8¢, c ungerade, also ¢ = 2e — 1 und damit

D=4-8(2e—1)=12— 16e.
Das ist genau die Bedingung D = 12 mod 16. In diesem Fall ist

2++vVD

M=7-2+7 5

ein Modul mit Norm 2.
Wir untersuchen, wann es fiir p # 2 und D = 0 mod p einen primitiven Modul mit Norm p gibt.
Wir kénnen ansetzen

b+vVD
2 b)
Aus p|D folgt p|b, also bleiben nur die Fille b = 0 oder b = p.

Fall b = 0: Dann ist D = —4pc mit ggT(p,c) = 1, also folgt D # 0 mod p? und D = 0 mod 4.
Man sieht auch sofort, daf in diesem Fall

M=1Zp+7Z D =0b>—4pc, ggT(p,b,c)=1, —p<b<p.

0++vD

My=Z-p+Z—

ein primitiver Modul mit Norm p ist.

Fall b = p: Dann ist D = p?> — 4pc = p(p — 4c) mit ggT(p,c) = 1. Es folgt D # 0 mod p?
und D = 1 mod 4. Ist umgekehrt D # 0 mod p> und D = 1 mod 4, so kann man schreiben
D = p(p—m) mit m #Z 0 mod p, was modulo 4 zu 1 = D = p?> — pm = 1 — pm mod 4 fiihrt, also
m = 4c und D = p? — 4pe mit ggT(p,c) = 1. Dann ist

p++vVD

My=Z-p+Z

ein primitiver Modul mit Norm p.
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Bemerkung: Mit den vorangegangenen Sitzen haben wir eine Maple-Funktion ‘modul_kon_p’ geschrie-
ben, die zu gegebener Diskriminante D und Primzahl p alle primitiven Moduln in Mod(D) mit Norm p
(schnell) bestimmt.

Beispiel: Wir bestimmen die ersten 10 Primzahlen p > 103°
Diskriminante D = 1009 und Norm p gibt:

, zu denen es einen primitiven Modul mit

+275924517724219944291165069863 + /1009
2
+395203342468142538706528130989 + /1009
:|:4227747953987139392173463630821 + /1009
:|:9616283299398521932677953157501 + /1009
:|:4529812939164777682245097349151 + /1009
i662445936001656461251653487433 + /1009
2
+308207309027706659481880260251 + /1009
2
+821355342588625888003876413109 + /1009
+1264571 12098881069235600079463 + /1009
:|:3175307637609212662243177156651 + /1009
2

Z - 1000000000000000000000000000099 + Z -

Z - 1000000000000000000000000000271 + Z -

Z - 1000000000000000000000000000469 + Z -

Z - 1000000000000000000000000000529 + Z -

Z - 1000000000000000000000000000751 + Z -

Z - 1000000000000000000000000001069 + Z -

Z - 1000000000000000000000000001137 + Z -

Z - 1000000000000000000000000001521 + Z -

Z - 1000000000000000000000000001543 + Z -

Z - 1000000000000000000000000001629 + Z -

9. Einheiten
Sei D eine quadratische Diskriminante, § = D mod 2, 6 € {0,1} und w = @. Dann ist

,_0-D

Rp=Z+Zw mit w+uw =4, ww 1

Fir a =z 4+ yw € Rp gilt
i 2 6—D 2
N(z +yw) = (z + yw)(z +yw') = +6my+Ty €Z.
Die Einheitengruppe von Rp ist
R, ={a € Rp: esgibt § € Rp mit aff = 1}.

Die Einheiten in Rp lassen sich wie folgt charakterisieren:

LEMMA. Fiir o € Rp gilt:
a€ R, <<= N(a)==+1.

Beweis: Ist o« € R%), so gibt es § € Rp mit af = 1. Normbildung liefert N(a)N(8) = 1. Wegen
N(«),N(B) € Z folgt N(«) = £1. Ist umgekehrt N(«) = +1, so hat man aa’ = %1, also a(£a') =1, d.h.
« ist Einheit. B

Wir konnen damit also schreiben:
. 6—D
Ry ={r+yw:z,y €Z,2* +dxy + Tgf =+1}.

Fiir negative Diskriminanten gilt folgender Satz:
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SATz. Fiir D <0 gilt
{£1, 253 fir D = -3,
Ry = {+1,+y/=1}  fir D = —4,

{x1} fiir D < —4.
Beweis: Wir miissen die ganzzahligen Losungen der Gleichung
) D 0+ |D
(x + iy)2 + |4—|y2 =2 + dzy + #yz =+1

bestimmen. Fiir D < —4 folgt y = 0, = %1, fiir D = —4 gibt es die Losungen (z,y) = (£1,0), (0, £1),
fiir D = —3 die Losungen (z,y) = (£1,0), (0, £1),(1,—-1),(—1,1), was die Behauptung zeigt. B

Wir kommen nun zu positiven Diskriminanten. Natiirlich gibt es immer die Einheiten +1.

LEMMA. Sei D > 0 und a € Red(D) mit Kettenbruchentwicklung [ag, u1,-.-,ur—1] wnd Niherungs-
briichen Z—:. Ist ¢ eine Finheit in Rp mit ¢ > 1, dann gibt es ein | > 1 mit
€ = qri—2 + qri—1Q.

Beweis: Wir schreiben

b++vD
a= +2a mit D =0b?—4ac, ggT(a,b,c)=1.
Wegen
b++vD
Rp=Z+Z- +2 —Z+Z-aa

gibt es z,y,2 € Z mit £ = z + ya und y = az. Dann ist &’ = z + ya'. Aus +1 = gg’ und ¢ > 1
folgt —1 < &’ < 1. Aus ¢’ < ¢ folgt ya' < ya, also y > 1 und damit z > 1. Wegen o < 0 folgt aus
—1<e& =z+yd <z+y-0und Ungleichung x > 0. Wir unterscheiden nun ein paar Fille:

e Wire x > y + 1, so hétte man
e=z+yd >1+y+yd =1+y(l+a)>1+y(l+(-1) =1,

ein Widerspruch. Dieser Fall kann also nicht eintreten, es gilt immer < y.
e Wir behandeln jetzt den Fall x = y = az. Dann ist

e=az(1+a), & =az(l1+a')>0.
Es folgt

+ b+2\/5)(a+ b_2\/l_)) = %z2(2a+b+ VD)(2a +b—+D) =

1 1
= ZZQ((Qa +b)? — (b® — 4ac)) = Zz2(4a2 + 4ab + b — b% + dac) = 2%a(a + b+ ¢).

1 = e’ =2%a

Dies zeigt zunichst a = z = 1, dann folgt aus a + b + ¢ = 1 die Beziehung ¢ = —b. Dann ist
D=0 —4ac=0>—4-1-(=b) =b> + 4b.

Also
a_b+\/b2+4b bV
B 2 T 2 '
Es gilt
b +4b<b?+4b+4=(b+2°=VD<b+2= 2<b—VD = -1<

woraus man schnell sieht, dafl o reduziert ist. Dann ist

b+2 D
6:x+ya:1+a:%
tatséichlich eine Einheit. o = [b, 1] erfiillt die Gleichung a® — ba — b = 0, also
oo 2t Vb2 +4b

2
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Dann ist b b1
Po P1 +
—:b:—, —:b,]_:b-|-]_:—,
o bl =7 o [b, 1] 7
also go = ¢1 = 1 und damit wie behauptet € = qo + g1 0.
e Was passiert im Fall z = 0?7 Dann ist
b++D
E=ya =zaa =2z 5
b2 — (b> — 4
ge' = zQM = 22ac,

4
was sofort z = 1, a = 1, ¢ = +1 liefert. Aus o/ = b=vb=dc VI;Z_“ < 0 folgt ¢ = —1, also D = b% + 4

und
b+Vb?+4
2
Die Kettenbruchentwicklung von « ist a = [b] mit der Gleichung a® — ba — 1 = 0. Mit ¢_; =0
und go = 1 folgt € = goax + q—1.
e Es bleibt der Fall 1 < z < y. Wir schreiben ea = u 4+ va und erhalten damit
_ea  va+tu

a =

a=—= .
€ yo + T
Es folgt
1
Yyoa+Tr =0+ u—
@
und damit
b++vD b—+D
y+r=v+ u,
2a 2c
C SR, SN S
— )+ — =w+ —u)— —u
2a” 2a” 2c 2c ’
was durch Koeffizientenvergleich
1 b o b
2a7 " T2 27 T TV T Y
also
c b
u=——y und v=-y+z
a a
ergibt. Nun folgt
_ b ¢ _ 2, b C o _ 2 ' 1,2 _
vz—uy = (Cy+a)r—(——yy=a+-ay+ -y ="+ (at+a)ry +aay” =

= (z+ya)(z+ya) =’ = £1.
Wegen 1 < z < y gibt es nun nach einem (beim Satz von Serret bewiesenen) Lemma n € N mit
@ =0Qp, UV=Ppn-1, U=Pn-2, Y =04n-1, T = (n-2-
Die die Kettenbruchentwicklung von a Periode k hat, gibt es wegen a = a,, ein | mit n = kl,

also * = qr_2, ¥ = qr1—1, wie behauptet. B

LEMMA. Sei a reduziert mit Diskriminante D > 0 und Kettenbruchentwicklung o = [Gg, u1,- -, Ur—1)
und Ndherungsbriichen Z—:. Dann ist

Gr—2 + qe—1c € R, mit  N(gr—2 + qe—100) = (—l)k.

Beweis: Wir schreiben

mit D =b? —4ac, ggT(a,b,c)=1.

Es gilt
__ Pk apg—1 + Pr—2
a = [anuh---,uk—ﬂ = [anuh---,ukfl,a] == ="
k. aqr—1 + qr—2
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was
1
Qk—2 + Q-1 = Pr—1 +pk—za
und mit
1 bv-vD
a 2c
dann

b 1 b 1
—(Qp_ _ —qr_1VD = _ —Pp—2) — —Pr—aVD
(zaqk 1+ gk 2)+2aqk 1 (P 1+2cpk 2) chk 2

liefert. Koeffizientenvergleich ergibt

+ + b d L !
— Q- —2 = Di— — Pk— n —Qk—1 = — —Pk—
2an 1T qk—2 = Pk—1 2(:pk 2 u 2an 1 2cpk 2,
daher
c
Pk—2 = ——(qk-1,
a
b b b b b
Pe—1 = 7Qk—1+q—2— 7 DPk—2=5-qk—1 T qk—2+ Q-1 = —Qk—1 + Qr—2.
2a 2c 2a 2a a
Wegen ggT(a,b, c) =1 ergibt sich sofort a|gr—1. Nun gilt
k b C o
(=1 = pr—1Qr—2 — Pr—2qk—1 = (5(11@71 + Qr—2)qk—2 + i1 =
- 2+ Q + C 9
= (k2o an72Qk71 an—l
N(gr—2 + qr—12) = (qr—2+ @—10)(qr—2 + @r—10’) = quz + qpoqr—1(a+a') + ql%qaal =

b c
= ql%—Q + %—2%—15 + (11%_15 = (_1)k

Wegen a|gi—1 ist gx—2 + gg—1a € Rp. W

SATZ. Sei D > 0 und a € Red(D) mit Kettenbruchentwicklung a = [Gg, u1,---,0r—1] und Niherungs-
briichen %. Dann gilt

R, ={£(qx—2 + qr—10)" : m € Z}.
Beweis: Wir miissen nur noch zeigen, daf} sich tatséchlich jede Einheit € in der Form +(qg—s + qr—1)"
mit einem n € Z schreiben 148t. Wir nehmen an, dies ist nicht der Fall fiir e. Durch Ubergang zu % oder
—e oder —% konnen wir € > 1 annehmen. Dann gibt es ein n > 0 mit

(-2 + Gr—10)" < & < (qr—2 + qr—1)"™".
Offensichtlich ist nun
E=c(qr-2+ qr—1a)™"
eine Einheit mit
1 <E< qh—2 + Q10
Nach einem vorangegangenen Satz gibt es ein [ > 1 mit
€= qu—2 + qr14,

was aber offensichtlich unmdéglich ist. Damit haben wir einen Widerspruch, der den Satz schlieflich

beweist. B

Bemerkung: Wir haben eine Maple-Funktion ‘rq_einheit’ geschrieben, die zu einer positiven Diskrimi-
nante D die Grundeinheit in der Form z + yw ausgibt.



Beispiele: In der folgenden Tabelle liefert z + y 2124 2+¥D jie Grundeinheit des Ringes Rp.

10. MODULKLASSEN

(D]lzly] D] = [y || D] = |y |[D] 2 [y |
51011 56 | 15 4 101 9 2 145 11 2
8 | 1|1 57 | 131 40 104 5 1 148 6 1
121 2 |1 60 4 1 105 37 8 149 28 5
13111 61| 17 5 108 26 5 152 37 6
171 3 | 2 65 7 2 109 | 118 25 153 | 2001 | 352
200 2 | 1 68 4 1 112 | 127 24 156 25 4
21 2 |1 69 | 11 3 113 | 703 146 157 98 17
24| 5 | 2 721 17 4 116 70 13 160 19 3
28| 8 | 3 73| 943 | 250 117 5 1 161 | 10847 | 1856
291 2 |1 76 | 170 39 120 11 2 164 32 5
3213 |1 77 4 1 124 | 1520 | 273 165 6 1
3319 8 80 9 2 125 5 1 168 13 2
371 5 | 2 84 | 55 12 128 17 3 172 | 3482 | 531
401 3 | 1 85 4 1 129 | 15371 | 2968 173 6 1
41| 27 | 10 88 | 197 42 132 23 4 176 | 199 30
44 110 | 3 89 | 447 | 106 133 79 15 177 | 57731 | 9384
451 3 | 1 92| 24 5 136 35 6 180 | 161 24
481 7 | 2 93| 13 3 137 | 1595 | 298 181 | 604 97
52 |18 | 5 96 5 1 140 6 1 184 | 24335 | 3588
53| 3 |1 97 | 5035 | 1138 141 87 16 185 63 10

| D | z | y |

2001 19301573127 882709936

2004 11242731902975 502288218432

2005 197 9

2008 3832352837 171046278

2009 137866468650241 6292130833920

2012 24648 1099

2013 329 15

2016 449 20

2017 | 104143603017222376944052963 | 4743392230761615119582962

2020 809 36

2021 22 1

2024 45 2

2028 1351 60

2029 22 1

2032 44757606858751 1985797689600

2033 60424559051 2741038872

2036 395727950 17540333

2037 331 15

2040 271 12

2041 15040127574888277 680896478514216

10. Modulklassen

137

Ist M € Mod(D) und a € K*, so gilt End(aM) = End(M) = Rp, also hat auch aM Diskriminante D,
d.h. aM € Mod(D). Wir konnen daher eine Relation auf Mod(D) definieren:

My ~ My

< M; = ol fiir ein a € K*.
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Offensichtlich ist ~ eine Aquivalenzrelation. Die Aquivalenzklassen von M heiBt die Modulklasse M von
M. Da die Relation auch mit der Multiplikation vertraglich ist, d.h.

My ~ My, Ny ~Ny = MN; ~ MsN,
induziert die Modulmultiplikation eine Multiplikation der Modulklassen durch die Vorschrift
M-N=MN.
Die Menge der Modulklassen wird dann zur sogenannten Klassengruppe H(D) zur Determinante D:

H(D) = {3 : M € Mod(D)}.

LEMMA. Das neutrale Element in H(D) ist Rp, invers zu M ist M'.

Beweis: Die erste Aussage folgt aus RpM = M fiir M € Mod(D), die zweite aus der Beziehung MM’ =
N(M)RD ~Rp. 1

Bemerkung: Es ist zunichst nicht klar, wie man Moduln M;, My € Mod(D) ansehen kann, ob sie
dquivalent sind oder nicht.

SATzZ. Seien My, My € Mod(D) mit

by +vD bs + VD
M1:A1(Z.a1+z.%), Mg:Ag(Z-a2+Z-%)_
Dann gilt mit
by + VD b» + VD
o=, =
2a1 2a2
die Aquivalenz
A B
My ~M, < esgibt A,B,C,D € Z mit AD — BC = +1 und a = —2 72|
Cay + D
Beweis: Es gilt
b D b D
My~ My, Al(z-al+z-¥)~A2(z-a2+z-¥) —
b D b D
e 242a=7+2.0VD g g VD
2a1 2(12
< Z+Zay =a(Z+ Zay) =Za+ Zaas fiir ein a € K
<— esgibt A,B,C,D € Z mit AD — BC = +1 und a € K mit
a=Ca; +D, aay=Aa;+ B
A B
e esgibt A,B,C,D € Z mit AD — BC = +1 und ay = =172
OOLl-l-D

was die Behauptung beweist. B

Bemerkung: Der letzte Satz wird sich fiir Diskriminanten D > 0 als hilfreich erweisen. Um Klassen-
gruppen explizit zu berechnen, werden wir die Féille D > 0 und D < 0 unterscheiden.
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11. Hauptideale

Sei D eine quadratische Diskriminante, § = D mod 2, § € {0,1} und w = %. Dann ist Rp = Z + Zw
und

SWw)=w+w' =6, Nw)=ww' =——, > -Sww+N(w)=0, also w?= DT_(S + dw.

Ist « € K*, so gilt fiir aRp = Za + Zow die Beziehung End(aRp) = End(Rp) = Rp, also hat auch
aRp Diskriminante D, d.h. aRp € Mod(D).

DEFINITION. Ein Modul M € Mod(D) heifit ein Hauptideal/Hauptmodul, wenn es ein o € K* gibt mit
M = aRp. Die Menge der Hauptideale bezeichnen wir mit HMod (D), d.h. HMod(D) = {aRp : « € K*}.

Das erzeugende Element a eines Hauptmoduls aRp ist nur bis auf eine Einheit bestimmt, wie folgendes
Lemma zeigt:

LEMMA. Fiir o, € K* gilt:
(6

B

aRp = ﬂRD <~ S RE

Beweis:

aRp =fRp <= a«a€pRpundf€aRp <= «a=puund f=avmitu,v € Rp
a

B

a

B

<~ GRDundgeRD <~ € Ry,

was alles beweist. B

Natiirlich ist HMod(D) eine Untergruppe von Mod(D). Mit dem letzten Lemma erhélt man dann sofort
folgende gruppentheoretische Charakterisierung:

SATz. Die Zuordnung K* — Mod(D), a — aRp liefert einen Gruppenisomorphismus
K*/R}, ~ HMod(D).

Der folgende Satz gibt eine weitere gruppentheoretische Beschreibung der Klassengruppe H(D):

SATZ. Die Aquivalenzklassenabbildung Mod(D) — H(D), M +— M induziert einen Gruppenisomorphis-
mus

Mod(D)/HMod(D) ~ H(D).

Beweis: Die Abbildung
f:Mod(D) = H(D), M~ M
ist offensichtlich ein surjektiver Gruppenhomomorphismus. Es gilt

M e€Kemn(f) <= M=Rp <= M=aRpfireinacK <= M € HMod(D),

was dann die Behauptung beweist. B

Die entscheidende Beziehung zwischen Elementnorm N(a) = aa’ und Modulnorm N(aRp) liefert der
folgende Satz:

SATZ. Fir a € K* gilt:
N(aRp) = [N(a)],

d.h. Idealnorm und Elementnorm stimmen bis aufs Vorzeichen iberein.
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Beweis: Wegen R, = Rp gilt
N(aRp)Rp = (aRp)(aRp)' = ad’ Rp = N(a)Rp,
was durch Schnitt mit Q die Beziehung
Z -N(aRp) =QnN (N(aRp)Rp) = QN (N(a)Rp) =Z - N(a)
und damit N(aRp) = £N(«) liefert. m

Alternativer Beweis: Schreiben wir a = = + yw, so gilt
D-¢ D -4
aRp = a(Z + Zw) = Z(z + yw) + Z(2w + Vv + ydw) = Z(x + yw) + Z(yT + (z + yd)w).

Die Ubergangsmatrix zur Berechnung der Norm von aRp ist dann

T Y
y% T+ yd
o—D

mit Determinante 2> + dzy + 272y?, was wegen

0—D
Nz +yw) = (z + yw)(z + yo') = 22 + (W + W' )zy + ww'y® = 22 + Szy + Ty2

mit der Norm von « iibereinstimmt und damit die Behauptung beweist. B

Bemerkung: Mit den Bezeichnungen des letzten Beweises gilt fiir o = = + yw
D-§
aRp =Z(x + yw) + Z(yT + (z + yo)w).

Bestimmt man die zugehoérige Normalform, so erhélt man aRp in der Form A(Za + Z@). Die Maple-
Funktion ‘hauptideal’ geht so vor. Eine alternative Moglichkeit gibt das folgende Lemma:

LEMMA. Ist a = A(z +yw) € K* mit A € Q, z,y € Z mit ggT(x,y) = 1, wihlt man u,v,b,a € Z mit
D-§ 6—D
ur+vy=1 b= (-0x+ Ty)u + 2z + Sy)v, a= |2+ dxy + Ty2|,

so gilt

b+ VD

aRp = A(Z-a+Z-——),

Beweis: Natiirlich kénnen wir 0.E. A = 1 annehmen. Dann ist « = z + yw mit z,y € Z, ggT(z,y) = 1
und

D-§
aRp = aZ+Zw) =7Z(z + yw) + Z(zw +yT + yow) =

D-9§
= Z(a:+yw)+Z(—:v6+yT + zw) =

0 ++vD D-§ 0+ VD
= Z(z+y +2 )+ Z(—x0+y 1 +2x +2 )=
_ 2x+§y+y\/D+Z —bz+ 252y + 2v/D
T 2 '

S

Wegen ggT(z,y) = 1 ist die Normalform offensichtlich Z - a 4+ Z - %, wo a die Norm ist. Fiir £

kann irgendein Element aus aRp gewihlt werden, dessen Koeffizient bei v/D die Zahl % ist, also z.B. das
Element mit dem im Satz angegebenen b. B
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Beispiel: D = —19. Wir bestimmen alle primitiven Moduln mit Norm < 20:

14++v/-19 Z_E)_'_Z_l-l-\/—lg Z_5+Z_—1-|-\/—19 Z_7+Z_3+\/—19
2 )

2 7 2 ’ 2 7
-3++v—19 9+ V-19 -5++v—19 7++/-19
2 Y 2 ) 2 )
—7+v-19
2

5 . Z17T+7Z-
19+ /=19
—

Z+7-

Z-7T+7- Z-11+7 Z-11+7-

Z-17+7- . Z-19+7Z-

Wir suchen fiir |z|, |y| < 20 nach primitiven Moduln (2 + yw)Rp mit Norm < 20:

14++/—19 194+ +/—19

WRp=Z-5+2-—4—=, (1-20)Rp=7-19+Z Y
-1+ +v/-19 1+ +/—19

2 ’ 2 ’
3++/—-19 —3++v/—19
%, (2—w)RD:Z-7+Z-+f,
5+ +/—19 —5++/—19

2 2 ’

7++v—19 —7++v-19
2 2 ’

(1-w)Rp=Z-5+7Z- (WRp=Z+1Z-
1+wRp=Z-7T+7Z-
2+wRp=2Z-11+%- , 3-wRp=Z-11+7Z-
(3+w)Rp=2Z-17T+%- ., A-wBRp=Z-1T+7Z-
Man sieht, daf} alle primitiven Moduln mit Norm < 20 Hauptmoduln sind. Gilt daher schon Mod(—19) =
HMod(—19)?

Beispiel: D = —20. Wir listen alle primitiven Moduln mit Norm < 20 auf:

0-"# "_20, Z.g_,.z.L ;_20, Z-3-|-Z-2+7 ;_20, Z-3+Z-_2+f "_20,

0++v/-20 6++v/-20
2 2

24++/-20 —24+/-20
B T2
—6++v/—20 4+\/—20, Z-9+Z-_4+\/_20, Z-10+Z-10+\/_20,
2 2 2 2
6+v—20 ;_20, 7Z.14+7.

—6+2\/—20’ Z-15+Z-10+2\/_20,
—10++/-20 14 + /=20 —14 4+ /=20
2 2 2 ’

Z+7Z

Z -5+7- Z-6+7Z Z-6+7Z Z -7+ 7

Z-7+7- , Z-9+7Z-
Z 14+7-
Z-15+7- . 71847 . 7184 7Z-
Nun listen wir alle primitiven Moduln (z + yw)Rp mit |z, |y| < 20 und Norm < 20 auf:
wRD=Z-5+Z-%_—20, (1—w)RD=Z-6+Z-_2%‘/_—20,

-6+ /20 6 ++—20
2 2

()Rp=Z+7Z-
2-w)Rp=7Z-9+7Z-
B—w)Rp=Z-144+7Z- , B+w)Rp=Z-14+7Z-

Es treten also hier keine primitiven Hauptmoduln mit Norm 2, 3, 7, 10, 15, 18 auf. Wegen N(z + yw) =
z2 + 5y? sieht man auch sofort, daf es keine primitiven Hauptmoduln mit den angegebenen Normen
geben kann. Wir haben also HMod(—20) # Mod(20).
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Beispiel: D = 13. Wir listen alle primitiven Moduln mit Norm < 20 auf und geben gleich die dazu
gefundenen Darstellungen (z + yw)Rp mit |z|, |y| < 4 (bis aufs Vorzeichen) an.

Z—}—Z-l_'_ig/ﬁ = ()Rp=(1+w)Rp=(2—w)Rp =(4+3w)Rp
z-3+z-”72‘/E = wRp =3 -w)Rp=(3+2)Rp
z-3+z-_1+f*/E = (1-w)Rp=(2+w)Rp
Z-9-|-Z-7+T\/ﬁ = (3—2w)Rp=3+w)Rp
z-9+z-_7+f‘/ﬁ = (1+2w)Rp = (4—w)Rp
z-13+z-13+T‘/ﬁ — (1-20)Rp
z-17+z-9+72‘/E — (4+w)Rp
z-17+z-_9+f*/E — (2+3w)Rp.

Die angegebenen primitiven Moduln sind also alle Hauptmoduln. Die Darstellung ist nicht eindeutig, da
es nichttriviale Einheiten gibt, z.B. 1 + w.

12. Ubungen
Aufgabe 6.1: Sei

C D
Zeige, dafB sich M als Produkt mit Faktoren aus {S,T, T} schreiben 148t, wobei

0 1 11 1 -1
=(Ve) r=(o1) m=(6 )

Aufgabe 6.2: Sei K ein quadratischer Zahlkérper mit Fundamentaldiskriminante D. Bezeichnet Ry die
Ordnung mit Diskriminante f2D, so gilt fiir das Produkt von Ordnungen (als Moduln):

M:(A B) mit 4,B,C,DeZ und AD— BC = +1.

ist.

Rf1 sz = RggT(fl,fz)'

Aufgabe 6.3: Sei D Fundamentaldiskriminante eines quadratischen Zahlkorpers und M; € Mod(fZD),
M; € Mod(f2D). Dann gilt:

N(M1M2) = N(Ml)N(Mg) und M1M2 S MOd(ggT(fl, f2)2D)

Aufgabe 6.4: Sei D eine reellquadratische Diskriminante mit D = 1 mod 8 und ¢ eine Grundeinheit der
zugehorigen Ordnung. Dann ist € auch Grundeinheit der Ordnung mit Diskriminante 4D.

Aufgabe 6.5: Sei D eine reellquadratische Diskriminante mit D = 5 mod 8 und ¢ Grundeinheit der
Ordnung Rp.

(1) Ist € € Ryp, so ist e Grundeinheit der Ordnung R4p.

(2) Ist e € Rap, so ist €3 Grundeinheit von Ry4p.

Aufgabe 6.6: Sei ep die Grundeinheit des Ringes Rp fiir eine reellquadratische Diskriminante D.
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(1) Zeige: Gibt es eine Primzahl p = 3 mod 4 mit p|D, so gilt N(ep) = 1.
(2) Gib numerische Beispiele, die zeigen, da§ die Umkehrung in 1. im allgemeinen nicht gilt.

Aufgabe 6.7: Sei D = p eine Primzahl mit p = 1 mod 4. Zeige, da3 die Grundeinheit des Ringes Rp
Norm —1 hat.

Aufgabe 6.8: Sei D eine reellquadratische Diskriminante und o € Red(D) mit der Kettenbruchentwick-
lung o = [wg, @1, - .-, r—1) und den N&herungsbriichen Z_ Es wurde gezeigt, dal ¢ = qx_2 + gr_1 eine
Grundeinheit der Ordnung Rp ist. Hier soll die (einfache) Abschitzung

e<el

in folgenden Schritten bewiesen werden.
(1) Definiere eine Folge f3; durch
Bo=1 B_1=0, Bi=a;fi1+Bi2firi>0,
wobei a; = p'(a) die Nachfolger von a in der Kettenbruchentwicklung sind, was insbesondere
u; = |a; | und a = ap = « liefert.
(2) Zeige durch Induktion ¢; < §; fiir alle ¢ > —2.
(3) Zeige = < By.
(4) Zeige durch Induktion 3; < (a1 + 1)(a2 +1)...(a; + 1) fiir alle ¢ > 1.
(5) Folgere B; < e*rta2t+ai ypnd damit e < e*r Tzt +or,
(6) Dann gilt
e < ezaeRed(D) o
und mit der frither bewiesenen Ungleichung acRed(D) @ < D folgt die behauptete Abschitzung
fiir €.

Aufgabe 6.9: Sei D = 0 mod 4 eine quadratische Diskriminante. Charakterisiere die D’s, fiir die ein
primitiver Modul mit Norm 4 und Diskriminante D existiert.






KAPITEL 7

Imaginirquadratische Klassengruppen

1. Einfiihrung

Sei D eine quadratische Diskriminante. Die Moduln mit Diskriminante D lassen sich in der Form

b++D
5 )

M=AZ -a+7Z- mit D =0b?—4ac, ggT(a,b,c)=1, oE. —a<b<b

schreiben. Durch
My ~ M < M = alM, firein a € K

wird eine Aquivalenzrelation definiert, die mit der Modulmultiplikation vertriglich ist. Die Menge der
Aquivalenzklassen liefert die Klassengruppe H(D) zur Diskriminante D:

H(D) = {M : M € Mod(D)} = Mod(D)/ ~ .
Das neutrale Element ist die Klasse von

(D mod 2) + VD

Rp=7Z+17. 5

Aus der Normrelation MM’ = N(N)Rp ~ Rp folgt M =T
Die Ordnung der Klassengruppe H(D) heifit die Klassenzahl h(D) zur Diskriminante D:

h(D) = #H(D).

Um die Klassengruppe zu beschreiben, wollen wir versuchen, aus jeder Aquivalenzklasse moglichst einfa-
che Reprisentanten auszuwéihlen.

2. Der Reduktionsalgorithmus
Sei M € Mod(D) durch

b+ VD
2

gegeben. Da wir D < 0 voraussetzen, ist

M=AZ a+Z- ), D =0b>—4ac, ggT(a,b,c)=1, oE. —a<b<a

dac=0b0* - D =b* +|D|.

Daher gilt wegen a > 1 auch ¢ > 1. Wir haben

D D
Az arz PPy gy g EYD
2 2
also kénnen wir uns sofort auf primitive Moduln beschrinken.
Aus 4ac = b? — D folgt
—vD D —vD 2_D — D
b 2;/_ (z-a+z-b+2*/_>:z.b 2‘/_+z-b4a :Z-c+Z.%—,

Version vom 12.2.2002
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Damit erhalten wir

Z.a+Z.b+2\/5 ~ Z.c_;_z.ﬂ:
_ Z_C+Z_(—b+2c12n)+\/l_7

firme Z,alsoo.E. —c<—-b+2me<c

Mit dieser Beziehung definieren wir einen Reduktionsalgorithmus:

Reduktionsalgorithmus: Gegeben sei M € Mod(D) mit

b++vVD
2 b

Anfang: Ist die Ungleichung —a < b < a nicht gewéhrleistet, reduziere b modulo 2a so, daf}
—a < b < a gilt. Explizit: b := b mod 2a, ist dann b > a, setze b := b — 2a.

M=Z-a+7Z- D =b> —4ac, ggT(a,b,c)=1, oE. —a<b<a.

Berechne ¢ := b24_aD , wenn ¢ noch nicht bekannt ist.
Reduktionsschritt: Fiihre folgendes aus, solange a > ¢ gilt:
b2 - D
a:=c¢, b:=—-bmod2amit —a<b<a, c:= 1
a

Abschluf: Ist a = ¢ und b < 0, ersetze b durch —b. Gib den Modul Z - a + Z - b+;/5 aus.

Nun gilt —a < b < a, a < c. Ist a = ¢, so gilt aulerdem noch b > 0.

Bemerkungen:

(1) Da im Reduktionsschritt a kleiner wird, hért der Reduktionsalgorithmus nach endlich vielen
Schritten auf.

(2) Die Reduktion b := —b mod 2a mit —a < b < a, kann man explizit so erhalten: b := —b mod 2a,
ersetze im Fall b > a dann b := b — 2a.

(3) Da nach obiger Relation im Fall a = ¢ die Beziehung Z -a + Z - %ﬁ ~Z-a+7Z- #ﬁ gilt,
kann man o.E. b > 0 wihlen.

Beispiel: Wir starten mit M =Z-1013+Z- 497% V=163 yind erhalten bei Reduktion die folgenden Tripel
(a,b,c):

[ a [ b ]c]
1013 | 497 | 61
61 9|1
1 1 |41
Also ist M &dquivalent zu Z + Z - 1+V2*163_
Beispiel: Wir reduzieren den Modul
M=Z-100019+Z-% V=999

und erhalten dabei folgende Tripel (a, b, ¢):
L a [ b [ ¢ ]
100019 | 90505 | 20474

20474 | -8609 | 905
905 -441 54

o4 9 )
) 1 50
\/m.

Der Ausgangsmodul M ist also dquivalent zu Z - 5 + Z - 15
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Beispiel: Wir betrachten den Modul M € Mod(—10007)

17742 1 4947 + /-1
M = Z -100000000000000000129+ Z - TT42755318685394947 + 0007.

2
Beim Reduzieren ergeben sich folgende Tripel (a, b, ¢):
| a | b | c |
100000000000000000129 | 17742755318685394947 | 787013415746847176
787013415746847176 -428460172254757075 | 58314799829164008
58314799829164008 -38058226378554989 6209523994443004
6209523994443004 801082411896965 25836643486077
25836643486077 25690179657499 6386136527276
6386136527276 -145633548395 830280183
830280183 -495763813 74005668
74005668 51729805 9039756
9039756 2508731 174057
174057 -71933 7432
7432 -2387 192
192 83 22
22 5 114

Unser Ausgangsmodul M ist also dquivalent zu

7.224+7. 5+\/;10007_

Wir nennen einen Modul M € Mod(D) reduziert, wenn er durch das Reduktionsverfahren nicht mehr
verdndert wird, was zu folgender formalen Definition fiihrt.

DEFINITION. Ein Modul M € Mod(D) heifit reduziert, wenn gilt

b D
M = Z-a+7Z- +2\/_, D =b* —4ac, ggT(a,b,c) =1,

—a<b<a, a<c¢c und b>0im Falla=c.

Die Menge der reduzierten Moduln wird

Red(D) = {Z-a+7Z- b +2\/5 € Mod(D): D =0b*—4ac, ggT(a,b,c)=1,

—a<b<a, a<c und b>0im Fall a=c}.

Bemerkung: Genau genommen ist die Definition nicht ganz exakt, denn b ist durch den Modul M nicht
eindeutig bestimmt, sondern nur modulo 2a. Man sollte also genauer sagen, ein Modul M heifit reduziert,
wenn er sich in obiger Form schreiben 1483t.

Der Reduktionsalgorithmus liefert nun sofort folgendes Ergebnis:

SATZ. Der Reduktionsalgorithmus wandelt jeden Modul M € Mod(D) in einen reduzierten Modul um,
d.h. jeder Modul M € Mod(D) ist zu einem Modul aus Red(D) dquivalent.

Bemerkung: In Maple stellen wir einen primitiven Modul Z-a+ Z - %ﬁ durch ein Tripel [a, b, D] dar.
Die Funktion HD_red liefert zu einem Modul M nach obigem Reduktionsalgorithmus den zugehorigen
reduzierten Modul.
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3. Die Menge Red(D) der reduzierten Moduln

Wir wollen jetzt die reduzierten Moduln untersuchen.

LEMMA. Fiir Z -a + Z - Y2 ¢ Red(D) gilt

D
b < a< % = 0.57735../|D).

Insbesondere ist Red(D) eine endliche Menge.

Beweis: Wir haben |b| < a < cund D = b* — 4ac. Es folgt
|D| +a® > |D| +b* =b* — D = dac > 4d,

also a? < £|D|, was die Behauptung beweist. B

Beispiel: Mit den obigen Abschiitzungen erhilt man sofort

1++/-3 0++—4
2

Red(—3) = {Z +Z- }, Red(—4)={Z+2Z - ———).

Es gibt auch eine Art von Umkehrung des letzten Lemmas:

LemMA. Gilt fir M = Z -a+ Z - YD ¢ Mod(D)

D
—a<b<a und a< %,

so ist M reduziert.

Beweis: Mit D = b*> — 4ac und der Voraussetzung 4a® < |D| folgt

¥»—D b +|D| _ |D| _ 4a®
- > > = a,
4a 4a ~ 4a T 4a
also ist ¢ > a. Gilt ¢ > a, so ist M reduziert. Gilt ¢ = a, so folgt b = 0, was mit ggT(a,b,c) = 1 sofort
a=c=1,also M = Z + Z - /-1 impliziert. Dieser Modul ist offensichtlich auch reduziert, was die

Behauptung beweist. B

CcC =

LEMMA. Sei M = Za + Z% reduziert. Dann gilt
min{N(a) : « € M,a # 0} = @’
und fira € M

{xa} im Fall a < c,
N(a)=a’> <<= «ac {ia,i%} im Fall a = c,a > 1,
{:tl,:t1+‘2/__3,:|:_1+2‘/__3} im Falla=b=c=1 und D = -3.

Beweis: Fiir

b D 2 byl> |D
+\/_y gilt  N(a) = [2az + by am;ll— vl + %yQ.
Nach eventuellem Ubergang zu —a kénnen wir 0.E. 3 > 0 voraussetzen. Auerdem sei a # 0.
Fall y = 0: Es ist N(a) = a*z? > a?, interessant ist hier nur a = +a.
Fall y = 1: Wir haben N(a) = }(|2az + b|* + |D|).
Ist [2ax + b| > |b], so wird

a = axr +

b2 + |D
7+| |=ac>a2

N(@) > = >,
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das Element kann also nicht minimal sein.
Es bleibt nur die Moglichkeit |2az + b| < |b]. Wegen —a < b < a bleiben nur die Félle z = 0 oder x = —1,
wenn b = a gilt. Dann ist |2az + b| = |b| und damit

b2+ |D
N(a) = # = ac > a’.
Der Fall ist also nur interessant, falls ¢ = a gilt. In diesem Fall gilt auch N(a) = a?.
FﬁrazzOhatmanaz“‘%mmitcza.

Fiir z = —1 und b = a und a = ¢ ist wegen ggT(a,b,c) =1 dann a = b = ¢ = 1 und damit D = —3 und
a=—1+1/3 _ —14v-3
2 7 -

Fall y > 2: Hier gilt

ol

1 > |D| > 3a® > a?,

N(a) = (az + gy)2 +

dieser Fall ist also nicht interessant.
FaBt man die obigen Fallunterscheidungen zusammen, erhilt man die Behauptung. B

SATz. Die Menge Red(D) ist ein Reprisentantensystem der Klassengruppe H(D).

Beweis: Wir haben bereits gesehen, daf} jeder Modul zu einem reduzierten dquivalent ist. Es bleibt noch
zu zeigen, daf} in jeder Klasse nur ein reduzierter Modul liegt. Seien also M7, M» reduziert mit My = AM;
und a; = N(M;), as = N(M>). Dann ist

MM, = XM} M; = \N(M;)Rp.
Sei @ = AN(M), also M{Ms = aRp. Wegen M| C Rp, M> C Rp gilt a € M| und o € M». Es folgt
N(a) = N(O[RD) = N(M{MQ) = N(M{)N(Mg) = a1as.

Wegen a € M| folgt N(a) > a3, wegen a € M folgt N(a) > a3, was sofort a; = as impliziert. AuBerdem
ist nun « Element minimaler Norm in M{ und M,. Wir unterscheiden mit dem vorangegangnen Lemma
zwei Fille, je nachdem wie « als Element minimaler Norm in M aussieht. Wir kénnen D < —3 annehmen,
da #Red(-3) =1 gilt.

e a=*+ay = ta;. Aus M{Ms = aRp = a;Rp = M{M; folgt M; = M>.

+ b2+2\/5 + b1 +2\/5

o o= und as = ¢z > 1. Da o' Element minimaler Norm in M; ist, folgt o’ =
mit a; = c¢;. Dies liefert by = —bs, wegen a; = ¢; = as = ¢g, also by = by = 0 und damit

My = M. (Aus ggT(a1,b1,c1) =1 folgt auch a; = ¢; =1 und damit D = —4.) &

Bemerkungen:

(1) Durch Bestimmung von Red(D) erhalten wir also ein Reprisentantensystem vom H(D).
(2) Wie kann man testen, ob zwei Moduln M;, M> € Mod(D) &dquivalent sind oder nicht? Man
reduziert die Moduln zu (M )req und (Ms)req testet, ob diese Moduln gleich sind oder nicht.

FOLGERUNG. Fiir die Klassenzahl h(D) = #H(D) gilt
h(D) = #Red(D).

Wie bestimmt man die Menge Red(D) der reduzierten Moduln mit Diskriminante D explizit? Der Modul

b++vD

M=7- Z -
a+ 5 R

D =b* —4ac, ggT(a,b,c) =1

ist genau dann reduziert, wenn

—a<b<a, 1<a<ec¢ imFalla=cistb>0, D=0b"—4ac, ggT(a,bc)=1
gilt. Wegen
b2 + |D|

dac=0*+|D|, b=Dmod?2, |b<a< ac= 1
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sind die Bedingungen &quivalent zu folgenden:

b + |D| _ 2 . .
|b] <a< T b=Dmod2, 4ac=0b"+|D|, im Fall |b|=a oder c=aist b> 0.

Wir erhalten damit folgendes Verfahren:

Algorithmus zur Bestimmung von Red(D): Fiir eine negative Diskriminante D werden alle redu-
zierten Moduln Za + Z@ bzw. die zugehérigen Tripel (a, b, ¢) aufgelistet:
(1) Setze b:= D mod 2.

(2)

(3) Setze a :=b. Ist a = 0, setze a := 1.

(4) Ist A mod a = 0, berechne ¢ := %.

(5)
noch (a,—b,c) bzw. Za + Z%.

(6) Setze a :=a+ 1. Ist a < w, gehe zu 4.

(7) Setze b:= b+ 2. Gehe zu 2.

Beispiel: D = —103. Wir wollen die reduzierten Tripel (a,b,¢) ~ Z -a + Z - @ nach obigem
Verfahren bestimmen und testen daher die Moglichkeiten fiir b:
o b =1 liefert A =26, |vVA|] =5. Wegen b < a < |VA] und a|A sind nur a = 1,2 sind moglich.
Dies liefert die Tripel (1,1,26), (2,1,13), (2,—1,13).
o b =3 liefert A =28, |[VVA| =5. Wegen b < a < |VA] und a|A ist nur a = 4 moglich und liefert
(4,3,7), (4,-3,7).
o b =5 liefert A =32, |[VA|] = 5. Wegen b < a < [V/A], bleibt nur a = 5, was aber wegen der
Bedingung a|A nicht geht.
o b =7 liefert A =38, |v/A| = 6. Wegen der Bedingung b < [V/A|, sind wir nun fertig.
Wir haben also
Red(—-103) ~ {(1,1,26),(2,1,13),(2,—1,13),(4,3,7),(4,-3,7)},
insbesondere ist H(—103) eine Gruppe mit 5 Elementen.

Bemerkung: Die Maple-Funktion Red(D) liefert zu einer imaginérquadratischen Diskriminante D die

Menge der reduzierten Moduln mit Diskrimiante in der Form [a,b, D], was Z -a + Z - @ entspricht.
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Beispiele: In der folgenden Tabelle finden sich zu den ersten negativen Diskriminanten die reduzierten
Tripel (a, b, ¢) mit Diskriminante D.

[ D] (abe) |
3,10
4 ([ (1,0,1)
T d,1,.2)
8 ([(1,0,2)
1 (1,1,3)
12 {[(1,0,3)
15 || (L14),(2,1,2)
16 || (1,0,4)
19 [ (1,1,5)
-20 (170,5)7(2,273)
23 [ (1,1,6),(2,1,3),(2,-1,3)
-24 (170,6)7(2,073)
27 [[(1,1,7)
28 [[(1,0,7)
31 [ (LIR),(2,1,4),(2, 1,4)
32 [ (1,0,8),(3,2,3)
35 [ (1,1,9),(3,1,3)
736 || (1,0,9),(2,2,5)
739 || (1,1,10),(2,1,5),(2,-1,5),(3,3,4)
40 || (1,0,10),(2,0,5)
43 [ (1,1,11)
A4 || (1,0,11),(3,2,4),(3,-2,4)
-47 (171,12)7(2,1 6),( ) (3,174) (37'1,4)
48[ (1,0,12),(3,0,4)
51| (1,1,13),(3,3,5)
52 | (1,0,13),(2,2,7)
-99 (171,14)7(2,1 7),(2 -1 7) (4,374)
56 || (1,0,14),(2,0,7),(3,2,5),(3,-2,5)
-59 (171,15)7(3,175),(3 -1 5)
760 || (1,0,15),(3,0,5)
-63 (171,16)7(2,1 8),(2 -1 8) (4,174)
64 || (1,0,16),(4,4,5)
67 || (1,1,17)
68 | (1,0,17),(2,2,9),(3,2,6),(3,-2,6)
-71 (171,18)7(2,179),(27'1,9)7(3,176),(37'1,6)7(4,375),(47'375)
72 [ (1,0,18),(2,0,9)
775 || (1,1,19),(3,3,7)
776 || (1,0,19),(4,2,5),(4,2,5)
79 || (1,1,20),(2,1,10),(2,-1,10),(4,1,5),(4,-1,5)
-80 (170,20)7(4,075),(372,7)7(3,'277)
83 [ (1,1,21),(3,1,7),(3,-1,7)
-84 (170,21)7(3,077),(272,11)7(5,475)
87 [ (1,1,22),(2,1,11),(2,-1,11),(3,3.8),(4,3,6),(4,-3,6)
-88 || (1,0,22),(2,0,11)
o1 || (1,1,23),(5,3,5)
-92 (170,23)7(3,278),(37'2,8)
95 || (1,1,24),(2,1,12),(2,-1,12),(3,1,8),(3,-1,8),(4,1,6),(4,-1,6),(5,5,6)
-96 (170,24)7(3,078),(572,5)7(4,477)
99 [ (1,1,25),(5,1,5)
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-144 470,9)7(5,478),(57'4,8)

| D || a,b,c)
-100 [ (1,0,25),(2,2,13)
-103 ]-,]- 26 ,(271,13)7(2,'1713),(473,7)7(4,'377)
~104 |[ (1,0,26),(2,0,13),(3,2,9),(3,-2,9),(5,4,6),(5,-4,6)
-107 || (1,1,27),(3,1,9),(3,-1,9)
-108 [ (1,0,27),(4,2,7),(4,-2,7)
111 || (1,1,28),(2,1,14),(2,-1,14),(4,1,7),(4,-1,7),(3,3,10),(5,3,6),(5,-3,6)
112 || (1,0,28),(4,0,7)
115 |[ (1,1,29),(5,5,7)
-116 || (1,0,29),(2,2,15),(3,2,10),(3,-2,10),(5,2,6),(5,-2,6)
119 |[ (1,1,30),(2,1,15),(2,-1,15),(3,1,10),(3,-1,10),(5,1,6),(5,-1,6),(4,3.8),(4,-3.8),(6,5,6)
-120 || (1,0,30),(2,0,15),(3,0,10),(5,0,6)
123 | (1,1,31),(3,3,11)
124 [ (1,0,31),(5,4,7),(5,-4,7)
127 || (1,1,32),(2,1,16),(2,-1,16),(4,1,8),(4,-1,8)
128 [ (1,0,32),(3,2,11),(3,-2,11),(4,4,9)
131 || (1,1,33),(3,1,11),(3,-1,11), (5 3,7),(5,-3,7)
132 [ (1,0,33),(3,0,11),(2,2,17),(6,6,7)
135 |[ (1,1,34),(2,1,17),(2,-1 17),(4 3 9),(4,-3,9),(5,5,8)
-136 || (1,0,34),(2,0,17),(5,2,7),(5,2,7)
139 || (1,1,35),(5,1,7),(5,-1,7)
-140 || (1,0,35),(5,0,7),(3,2,12),(3,-2,12),(4,2,9),(4,-2,9)
143 | (1,1,36),(2,1,18),(2,-1,18),(3,1,12),(3,-1,12),(4,1,9),(4,-1,9),(6,1,6),(6,5,7),(6,-5,7)
(
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-151 |[ (1,1,38),(2,1,19),(2,-1,19),(4,3,10),(4,-3,10),(5,3,),(5,-3,8)
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199 || (1,

-147 | (1,1,37),(3,3,13)
-148 || (1,0,37),(2,2,19)

)
152 || (1,0,38),(2,0,19),(3,2,13),(3,-2,13),(6,4,7),(6,-4,7)
-155 || (1,1,39),(3,1,13),(3,-1,13),(5,5,9)
156 || (1,0,39),(3,0,13),(5,2,8),(5,-2.8)
-159 ]-,]- 40 ) 271,20)7(2,'1720),(471,10)7(4,'1710)7(5,178)7(5,'178)7(3,3714)7(6,377)7(6,'377)
-160 || (1,0,40),(5,0,8),(4,4,11),(7,6,7)
163 || (1,141
164 | (1,0,41),(2,2,21),(3,2,14),(3,-2,14),(6,2,7),(6,-2,7),(5,4,9),(5,-4,9)
-167 ]-,]- 42 ,(271,21)7(2,'1721),(371,14)7(3,'1714)7(6,177)7(6,'177)7(4,3711)7(4,'3,11),(675,8)7(6,'5,8)
168 || (1,0,42),(2,0,21),(3,0,14),(6,0,7)
171 || (1,1,43),(5,3,9),(5,-3,9),(7,5,7)
172 |[ (1,0,43),(4,2,11),(4,-2,11)
-175 ]-,]- 44 ,(271,22)7(2,'1722),(471,11)7(4,'1711)7(7,778)
176 || (1,0,44),(4,0,11),(3,2,15),(3,-2,15),(5,2,9),(5,-2,9)
179 || (1,1,45),(3,1,15),(3,-1,15),(5,1,9),(5,-1,9)
-180 || (1,0,45),(5,0,9),(2,2,23),(7,4,7)
-183 ]-,]- 46 ,(271,23)7(2,'1723),(373,16)7(4,3712)7(4,'3712)7(6,3,8)7(6,'3,8)
-184 |[ (1,0,46),(2,0,23),(5,4,10),(5,-4,10)
187 || (1,1,47),(7,3,7)
-188 || (1,0,47),(3,2,16),(3,-2,16),(7,6,8),(7,-6,8)
191 |[ (1,1,48),(2,1,24),(2,-1,24),(3,1,16),(3,-1,16),(4,1,12), (4,-1,12),(6,1,8),(6,-1,8),(5,3,10),(5,-3,10)

6,5,9),(6,-5,9)
-192 || (1,0,48),(3,0,16),(7,2,7),(4,4,13)
195 || (1,1,49),(7,1,7),(3,3,17),(5,5,11)
-196 || (1,0,49),(2,2,25),(5,2,10),(5,-2,10)
)

1,1 50 ) 251a25)7(2a_1725)a(571a10)v(5a_1510)7(4a3513)7(4a_3a13)a(755a8)7(7a_5a8)
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4. Die Klassenzahl h(D)
Eine wichtige Grofle ist die Klassenzahl
h(d) = #H(D) = #Red(D).

Eine Moglichkeit die Klassenzahl h(D) zu bestimmen, besteht darin, alle reduzierten Moduln mit Diskri-
minante D zu zdhlen. Dann erhélt man folgendes Verfahren:

Algorithmus zur Bestimmung von h(D) durch Zihlen der reduzierten Moduln: Fiir eine
negative Diskriminante D wird die Klassenzahl h(D) bestimmt.

(1) Setze b:= D mod 2, h :=0.

(2) Berechne A := % und w := [VA]. Ist b > w, gib h als Klassenzahl aus und beende das
Verfahren.
(3) Setze a:=b.Ist a =0, setze a := 1.
(4) Ist Amod a =0, berechne ¢ := %.
(5) Ist ggT(a,b,c) =1, setze h:= h+ 2, ist b =0 oder a = b oder a = ¢, setze weiter h:= h — 1.
(6) Setze a :=a+ 1. Ist a < w, gehe zu 4.
(7) Setze b:= b+ 2. Gehe zu 2.

Bemerkung: Zu dem Verfahren gibt es eine gmp-Funktion ‘hD’ und eine Maple-Funktion ‘hD(D)‘, mit
der die nachfolgenden Beispiele gerechnet wurden.

Beispiel: Im folgenden Bild sind alle Paare (|D|, h(D)) fiir |D| < 10° eingezeichnet:

] [x] £ n

= = ] =

- L] Ll =
PR ST TN SR SN TN TN T TN ST TR TN TN (NN SN TN SN TN ST TR T ST T N T 1

]
o

20000 40000 g0000 goa0o 100000

Ein wesentliches (nichttriviales) Resultat ist der folgende Satz:

SATZ (Siegel). Fiir negative Fundamentaldiskriminanten gilt
In h(D)

lim
D——oo ln1 /| |
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FOLGERUNG. Fiir jedes € > 0 gibt es ein D, so daf fiir alle Fundamentaldiskriminanten D gilt:

D<D. — ID| ~<hD) <D .

Beweis der Folgerung: Nach dem Satz von Siegel gibt es D, mit

In h(D
D<D. — 1-ec<2MD) 4.
In/|D|

Dann folgt

(1—e)In/[D] <nh(D) < (1 +&)Iny/JD] und /D] <h(D) < VD],

was zu zeigen war. B

Mit analytischen Methoden erhiilt man folgende Abschétzung der Klassenzahl nach oben:

SATZ. Fir D < —4 gilt
1
h(D) < ;\/|D|ln|D|.

Gute Abschétzung in der anderen Richtung sind wesentlich schwieriger. Wir geben ein nichttriviales
Beispiel (nach Cohen):

SaTz (Gross-Zagier). Fiir D < 0 und ggT(D,5077) =1 gilt

WD) > 5—151n|D| TJa- %)
p|D

Es ist ein schwieriges Problem, zu einem gegebenen h alle negativen Diskriminanten D mit h(D) = h
aufzulisten.

Experimentell kommt man schnell auf Vermutungen. In der nachfolgenden Tabelle sind alle D’s mit
h(D) =1,2,3,4,5 und |D| < 10° aufgelistet:

| h | Diskriminanten D mit A(D) = h und —10° < D <0

1] -3 —4, —7, -8, _11, —12, _16, _19, —27, —28, —43, —67, —163

3 [ =15, —20, —24, —32, —35, —36, —40, —48, —51, =52, —60, —64, —72, —75, —88, —91, —99,
100, —112, —115, —123, —147, —148, —187, —232, —235, —267, —403, —427

3 =23, =31, —44, —59, —76, —83, —02, —107, —108, —124, —139, —172, —211, —243, —268, —283,
307, —331, —379, —499, —547, —643, —652, —883, —907

1] =30, =55, —56, —63, —68, —80, —84, —06, —120, —128, —132, —136, —144, —155, —156, — 160,
168, —171, —180, —184, —192, —195, —196, —203, —208, —219, —220, —228, —240, —252, —256,
250, —275, —280, —288, —291, —202, —312, —315, —323, —328, —340, —352, —355, —363, —372,
387, —388, —400, —408, —435, —448, —475, —483, —507, —520, —532, —555, —568, —592, —595,
—603, —627, —667, —708, —715, —723, —760, —763, —772, —795, —928, —955, —1003, —1012,
1027, —1227, —1243, —1387, —1411, —1435, —1467, —1507, —1555

5[ —47, —79, —108, —127, —131, —179, —188, —227, —316, —347, —412, —443, —508, —523, —571,
619, —683, —691, —739, —787, —047, —1051, —1123, —1723, —1747, —1867, —2203, —2347,
—2683

Bewiesen wurde fiir h = 1,2, 3,4, dal obige Diskriminanten alle sind.

Wir wollen jetzt sehen, wie schnell man die Klassenzahl h(D) mit obigem Verfahren berechnen kann.
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Beispiel: Mit der gmp-Funktion ‘hD’ erhalten wir folgende Ergebnisse:

D [ (D) | Zeit D[ WD) Zeit

-38227 | 240 sec “156587347 | 1048 | 8 sec
-38228 | 52| 0 sec -156587348 | 3550 | 7 sec
“152915 | 128 | 0 sec ~626349395 | 8480 | 29 sec
“152016 | 128 | 0 sec ~626349396 | 10600 | 29 sec
-611667 | 128 | 0 sec -2505397587 | 9728 | 117 sec
611668 | 120 | 0 sec ~2505307588 | 7486 | 116 sec
-2446675 | 240 | 1sec | | -10021590355 | 20800 | 465 sec
2446676 | 824 | O sec | | -10021590356 | 54264 | 466 sec
-0786707 | 656 | 0 sec | | -40086361427 | 53380 | 1854 sec
-0786708 | 820 | Lsec | | -40086361428 | 49000 | 1855 sec
-39146835 | 1632 | 1 sec | | -160345445715 | 81920 | 7417 sec
~39146836 | 1696 | 2 sec | | -160345445716 | 104520 | 7418 sec

Uberlegung: Wir wollen sehen, wieviele Schritte man zur Berechnung von h(D) braucht, wenn man
nach obigem Verfahren die reduzierten Moduln mit Diskriminante D z#&hlt. Wir lassen b und a alles
ganzen Zahlen durchlaufen mit den Bedingungen

2
0<b< %, b=Dmod2, b<a< 2L
Also ist die Schrittzahl ungefihr
1 5 2ilol 1
—/ / dadb = n—3|D|
2 Jb=0  Ja=b 16
Beispiel: Mit Maple erhalten wir folgende Ergebnisse:
D h(D) | Maple-Rechenzeit | Zeit/|D| in sec
-1903 22 .011 5.780347e-06
-3160 16 0.000 0.000000e-01
-5531 23 .019 3.435184e-06
-11343 72 .021 1.851362e-06
-22131 38 .039 1.762234e-06
-65520 80 120 1.831502e-06
-76780 48 .110 1.432665e-06
-220651 76 351 1.590747e-06
-507536 504 .800 1.576243e-06
-903000 240 1.379 1.527132e-06
-1403792 544 2.160 1.538689e-06
-2628487 645 4.000 1.521788e-06
-7053523 306 10.631 1.507190e-06
-9296039 2986 14.059 1.512365e-06
-27537971 2037 42.030 1.526256e-06
-36669503 | 5212 56.100 1.529882e-06
-72499523 2424 111.810 1.542217e-06
-190577471 | 16184 298.610 1.566869e-06
-394785879 | 19140 632.229 1.601448e-06
-615874840 | 6400 992.781 1.611985e-06
-1144599163 | 3008 1872.409 1.635864e-06

Es ist klar, dal man h(D) fiir groe D auf diese Weise nicht berechnen kann. Es gibt allerdings auch noch
andere Ansétze:
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Analytische Klassenzahlformel: Es gilt

2h(D
Tl Z

mit #R}, = 2 fiir D < —4. Die Konvergenz der Reihe bzw. des Produkts ist schlecht. Man kann aber
dennoch damit versuchen h(D) niherungsweise zu bestimmen, was zuerst Shanks vorgeschlagen hat. Wir
geben hier nur zwei Beispiele.

Beispiel: Wir wihlen D = —163 und berechnen mit Maple (100-stellige Genauigkeit) die Produkte

Dl 1
H D\ °
T (E)

i=1 1 _ i
Pi

T j IDIT]i<icj---
J | zVIPI L cicy - 10 1.048240
1 2.700272

20 1.079573
2 2.031954

30 1.033170
3 1.693295

10 1.023696
1 1.481633

50 1.023341
5 1.358164

60 1.006984
6 1.261152

70 0.994190
7 1.191088

80 1.004726
8 1.131534
- e 90 1.004876

100 1.000844

Bekanntlich ist h(—163) =1

Beispiel: Wir wihlen D = —160345445716 und berechnen mit Maple (100-stellige Genauigkeit) die
Produkte
VDl
T oo &)

pi

J % |D|H1<i<7’"‘

DTl 10000 104492217119
SVAS M 20000 104546.825881

127461.328848
95505 096636 30000 104557.745672
40000 104556.844573

119494.995795
50000 104551.693642

104558.121320
60000 104532.883019

05844.944544
70000 104525.060476

103832.023256
80000 104534.967509

110321.524709
90000 104534.646773

104805.448474
100000 | 104534.161666

100438.554787
110000 | 104532.757458

104025.646030
00 T 106290 569384 120000 | 104539.577927
130000 | 104542.622131
132000 | 104542.135151

(Mir ist nicht klar, wie weit man sich auf die angegebenen Ndherungswerte verlassen kann.) Hier hatten
wir schon frither berechnet: h(D) = 104520.

S| oo ~1| o oy x| wof ho| =|=.

Shanks baby-step-giant-step-Methode: Wir skizzieren nur die Grundidee: Sei G eine endliche Grup-
pe, wobei fiir die Gruppenordnung #G eine Abschiitzung #G < B bekannt ist. Sei ¢ = [v/B].
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e Wihle g € G, setze g1 = g~ ¢ und erzeuge zwei Mengen/Listen
{g¢:1<a<q} und {g®:0<b<qg-1}.
Die Listen werden sortiert, was mit ‘quicksort’ oder ‘heapsort’ schnell geht, und auf gemeinsame
Elemente hin untersucht. Dies liefert Beziehungen der Gestalt

gi=g¢" alo g =1,

und damit ord (g)|ag +b. (Man sieht auch sofort, daf die Listen/Mengen gemeinsame Elemente
haben falls fiir ord (g) gilt [v/B] < ord (g) < B.)

e Kann man die Zahl ag + b faktorisieren, so kann man auch ord (¢g) bestimmen, man muf} im
Prinzip nur alle Teiler von aq + b durchprobieren.

e Wegen ord (¢)|#G erhilt man damit auch Informationen iiber die Gruppenordnung.

e Wendet man diese Ideen auf die Berechnung von h(D) an, stellt man fest, dal die Schrittzahl

wie |D|i+5 wéchst, allerdings ist auch der Speicherbedarf in dieser Gréfienordnung.

Beispiel: D = —13579. Wir wiihlen versuchsweise B = |/|D|] = 116 und ¢ = [v/B] = 11. Als Element
von H(D) wihlen wir G = Z -5+ Z - Y150 Dann ist Gy = G~ = Z- 35 + Z - /1557 Wir bilden
nun die zwei Listen, wobei [a, b, D] abkiirzend fiir Z - a + Z - b++5 steht:

GT = [35,1, —13579] GO =1,1,—13579

G? = [53,25, —13579] GT=[5,1,-13579

G3 =[19, -5, —13579] G? = [25,11, —13579]
GY=17,—1,—13579] G® = [43,3, —13579]
G5 = [5,1, —13579] GT = [49, —27, —13579]
G = [47, 45, —13579] G® = [19,5, —13579]
GT=29,—15,—13579] | | G® = [53,25, —13579]
G5 = [49, 27, —13579] G™ = [29, —15, —13579]

GY =[35,-29,—13579] | | G® = [41,—19, —13579
G0 =25, 11, —13579 G® = [17, —15, —13579
GT =[17,15, 13579 G0 = [47, —45, —13579]

Man sieht: G = G, also 1 = G>!!'*+1 = G®¢ und damit ord (G)|56. Man sieht auch noch die Relation
GiY = G?, die aber aus der ersten folgt. G? = G liefert 1 = G*1176 = G?8, also ord (G)|28. Dann
GT = G7, also 1 = GTH1HT = ¥, Es folgt ord (G)|28. Man testet nun leicht, daf tatséichlich ord (G) = 28
gilt. (Durch Zihlen der reduzierten Moduln sieht man h(D) = 28.)

Bemerkung: Es gibt noch andere Methoden, die Klassenzahl h(D) zu bestimmen. Keine davon ist aber
im Allgemeinfall schnell und fiir grofie D praktikabel, was auch weiter unten nochmals klar werden wird.

Der folgende Satz zeigt eine Verbindung von Diskriminante zu Fundamentaldiskriminante.

SATZ. Ist D imagindrquadratische Diskriminante, Dy die zugehdorige Fundamentaldiskriminante und D =
2Dy, so gilt

h(D) fH (D1>

#R7, #RD1
(Dabei ist #R*, =6, #R*, =4, #R5 = 2 fiir D < —4.)

Bemerkungen:

(1) Der Satz zeigt, daB man sich fiir die Berechnung von h(D) auf Fundamentaldiskriminanten
zuriickziehen kann, wenn man D faktorisieren bzw. die zu D gehorige Fundamentaldiskriminante
bestimmen kann. Die nachfolgende Bemerkung macht den Vorteil dieser Methode deutlich.
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(2) Ist D eine Fundamentaldiskriminante und D = b? — 4ac, so gilt bereits ggT(a,b,c) = 1. Denn
ist a = da, b = db, ¢ = de¢, so folgt
D = 1% — dac = d*(b* — 4av).
Da auch b2 — 4G¢ eine Diskriminante ist, mufl d = 1 gelten. Insbesondere impliziert dies, dafl

man nicht testen muf, ob ggT(a,b,c) = 1 gilt, wenn man reduzierte Moduln mit einer Funda-
mentaldiskriminante z&hlt.

5. Rechnen in der Klassengruppe H(D)

Die Elemente der Klassengruppe H(D) werden eindeutig durch die Elemente von Red(D) reprisentiert.
Durch den Reduktionsalgorithmus kénnen wir fiir einen Modul M € Mod(D) schnell den reduzierten
Reprisentanten in der Klasse M bestimmen. Wir stellen im folgenden die Algorithmen fiir Multiplikation,
Quadrieren, Potenzieren nochmals zusammen.

Multiplikation: Gegeben sind My, Ms € Mod(D) durch

b D b D
M1:Z-a1+Z-¥, M2:Za2+z¥

Berechnet wird ein Reprisentant von M - M.
(1) Berechne mit dem erweiterten euklidischen Algorithmus a12 € N, z,y € Z mit
a12 = ggT(a1,a2) = a1z + asy.
(2) Berechne
a:=ajas, b:=aibsx+ asbyy.
(3) Im Fall a;o > 1:
(a) Berechne mit dem erweiterten euklidischen Algorithmus A € N, u,v € Z mit

bi +b bi +b
A = ggT(arz, 12 2)2012U+ 12 2.
(b) Berechne
b:=bu+ blb22+ D’U
(c) Ist A > 1, berechne
_8 .0
a:=—5, b=

(4) Berechne
b := b mod 2a, ist b > a, setze b := b — 2a.

(5) Reduziere Z - a + Z - 222 und gib das Ergebnis aus.

Beweis: Wir hatten folgende Formel fiir die Multiplikation von Moduln bewiesen: Bestimmt man z, 3, 2, A, a,b €
Z mit

A = ggT(a1,as, M) =T+ asT + b ;b2z,
a10a2
a = VER
b = %(alb2§+a2b1g+ %2),
so gilt:
b+vD

In unserem Fall: Ist a15 = 1, so folgt die Behauptung mit A = a1 = 1, 2 = 2,y = 3, 2z = 0. Im
allgemeinen Fall ist & = zu, y = yu, z = v. B

Als Spezialfall der Multiplikation erhiilt man das Quadrieren:

Quadrieren: Gegeben sei M =Z-a+Z- @. Berechnet wird 37 in H(D).
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(1) Berechne mit dem erweiterten euklidischen Algorithmus A € N, z,y € Z mit
A =ggT(a,b) = az + by.
(2) Berechne

~ b+ D
@=a? b=abx+ + Y.
(3) Ist A > 1, setze
. 1_ ~ 1~
a=—5a, b:= Zb.

(4) b:= b mod 2a mit —a< b<a.
(5) Reduziere Z -a + Z - ”‘*#5 und gib das Ergebnis aus.

Multiplizieren und Quadrieren verwendet man mit der square-and-multiply-Methode beim Potenzieren:

Potenzieren: Zu C € H(D) und k € Ny wird C* € H(D) berechnet.
(1) Setze
. (D mod 2)+\/ﬁ . —
X=C V= Z+7 — furk_Omon,-
c fiir k=1 mod 2
(2) Solange k > 1 ist, fiihre folgendes aus:
k

k:= LEJ’X =X X,

gilt k=1mod2,s0Y :=X Y.
(3) Gib Y als Ergebnis aus.

Der Vollsténdigkeit halber erinnern wir noch an die Inversenbildung;: M =11

Bemerkung: Zu den obigen Operationen haben wir Maple- und gmp-Funktionen geschrieben, die in den
nachfolgenden Beispielen verwendet werden.
6. Die 2-Torsion der Klassengruppe H(D)
Fiir eine (multiplikativ geschriebene) abelsche Gruppe A nennt man
A,={a€eAd:a" =1}

die Untergruppe der n-Torsionselemente von A.

Wir wollen die 2-Torsion der Klassengruppe H(D) anschauen.

LEMMA. Fiir M =Z-a + Z - Y2 ¢ Red(D) mit D = b* — 4ac, ggT(a,b,c) = 1 gilt:

M e H(D); <+ MQZR_DinH(D) < b=0odera="odera=c.

Beweis: Wir haben
McHD), < M=1 < M=M <+ M=M <+ M~DM.

Mit M'=Z-a+7Z- % unterscheiden wir ein paar Fille:
e Ist —a<b<a,b#0und a < ¢, soist auch M’ reduziert und M’ # M, insbesondere folgt
M'" & M und damit i # 1.
e Ist b =0, soist M' = M, also M- = 1.
e Ist b=ua,soist M' = M, also M- = 1.
o Tst a=c,soist M ~ M, also M =1,
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woraus sofort die Behauptung folgt.
Bemerkung: Tst M = Z -a+ Z - 52 ¢ Red(D) mit D = b* — dac, ggT(a,b,c) = 1 und M° = 1, so
folgt mit dem vorangegangenen Lemma b = 0 oder a = b oder a = ¢, und somit

—4ac=—-4-a-c im Fall b =0,

D =4qala—4c)=—a-(4c—a) im Fall a = b,

(b—2a)(b+2a) =—(2a—b)- (2a+b) im Falla=c¢,

also erhilt man eine (eventuell triviale) Faktorzerlegung der Diskriminante.

Beispiel: D = —420 = —4-3-5-7. Wir listen die zu den Elementen aus H(D), gehorigen Tripel (a, b, ¢)
auf zusammen dem den Faktorzerlegungen der Diskriminante.

(a,b,c) Faktorzerlegung der Diskriminante
(1,0,105) D=-4-a-¢c=-4-1-105
(5,0, 21) D=4 ac=-4-521
(7,0,15) D=-4.a-¢c=-4-7-15
(3,0,35) D=-4-a-c=-4-3-35
(10,10,13) D=—-a-(4c—a)=-10-42
(6,6,19) D=-a-(4c—a)=—-6-70
(2,2,53) D= —a-(4c—a) = —2-210
(11,8,11) | D =—(2a —b) - (2a+b) = —14-30

Bemerkung: Die vorangegangenen Bemerkungen fiihren zu folgender Faktorisierungsidee: Sei N eine
(grofle) zusammengesetzte Zahl (ohne kleine Teiler). Wihle eine kleine natiirliche Zahl m, so dai D =
—mN eine imaginidrquadratische Diskriminante ist, z.B. m = 4 fiir N = 1 mod 4 und m =1 fiir N =
3 mod 4. Konstruiere Elemente aus H(D), und teste, ob die zugehorige Faktorisierung der Diskriminante
eine (nichttriviale) Faktorisierung von N liefert. Damit dies sinnvoll ist, sollte man sicherstellen, daf es
Elemente in H(D)» gibt, die zu einer nichttrivialen Faktorisierung fiihren. Dies geschieht im folgenden
Lemma.

LEMMA. Sei N eine natiirliche Zahl, D = —mN, p eine Primzahl mit
pIN, p*tN, ptm, p<VN.

Sei
(p, 0, %%) im Fall m = 0 mod 2,
(a,b,c) = (Pap,%(pﬁ-mTfV) imFallm=1mod2, p< mTN,
(i(p+TN),%(mva—p),i(p+m—;V)) im Fall m =1 mod 2, \/mT7N<p<\/N.

Dann ist D = b? — 4ac, ggT(a,b,c) =1 und M = Z-a-I-Z-@ € Red(D) mit M- =1 und
a=p bxzw a=p bzw. 2a—b=p.

Beweis:
(1) Wir wollen einen reduzierten Modul mit (a,b,¢) = (p,0,¢) und D = —4pc konstruieren. Dazu
mufl man ¢ = %ﬂ wéhlen. Nach Voraussetzung gilt dann ggT(p, c) = 1. Die Reduktionsbedin-
P
gung a < c ist dquivalent zu p? < mTN, hier also wegen 4/m und der Voraussetzung p < VN
erfiillt.

(2) Wir wollen einen reduzierten Modul mit (a,b,c) = (a,a,c) = (p,p,c) konstruieren und haben
daher die Bedingung
—mN = D = p(p — 4c),
also

_1( +mN)
C—4p o)
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Wir betrachten die Bedingung p < ¢:

1 N
p<e = pSZ(p+—) = 4p§p+m7 = 3p’<mN
P

mN
<~ PS\/Ta

was die Behauptung zeigt.

Wir setzen an a = ¢ und
N
D=—-(2a-b)(2a+b)=—p-m—
p
N
2a — b =p, 2a+b:m—.
p
Dies fiihrt zu
mN + p? mN — p?
a=——, b= ——.
4p 2p

Die Bedingung b > 0 ist wegen p < VN erfiillt. Fiir die Bedingung b < a haben wir die
Aquivalenzen

N_2 N 2
b<a <+ m2 P §m4+p = 2mN —-2p> <mN +p*> <=
p

P
N
<— mN<3p? — \/—mg <p,

was schliellich die Behauptung beweist. B

Bemerkung: Das Lemma zeigt, daf es zu jedem Primteiler p von N wie im Lemma ein Element aus
N(D), gibt, mit dem man p erhilt.

Beispiele:

(1)

Wir betrachten N = 19805322830671970989 und wihlen D = —4-N = —79221291322687883956.
Die zu H(D), gehorigen Tripel (a, b, ¢) sind

(1,0,19805322830671970989), (3146849437, 0, 6293698897),
(2,2,9902661415335985495), (4720274167, 3146849460, 4720274167),
was zur Primfaktorzerlegung
N = 3146849437 - 6293698897

fiihrt.
Fiir N = 29707984301077821631 wahlen wir D = —N = —29707984301077821631 und erhalten
die Tripel

(3146849437, 3146849437, 3146849450), (1,1, 7426996075269455408)
und die Primfaktorzerlegung
N = 3146849437 - 9440548363.
Fiir N = 29707984036742468923 sei D = —N = —29707984036742468923. Als Tripel finden wir
(1,1,7426996009185617231), (3146849429, 3146849421, 3146849429),
was die Primfaktorzerlegung
N = 3146849437 - 9440548279

liefert.

Das folgende Lemma beschreibt in einem Spezialfall die ganze Gruppe H(D)-.



162 7. IMAGINARQUADRATISCHE KLASSENGRUPPEN

LEMMA. Sei D = —pq mit verschiedenen ungeraden Primzahlen p und q, 0.E. p < q. Dann gibt es genau
einen reduzierten Modul M = Z -a+Z - @ € Red(D), D = b* — 4ac mit = Rp und M # Rp,
und zwar ist

(ab.c) = 4 PP im Fall p < 3p < g,
Y (e, =2 phay oy Fall p < q < 3p.

Der Beweis verlauft genau wie beim vorangegangenen Lemma.
Wir geben den folgenden Satz ohne Beweis an:

SATZ. Sei D = —pi*ps?...p%r eine Fundamentaldiskriminante. (Dies impliziert: p; # 2 = e; = 1 und
pi =2 =¢e; € {0,2,3}.) Dann gilt #H(D), = 2"~1.

7. Faktorisierung bei Kenntnis von h(D)

Wir wollen sehen, was man machen kann, wenn man Klassenzahlen h(D) schnell berechnen kann.

Uberlegungen:

(1) Sei N eine zusammengesetzte natiirliche Zahl ohne kleine Teiler. Dann ist

_J-N fiir N = 3 mod 4,
~ | —4N fiir N = 1 mod 4

eine imagindrquadratische Diskriminante.

(2) Wir nehmen an, wir kénnen die Klassenzahl h(D) schnell berechnen. Wir zerlegen dann h(D) =
2™y mit w = 1 mod 2. Wir wissen, daf} die 2-Torsionsgruppe H(D)» nichttrivial ist und daf} es
Elemente darin gibt, die zu einer nichttrivialen Faktorisierung von N fiihren.

(3) Wéhle C € H(D) zufillig und berechne C; = C*. Dann ist

Clm = (Ou)Qm = 17
also gibt es einen Index ¢ mit 0 <¢ <m — 1, so daf} gilt
c2 #1, ¢ =1, dh 2 €H(D),\{1}.

Mit diesem Element C?" erhilt man eine (eventuell triviale) Faktorisierung von N.

(4) Ist die erhaltene Faktorisierung trivial, wiihlt man ein anderes C' € H(D) zufillig. Da H(D),
nicht zu grof ist, braucht man nur einige C' zufillig zu wihlen, bis man eine nichttriviale
Faktorisierung erhilt.

Eine algorithmische Version dieser Uberlegungen folgt:

Algorithmus zur Faktorisierung von N bei Kenntnis von h(—N) bzw. h(—4N): Eingegeben wird
eine zusammengesetzte natiirliche Zahl NV ohne kleine Teiler.

(1) Setze D := —N, falls N =3 mod 4 und D := —4N, falls N =1 mod 4.

(2) Berechne h(D).

(3) Zerlege: h(D) = 2™y mit 2 ¢ u.

(4) Wé&hle C € H(D) zufillig.

(5) Berechne €y := C*. (Die Ordnung von C; in nun eine 2-Potenz und teilt 2™.) Ist C; =1 gehe

zu 4.

(6) Berechne Cy := C?. Ist Cy # 1, setze C; := C und gehe zuriick zu 6. Andernfalls hat C}
Ordnung 2, liefert also eine Faktorisierung von D. Liefert dies eine nichttriviale Faktorisierung
von N, beende das Verfahren.

Bemerkung: Shanks hat wohl als erster obiges Faktorisierungsverfahren vorgeschlagen als Anwendung
seiner Methoden zur Berechnung von Klassenzahlen h(D).
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Beispiel: Wir wollen NV = 1219326443163391946563 faktorisieren und setzen D = —N. Die Klassenzahl
ist (wahrscheinlich) h(D) = 5609655886 = 2u mit v = 2804827943. Wir wihlen

VD 15+ VD
01:Z-7+Z-3+2 : c*z,:z-17+z-5+T
und berechnen
1234 VD 1+ VD
Of = 212345679037 + 2 T TV w22 VE

C} hat Ordnung 2 und liefert die Primfaktorzerlegung
N = 12345679937 - 98765434499.

Bemerkung: Das obige Verfahren zeigt, dafl man N schnell faktorisieren kann, wenn man h(—N) bzw.
h(—4N) schnell berechnen kann. Da bis jetzt kein schnelles Faktorisierungsverfahren bekannt ist, daf§
man fiir grofe negative D die Klassenzahl h(D) praktisch nicht bestimmen kann.

8. Faktorisierung mit Klassengruppen H(—mN)

Uberlegungen:

(1) Wir wollen einen nichttrivialen Teiler einer zusammengesetzten natiirlichen Zahl N (ohne kleine
Teiler) finden. Das obige Verfahren funktioniert nur, wenn man h(—N) bzw. h(—4N) berechnen
kann.

(2) Findet man eine (kleine) Zahl m, so dal man h(—mN) berechnen kann, so kann man die
Faktorisierung auch mit H(—mN') durchfiihren, indem man sich wie oben nichttriviale Elemente
in H(—mN )2 konstruiert.

(3) Sei

h(—mN) = p$'ps? ... per
die Primfaktorzerlegung von h(—mN). Gilt
pi' <K
fiir eine natiirliche Zahl K, so folgt
h(=mN)|kgV(1..K),
insbesondere gilt also
C e H(-mN) = (%Y1K =1in H(-mN).

Die Klassenzahlen h(—mN) sind in der GréBenordnung von +/N. Variiert man m, so ist zu
erwarten, dafl unter den Zahlen h(—mN) auch glatte Zahlen auftreten, d.h. Zahlen, fiir die ein
relativ kleines K mit h(—mN)|kgV(1..K) existiert.

(4) Daher erhiilt man folgende Idee: Man wiihlt K so, daB man C¥8V(:-K) noch gut berechnen
kann, dann variiert man m so lange, bis man ein C € H(—mN) (zufillig) gefunden hat mit
CkgV(l..K) =1.

(5) Hat man ein C € H(D) mit C*V(1-K) = 1, erhiilt man aber damit nur die triviale Faktori-
sierung, so sollte man m beibehalten und sich ein anderes C' € H(D) suchen, denn es ist dann
wahrscheinlich, da h(—mN)|kgV (1..K) gilt (oder fast gilt).

(6) Wir bemerken noch, daf} gilt

In K
kgV(L.K) = [ p'™e .
p<K

Die vorangegangenen Uberlegungen fithren zu folgendem Algorithmus:

Algorithmus: Gegeben sei eine zusammengesetzte natiirliche Zahl (ohne kleine Teiler).

(1) Wéhle eine natiirliche Zahl K, die nicht zu grof} sein sollte.

(2) Erstelle eine Liste aller Primzahlen < K: p; = 2, p» = 3, ..., p,. Bestimme e; maximal mit
pit <K, also e; = L% .

(3) Setze m := 0.
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Setze m := m + 1 und D := —mN. Ist D keine imaginirquadratische Diskriminante, d.h.
D #0mod 4 und D # 1 mod 4, gehe zu 4.

Setze a := m.

Sei a die nichste Primzahl > a. Versuche einen Modul M =Z -a+ Z - @ mit Norm a zu
konstruieren, d.h. die Gleichung D = b — 4ac, ggT(a,b,c) = 1,0 < b < a zu 16sen. Geht das
nicht, gehe zu 6.

Berechne in der Klassengruppe

K

M = MKV T2l 55 =1) _ arllicapi®

Setze MO = M und i := 0.

Setze i := i+ 1 und J\Z = J\AJ?_1 in der Klassengruppe.

Ist ]\AfZ = Rp, so ist ]\Z_l ein 2-Torsionselement, mit dem man einen Faktorisierungsversuch
unternehmen kann. Ist dieser erfolgreich, ist man fertig.

Ist i = ey, gehe zu 4, andernfalls zu 9.

Bemerkungen:

(1)
(2)

Das obige Faktorisierungsverfahren wurde von Schnorr/Lenstra und unabhéngig davon von
Shanks/Pollard /Atkin/Rickert (SPAR) vorgeschlagen.

Wir haben zu obigem Faktorisierungsverfahren eine gmp-Funktion ‘hd_fac’ geschrieben, mit der
die nachfolgenden Beispiele gerechnet wurden.

Beispiel: Wir wollen N = 12193263122374638001 faktorisieren und wahlen K = 1000. Wir erhalten
folgende Versuche:

1. Versuch: Multiplikator=3, M=[13,5,-36579789367123914003]

kgV (3,5,

Quadrat:
Quadrat:
Quadrat:
Quadrat:
Quadrat:
Quadrat:
Quadrat:
Quadrat:
Quadrat:

7,9,...,999)*M=[1319140237,863392889,-36579789367123914003]
[108882127,86105103,-36579789367123914003]
[684267611,551969533,-36579789367123914003]
[3756805183,-271277417,-36579789367123914003]
[2403490921,308533181,-36579789367123914003]
[2767935091,-623684455,-36579789367123914003]
[627783911,472692753,-36579789367123914003]
[2113845537,845339565,-36579789367123914003]
[2641323007,-1603588355,-36579789367123914003]
[1508730493,-992472719,-36579789367123914003]

Dies ist nicht 1, liefert also nichts.

33. Versuch: Multiplikator=67, M=[73,45,-816948629199100746067]

kgV (3,5,
Quadrat:

7,9,...,999)*M=[1,1,-816948629199100746067]
[1,1,-816948629199100746067]

Dies ist 1, liefert nur die triviale Faktorisierung, daher werden bei
gleichem Multiplikator andere M’s versucht.

M=[89,5,
kgV (3,5,
Quadrat:

-816948629199100746067]
7,9,...)*xM=[67,67,-816948629199100746067]
[1,1,-816948629199100746067] (trivial)

M=[97,67,-816948629199100746067]

kgV (3,5,
Quadrat:
Quadrat:

7,9,...)*M=[1101986263,814640163,-816948629199100746067]
[1234567891,1234567891,-816948629199100746067]
[1,1,-816948629199100746067]

Dies liefert einen nichttrivialen Teiler: 1234567891

Also erhilt man die Primfaktorisierung

12193263122374638001 = 1234567891 - 9876543211.
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Beispiel: Wir wollen N = 105707458049302658272769884381 mit K = 10000 faktorisieren.

Multiplikator=>52

M=[53,44,-5496787818563738230184033987812]
kgV(3,5,7,9,...)*M=[948385547116357,-356006368833216,-5496787818563738230184033987812]
Quadrat: [13,0,-5496787818563738230184033987812]

Quadrat: [1,0,-5496787818563738230184033987812]
M=[73,18,-5496787818563738230184033987812]
kgV(3,5,7,9,...)*M=[5682620772428377,9400734870426 ,-5496787818563738230184033987812]
Quadrat: [13,0,-5496787818563738230184033987812]

Quadrat: [1,0,-5496787818563738230184033987812]
M=[101,16,-5496787818563738230184033987812]
kgV(3,5,7,9,...)*M=[1,0,-5496787818563738230184033987812]

Quadrat: [1,0,-5496787818563738230184033987812]
M=[107,102,-5496787818563738230184033987812]
kgV(3,5,7,9,...)*M=[694639324751134,680128474002534,-5496787818563738230184033987812]
Quadrat: [217835178263837,0,-5496787818563738230184033987812]

Quadrat: [1,0,-5496787818563738230184033987812]

ggT=217835178263837

Damit ergibt sich die Primfaktorzerlegung

105707458049302658272769884381 = 217835178263837 - 485263486328513.

Wir wollen nun noch an Beispielen sehen, welchen Einfluss der Parameter K hat.

Beispiel: Wir wollen

N =105707458049302658272769884381 = 217835178263837 - 485263486328513

faktorisieren.

K Multiplikator Teiler Zeit
1000 1092 217835178263837 | 107 sec
2000 527 217835178263837 | 103 sec
3000 527 217835178263837 | 154 sec
4000 527 217835178263837 | 205 sec
5000 52 217835178263837 | 27 sec
6000 52 217835178263837 | 33 sec
7000 52 217835178263837 | 38 sec
8000 52 217835178263837 | 42 sec
9000 52 217835178263837 | 47 sec
10000 52 217835178263837 | 52 sec

Beispiele: Wir faktorisieren die nachfolgenden Zahlen N mit K = 5000. Die Zahlen sind ‘zufillig’
konstruiert mit einer Faktorisierung N = pq.
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N | Multiplikator Teiler Zeit

664611256030932029991149705201 2980 922537519955053 | 1522 sec
256112604031810931418893914253 303 413651631798463 148 sec
136470722644397386869660777467 173 649586894087171 84 sec
142139171560267204905441854563 273 267005221791157 143 sec
38128698451190308796439801697999 152 9720416505188111 79 sec
34069421768319074630398059325553 483 3619150474321313 251 sec
38931448347550052061690343149049 295 7143206002489871 156 sec
32205437652933751097844732582749 1240 4210088479134359 661 sec
5609093059915870665157271053935409 611 59720416505188133 340 sec
2165408045480635503555639927056149 2280 73619150474321219 | 1278 sec
5737396123471931812173337641819289 2395 67143206002489849 | 1358 sec
1637802484282739692043978529244817 1239 67649586894087157 690 sec
510607331328473892464505087325180187 10968 593922537519954971 | 6755 sec
280775765495881953922556455524157447 1740 314686912080777253 | 1037 sec
393675399626646004422783159741455351 5 934721542472337679 3 sec
180574207116129518458884684839007667 881 343503006329051743 516 sec
43966667176494099684425149700499172741 ? ? ?
26523531057020038844229821388725490307 2797 | 3073619150474321221 | 1774 sec
83287622493042868513153560055731229963 5997 | 9167143206002489887 | 3917 sec
27989879308657879254126896075149895569 13251 | 3067649586894087191 | 8891 sec
1350086321707056825250765608973898564467 8029 | 75593922537519955067 | 5376 sec
1519466596648096389347287996048270032547 11001 | 53073619150474321279 | 7508 sec
1707513580339062923321281171185248692343 2392 | 19167143206002489869 | 1583 sec
3956532120756724817517699591953697567011 75836 | 48022267005221791141 | 56479 sec

Die offenstehende Faktorisierung wurde mit K = 10000 erzielt:

Faktorisierung von N mit K = 10000 | Multiplikator Teiler Zeit
43966667176494099684425149700499172741 3415 | 7859720416505188087 | 4646 sec

Fiir die letzte Zahl
N = 3956532120756724817517699591953697567011 = 48022267005221791141 * 8238953234603655607 1

haben wir noch verschiedene Parameter K ausprobiert:

K | Multiplikator Teiler Zeit
10000 14492 | 48022267005221791141 | 20485 sec
20000 889 | 82389532346036556071 | 2523 sec
30000 889 | 82389532346036556071 | 3657 sec
40000 889 | 82389532346036556071 | 4872 sec
50000 889 | 82389532346036556071 | 6097 sec

100000 889 | 82389532346036556071 | 12204 sec

Bemerkung: Das Faktorisierungsverfahren funktioniert mit Multiplikator m, wenn h(—mN) nur kleine
Primteiler hat, d.h. wenn h(—mN) glatt ist. Indem man sich anschaut, wieviele glatte Zahlen es in der
GroBenordnung N ~ h(—mN) gibt, wurde fiir die Wahl von K der Wert

K(N) — Le%\/lannlnNJ
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vorgeschlagen. Hier ist eine kleine Tabelle:

N | K(N)
107 70
109 | 765
10 | 5178
107 | 27040

10°° | 119098
10%° | 463630
107 | 1641126
1080 | 5382469
10%0 | 16574471
1000 | 48389443

Wir wollen nun noch abschlieflend an eine sogenannte (p — 1)-Methode zum Faktorisieren erinnern, die
in dhnlicher Weise wie obiges Faktorisierungsverfahren arbeitet.

LEMMA. Sei N eine ungerade natirliche Zahl, p ein Primteiler von N mit
p—1=gqi'...q." (Primfaktorzerlegung).

Ist K eine natirliche Zahl mit
q](ileK-’ R ) q?’TSK’

so folgt
plggT (247 — 1, N).

Beweis: Aus ¢;' < K folgt p— 1|kgV(1..K). Nach dem kleinen Satz von Fermat gilt 2°~! = 1 mod p und
damit auch 2¥8V(1-K) =1 mod p. Dies liefert sofort
pleggT(2kV 5 —1, N),

wie behauptet. ®

Bemerkung: Man kann das Lemma benutzen um einen schnellen Faktorisierungsversuch zu machen,

indem man testet, ob
1< ggT(2keVU-K) _1 N)< N

gilt. Allerdings hat man im allgemeinen nur Aussicht auf Erfolg, falls N einen Primteiler p besitzt, fiir
den p — 1 glatt ist. Dies ist im allgemeinen sehr unwahrscheinlich.

Beispiele: Wir wollen die folgenden 40-stelligen Zahlen N zu faktorisieren versuchen mit K = 108, d.h.
wir schauen, ob
ggT(ngv(L.mﬁ) ~1,N)
ein nichttrivialer Teiler von IV ist.
(1) N =1350086321707056825250765608973898564467. Nach 7 sec finden wir

1350086321707056825250765608973898564467 = 75593922537519955067 x 17859720416505188201.

75593922537519955067 — 1 2-41-127-443-907 - 362717 - 49807,
17859720416505188201 — 1 = 2357 .7-39267307 - 324874409.

(2) N = 1519466596648096389347287996048270032547. Der Faktorisierungsversuch hat (nach 7 sec)
keinen Erfolg. Die Faktorisierung ist

N = 28629413651631798493 - 53073619150474321279

und
28629413651631798493 — 1 = 22.3.1279-1865351423744579,
53073619150474321279—1 = 2-3-11-229-1868183-67369 - 27901
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9. IQ-Kryptographie

Wesentlich bei vielen ‘klassischen’ Public-Key-Kryptoverfahren ist, dafl man schnell modulo einer natiirli-
chen Zahl potenzieren kann, dafl man aber z.B. diskrete Logarithmen oder Wurzeln nicht schnell bzw.
praktisch iiberhaupt nicht berechnen kann.

Beispiele:
(1) Beim RSA-Verfahren verschliisselt man mit Funktionen
fNe):Z/NZ - Z/NZ, z+ x°mod N,

wobei (N, e) offentlich bekannt ist. Wichig ist, dal man z® mod N schnell berechnen kann,
dafl man aber praktisch keine e-ten Wurzeln ziehen kann, d.h. im allgemeinen kann man bei
gegebenem y kein z mit £° = y mod N in verniinftiger Zeit berechnen.

(2) Beim Diffie-Hellman-Schliisselaustausch hat man GroéBen p, g, g. = g% mod p, g = ¢g° mod p.
Dabei sind p, ga, g» (eventuell) 6ffentlich bekannt. Der geheime Schliissel ist

9" = go = g5 mod p.

Damit der Schliissel wirklich geheim bleibt, ist wichtig, dafl man die Gleichung ¢* = g, mod p
nicht 16sen kann, d.h. dal man den diskreten Logarithmus von g, zur Basis g (modulo p) nicht
bestimmen kann.

Bei den angegebenen Beispielen steckt jeweils eine Gruppenstruktur im Hintergrund, nédmlich (Z/NZ)*
oder (Z/pZ)*. Es ist nun naheliegend zu untersuchen, ob man diese kryptographischen Verfahren nicht
auch mit anderen endlichen Gruppen G statt (Z/NZ)* oder (Z/pZ)* durchfithren kann. Wichtig dabei ist,
da man in G schnell potenzieren kann, daff aber Wurzelziehen oder die Berechnung diskreter Logarithmen
sehr schwierig ist. Fiir sogennante elliptische Kurven hat man auf diesem Weg kryptographische Verfahren
entwickelt. Hier wollen wir an einigen Beispielen imagindrquadratische Klassengruppen kryptographisch
nutzen.

Fiir die Kryptographie sind folgende Eigenschaften imaginirquadratischer Klassengruppen H(D) wichtig:

e Hat man M;, M, € Mod(D) gegeben, kann man schnell testen, ob M; = M, in H(D) gilt.

e Man kann in H(D) schnell multiplizieren und potenzieren.

e Fiir grofe D kennt man kein effektives Verfahren um die Klassenzahl h(D) = #H(D) auszu-
rechnen.

e Wurzelziehen ist schwierig. (Kennt man die Gruppenordnung h(D) und gilt ggT(e, h(D)) = 1,
wihlt man d mit ed = 1 mod h(D), so ist e-tes Wurzelziehen das gleiche wie Potenzieren mit d.
Es ist unklar, wie man Wurzeln ziehen kann, wenn man die Gruppenordnung nicht kennt.)

e Diskrete Logarithmen lassen sich nicht verniinftig berechnen. (Heuristisches Argument: Kénnte
man diskrete Logarithmen berechnen, so kénnte man so vorgehen: Man wihlt G € H(D) zufillig
und n € N grof. Dann berechnet man den diskreten Logarithmus von G™ zur Basis G, d.h. ein
z mit 0 <z < h(D) und G* = G™. Es folgt ord (G)|n — z. Damit kommt man an ord (G) und
somit auch an h(D).)

Wir wollen das ElGamal-Kryptosystem auf imaginirquadratische Klassengruppen iibertragen und erin-
neren dazu zunéchst an das klassische Verschliisselungsverfahren, das im 2. Kapitel vorgestellt wurde:

Das ElGamal-Kryptosystem zur Verschliisselung von Daten:

(1) Man einigt sich darauf, wie man bei gegebener Primzahl p Text in eine Folge von Zahlen aus
{0,1,...,p— 1} ~ Z/pZ umwandelt und umgekehrt.
(2) Jeder Teilnehmer A
e wihlt eine (grofie) Primzahl py,
e eine Zahl g4 mit 2 < g4 < py — 2,
e cine (zufiillige) Zahl e4 mit 2 < ey < pa —2
e und berechnet f4 := ¢%" mod pa.
A’s offentlicher Schliissel (pa,ga, fa), sein privater Schliissel (pa,ga,ea)-
(3) Wie kann ein Teilnehmer B eine Nachricht T verschliisselt an A schicken?
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(a) B besorgt sich den 6ffentlichen Schliissel (pa,ga, f4) von A.

(b) B wandelt die Nachricht T' (nach dem vereinbarten Schema) in eine Folge von Zahlen a;
aus Z/paZ um.

(c) Zu jeder solchen Zahl a; € Z/paZ wihlt sich B eine zuféllige Zahl z; € (Z/paZ)*.

(d) B berechnet nun

b; =g3 modpsa und ¢ =a;- fi modpa

und schickt die Folge (b;,¢;) an A.
(4) Wie erhilt A aus dem verschliisselten Paar (b;, ¢;) die urspriingliche Zahl a; zuriick? Er berechnet
einfach b, “* - ¢; mod p4, denn es gilt

Zi €;Z;
¢ _ aifi _ a9y

Wir hatten iiberlegt, dafi das Verfahren sicher ist, solange man diskrete Logarithmen in (Z/pasZ)* zur
Basis g4 nicht berechnen kann und solange der verwendete Zufallszahlengenerator gut arbeitet.

Uberlegungen:

(1) Das ‘klassische’ ElGamal-Verschliisselungsverfahren nutzt die Gruppenstruktur von (Z/pZ)*.

AuBlerdem wird der zu verschliisselnde Text in eine Zahlenfolge a; umgewandelt, die man i.a.

als Gruppenelemente a; € (Z/paZ)* auffassen kann, um sie anschlieend mit f3 modulo p4 zu
multiplizieren.

(2) Statt (Z/pa)* wollen wir jetzt imagindrquadratische Klassengruppen H(D) benutzen.

(3) Will man das ElGamal-Verfahren direkt iibersetzen, miifite man Text in eine Folge von Elemen-
ten aus H(D) umwandeln. Es ist nicht klar, wie man das auf natiirlichem Weg machen kann,
denn die Elemente aus H(D) werden représentiert durch Moduln

b+ VD
2

Z-a+7- € Mod(D) mit D = b* — 4ac, ggT(a,b,c) =1,

also durch ein Zahlenpaar (a,b), wobei aber nicht alle a’s méglich sind.
(4) Eine andere Moglichkeit wird weiter unten behandelt, wobei Hashfunktionen benutzt werden.
Dabei wird der Text nicht als Folge von Gruppenelementen geschrieben.

Erinnerung an Hashfunktionen: Eine n-Bit-Hashfunktion h berechnet zu einer beliebig langen Zei-
chenkette S eine Zahl mit < n Bits, den sogenannten Hash-Wert h(S). Fiir die nachfolgenden krypto-
graphischen Anwendungen sollten folgende Bedingungen erfiillt sein, wir sprechen dann von einer kryp-
tographischen Hashfunktion:

e Zu einer vorgegebenen Zeichenkette S 148t sich h(S) schnell berechnen.

e Es ist praktisch unmoglich bzw. sehr schwer, zu w ein S mit h(S) = w zu finden. (Einweg-

Eigenschaft)

e Zu vorgegebenem S ist es praktisch unmoglich ein S’ # S mit h(S) = h(S’) zu finden. (Schwache
Kollisionsresistenz)

e Es ist praktisch unmoglich zwei Zeichenketten Sy # Sz zu finden mit h(S1) = h(Sz2). (Kollisi-
onsresistenz)

Ein Beispiel ist die 128-Bit-Hashfunktion MD5 (message digest). So ist z.B.
MD5 ("Zahlentheorie") = 878e90dfbbc16953e32f4febaded7382

IQ-ElGamal — ElGamal-Verschliisselung mit imaginidrquadratischen Klassengruppen:

(1) Man vereinbart eine kryptographische n-Bit-Hashfunktion f und wie sie auf Moduln Z -a + Z -
@ operieren soll, z.B. hinge die Dezimaldarstellungen von a und b aneinander und bilde den
Hash-Wert dieser Zeichenkette.

Man vereinbart, wie man einen Text in eine Folge von n-Bit-Zeichenketten umwandelt.

(2) Jeder Teilnehmer A

e wihlt eine imaginidrquadratische Diskriminante D 4,
e cinen reduzierten Modul G4 € Mod(D 4),
e eine (zufillige) Zahl eq mit 2 < ey < /|D4|
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e und berechnet Fy = G%* in H(D).
A’s offentlicher Schliissel ist (Da,G 4, Fa), sein privater Schliissel ist (D4, Ga,€4).
(3) Wie kann ein Teilnehmer B eine Nachricht T' verschliisselt an A schicken?
(a) B besorgt sich den offentlichen Schliissel (D4, G4, F4) von A.
(b) B wandelt die Nachricht T' (nach dem vereinbarten Schema) in eine Folge von n-Bit-
Zeichenketten a; um.
(¢) Zu jedem a; wihlt sich B eine Zufallszahl z; mit 1 < z; < /| D4|.
(d) B berechnet in H(D) (reprisentiert durch reduzierte Moduln)
B; =G% und C; = Fi.

ci = a; ® f(Cy),
wobei @ fiir die komponentenweise Addition modulo 2 steht (XOR). Die aus (B;, ¢;) be-
stehende Folge wird an A geschickt.
(4) Wie erhilt A aus dem verschliisselten Paar (B;, ¢;) die urspriingliche Zahl a; zuriick? Wegen

Bt = (G4 = (G5 = Fii = C;
kann sich 4 den Modul C; und wegen
a; = c¢; ® f(C})

dann a; berechnen.

Beispiel:
(1) Zur Konstruktion eines Schliissels wihlen wir zunichst eine Primzahl
p = 7846128934618927364812364812633552345259
mit p = 3 mod 4 und setzen dann D = —p. Als Basis-Modul wihlen wir
G =[3,1,—-7846128934618927364812364812633552345259]
und dann (|/[D]| = 88578377353725143551)
e = 24482733571884976033.
Mit
F = G° = [5487200746003049467,1899564277622157397, D]

ist dann (D, G, F) der 6ffentliche Schliissel und (D, G, e) der private Schliissel.
(2) Als Hashfunktion verwenden wir MD5, daher teilen wir den Text in Blocke mit 128 Bits bzw.
16 Bytes auf. Wir wollen den Text

Algorithmische Zahlentheorie
verschliisseln. Dies sind 28 Zeichen, die ascii-Werte in Hexadezimaldarstellung sind
416C676F726974686D6973636865205A61686C'656 E7468656 F 726965.
Wir bilden daraus zwei Blocke mit 16 Bytes, wobei wir mit 0 die fehlenden Zeichen auffiillen:
aq 416C676F' 726974686 D6973636865205A4,
a; = 61686C656E7468656F 72696500000000.

(3) Wir wihlen nun zwei Zufallszahlen z; und berechnen damit B; = G* und C; = F*:

z1 = 20405182708966081046,

zo = T78765650665739485434,

By = [14341632944477543883,5399240213427182597, D],
C: = [18001873890848523145, —5893305375058672149, D],
B, = [39131824122806366515, 7563568923409676051, D],
C, = [46464428094034109885, —36216068594728755239, D],
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Nun bilden wir die Hashwerte (in Hexadezimaldarstellung)

f(C1) = MD5 (‘18001873890848523145-5893305375058672149’) =
= ec9b2f89f8ed685F220348ec43af99f,
f(C2) = MD5 (‘46464428094034109885-36216068594728755239’) =

= efb8bf73e2a1586d38ba3al3aebfe3ba.
Es ergibt sich (in Hexadezimaldarstellung)

cr=a1 ® f(C;) = adf7T48e68a841c379f4947edac5fd9c5,
co = a2 ® f(C3) 8ed0d3168cd5300857¢c85376aebfe35a,

so daf} die verschliisselte Nachricht nun aus
(Bi,c1), (B2,c2)

besteht.

Das ElGamal-Verfahren beruht darauf, daff die Berechnung diskreter Logarithmen schwierig ist. Das
nichste Beispiel nutzt die Schwierigkeit des Wurzelziehens.

Guillou-Quisquater-Signatur-Schema (GQ-Signatur):
(1) Schliisselerzeugung: Jeder Teilnehmer 4 konstruiert sich folgende Zahlen:
(a) N; = pq (mit verschiedenen Primzahlen p, ¢, so da3 N; praktisch nicht faktorisiert werden
kann.)
(b) e; mit ggT(e;, (p—1)(¢ —1)) =1.
(c¢) J; mit ggT(J;, N;) = 1. (J; kann dazu benutzt werden, personliche Informationen, z.B. den
Namen, unterzubringen.)
(d) Man berechnet a; mit J;a;* = 1 mod N;. (Berechne d; mit d;e; = 1 mod (p — 1)(g — 1).
Dann ist a; = Ji_d" mod N;.)
(e) Der offentliche Schliissel ist (N, e;, J;), der private a;.
(2) Wie unterschreibt ¢ eine Nachricht T'?
(a) 1 wihlt eine Zufallszahl z.
(b) r = z% mod N;.
(¢c) t = h(T||r), d.h. an die Nachricht 7" héngt man r (z.B. in Dezimaldarstellung) an und
bildet dann den Hashwert ¢, wo h eine vereinbarte Hashfunktion ist.
(d) s = zal mod N;.
Die GQ-Signatur der Nachricht T ist (s,t).
(3) Wie kann man testen, ob die Signatur/Unterschrift (s, ) der Nachricht 7" wirklich von ¢ stammt?
Man kennt die Nachricht 7', den offentlichen Schliissel (N;,e;, J;) und die Signatur (s,t) und
berechnet dann

7=5%J  mod N; und damit ¢ = h(T||F).

Die Signatur/Unterschrift wird akzeptiert, falls ¢t = t gilt, denn wenn i die Signatur erstellt hat,
gilt

7 =84 = (zal)¥ Tl = 2% (aff J;)' = 2% =r mod N;
t=t.

und damit auch

Beispiel: Wir wihlen N =pgq, e, J, d = % mod (p—1)(g—1),a = (%)d mod N mit
834368532028629413651631798523,
961157742953073619150474321223,
801959775035706763105980679469413284762036249406071118953629,
5,
123456789012345678901234567890123456789012345678901234567890,
160391955007141352621196135893523551697410909274653802566777,

= 581872447824822875552676226127405480321007355809979775146198.

2»@’3
[

2 a N o
Il



172 7. IMAGINARQUADRATISCHE KLASSENGRUPPEN

Dann ist (N, e, J) ein 6ffentlicher GQ-Schliissel, a der zugehérige private Schliissel.

Als Hashfunktion nehmen wir MD5. Die Bezeichnung T'||r soll heifien, dafl wir an die Zeichenkette T' die
Dezimaldarstellung der Zahl r anhéngen.

Wir wollen ‘Heute ist Mittwoch’ signieren. Als Zufallszahl w#hlen wir

z = 757384975689347569832785732647859437859674859674309857630498.

Mit den Formeln
r=zmod N, t=h(T|r), s=za"modN
erhalten wir

T 610195020765119400801193013322590068330019149036791397933752,
754466462559247412138629511273399728056938503566311339046517,
t = 102400707859729419188928418628202538715.

Dann ist also (s,t) die GQ-Signatur von T' mit dem Schliissel (N, e, J, a).
Als Test bilden wir

S

7= s°J' mod N

und erhalten ¥ = r, wie es bei einer giiltigen Signatur sein sollte.

Uberlegungen: Gegeben sei eine Zeichenkette 7' und ein 6ffentlicher GQ-Schliissel (Ni,e;, J;). Wir
wollen (s,t) finden, so daB (s,t) eine giiltige GQ-Signatur fiir T bzgl. des Schliissels (N, e;, J;) ist, d.h.
wir wollen die Signatur filschen. Wie kann man das machen?
(1) (s,t) sollte mit r = s%J! mod N die Gleichung ¢ = h(T||r) erfiillen.
(2) 1. Versuch: Da die Hashfunktion h nicht durchschaubar sein sollte, geben wir uns r vor, berech-
nen dann ¢ = h(T||7) und erhalten als Bedingung fiir s

s = rJi_t mod N.

Man muf} also die e;-te Wurzel ziehen kénnen. Dafiir ist aber kein verniinftiger Algorithmus
bekannt, wenn man nicht die Faktorisierung von N; kennt.

(3) 2. Versuch: Wir setzen jetzt r etwas spezieller an, nimlich als 7, = JF mod N mit einem
Parameter z. Dann wird das zugehérige ¢ zu t, = h(T'||r,) und wir erhalten als Bedingung

s = rxJi_t’ = Jf_t” mod N.
Wir setzen jetzt an s = J; Y mod N mit einem weiteren Parameter y. Dann wird die Bedingung
fiir eine giiltige Signatur
J7V = Jr = mod N, also  Ji®~*7Y% = 1mod N.
Diese Gleichung ist dquivalent mit
te —x —ye; = 0 mod ord (J;),

wenn ord (J;) die Ordnung von J; in der multiplikativen Gruppe (Z/NZ)* bezeichnet. Da aber
die Faktorzerlegung von N unzugéinglich ist bzw. sein sollte, kann man die Gruppenordnung
#(Z/NZ)* nicht berechnen und somit im allgemeinen auch nicht die Elementordnung ord (.J;).
Somit bleibt als einzige Moglichkeit, obige Gleichung zu erfiillen, der Ansatz

ty —x —ye; =0.

Dies ist dann gleichwertig mit ¢, = 2 mod e; und y = t”e—*z Dies liefert dann folgenden Ansatz:
(4) Ansatz: Zu x =0,1,2,... berechnet man

ry = JF mod N, t, = h(T||rz)
T

und testet, ob t, = x mod e; gilt. Wenn ja, dann ist mit y = =2

1
(5,8) = ()" mod N, ,)
eine giiltige GQ-Signatur.
(5) Ist e; klein, so hat der beschriebene Ansatz grofle Aussicht auf Erfolg. Um sicherzustellen, daf}
eine Signatur nicht auf diesem Weg gefilscht wird, sollte e; hinreichend grof3 gew&hlt werden.
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Beispiel: Wir wollen fiir den obigen GQ-Schliissel
N 801959775035706763105980679469413284762036249406071118953629,
e = 5,
J = 123456789012345678901234567890123456789012345678901234567890,

eine Unterschrift nach obigem Ansatz zu filschen versuchen, da e = 5 sehr klein ist. Als Text T" wihlen
wir ‘Heute ist Donnerstag’. Wir bilden fiir z =0, ...,9 jeweils

ry =J*mod N, t, =h(T||r;)

und erhalten

To = 1,
to = 187021716417897918939081393701890125706,

to—0 = 1mode,
ry = 123456789012345678901234567890123456789012345678901234567890,
ty = 37304281428875460480720698791824103419,

ty —1 = 3mode,
ro = 781214447880370836884448627694047713330715287645400737047721,
ts = 164484284377829216808608781421987753656,

to—2 = 4mode,
rg = 640794249104102361268553640000341898524168384644179347014979,
t3 = 264615935347913259158060516897580300840,

t3—3 = 2mode,
303389178110818526859340341863956867793179792184275515415625,

T4

ty = 102286417163487719369022166884419733422,

ty —4 = 3 mode,
rs = 474185587288454249844683803639120559412812852676257244290599,
ts = 268772620283729069052289938076922549420,

ts —5 = 0mode,
re = 560324332903434294049622246619626654128104156630163558576917,
tg = 299231144738837958002298178668337912569,

te —6 = 3mode,
rr = 402801520332056775006757284232173137244807905909863450615631,
t; = 90546601547327142154378978808189933615,

t;y —7 = 3mode,
rg = 631716295813960009264107822008938487832927601700145849404460,
ts = 72093047944411693935173449838091619957,

ts —8 = 4mode,
rg = 329541224308114777089953273851766978120406197879553117672228,
to = 295027480079720362020314470660609942286,

tg —9 = 2mode.

Man sieht t5 = 5 mod 5, also wihlen wir z = 5 und erhalten aus t, — ¢ = ye sofort
y = 53754524056745813810457987615384509883
und mit s = (4)° mod N und ¢ = t5 dann
s 591184573847810799536030538158547044549874285553030000530538,
t = 102400707859729419188928418628202538715.
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Durch einen Test stellt man dann fest, dafl tatséichlich (s, t) eine giiltige GQ-Signatur ist.
Wir wollen jetzt das GQ-Signatur-Schema auf imaginidrquadratische Klassengruppen iibertragen.

IQ-GQ-Signatur:

(1) Schliisselerzeugung: i wiihlt bzw. berechnet folgende Grofien:

(a) Imagindrquadratische Diskriminante D;.

(b) A; € H(D;).

(c) e; € N.

(d) J; = A7 € H(D;).

Der o6ffentliche Schliissel ist (D;,e;, J;), der private A;.
(2) Wie signiert ¢ eine Nachricht 77

(a) Wabhl eines Zufallselements Z € H(D;).

(b) R=2Z¢% e H(D;).

(c) t = h(T||ar||br), wenn R = [ag,br, D;].

(d) S =ZA

Die Signatur ist (S,1).
(3) Wie iiberpriift man die Signatur?

Man berechnet _

R=S8%Jf unddamit ¢=h(T|lag||bz)
Die Signatur wird akzeptiert, falls ¢ = £ gilt, denn wenn die Signatur tatséichlich von i konstruiert
wurde, gilt N
R=S8%J = (ZAY Jt = Z°(A“ J;,)' Z% = R
und damit auch ¢ = ¢.

Bemerkung: Im Unterschied zur klassischen GQ-Signatur kann man hier nicht mit J; starten und dann
A; aus J; A" = 1 berechnen, da man in H(D;) keine Wurzeln ziehen kann. Also fingt man mit A; an und
berechnet dann J;.

Beispiel: Wir haben

D = —7863278465238746528376458273647852365107,
e = 10007,

J = [23641540067042968539, 21608794274197195885, D],
A = [27346955561337885993, —20527805173231553701, D]

so gewihlt, dafl K = (D, e, J, A) ein IQ-GQ-Signatur-Schliissel ist. Wir wollen den Text
Heute ist Donnerstag!

mit obigem Schliissel unterschreiben.
Um ein zufiilliges Element Z € H(D) zu erhalten, wihlen wir eine Zufallszahl

z = 78435763498576376487562387452,
suchen dann den ersten primitiven Modul Z, mit Primzahlnorm p > z, was
Zp, = [78435763498576376487562387547, 20951158651502139237564903275, D]
ergibt, abschlieBend reduzieren wir Z, um Z € Red(D) zu erhalten:
Z = [6369277163403290147, 1586650442182558353, D].
Wir bilden in H(D)
R = Z° =[18280249721434612429, —3213412177941356677, D] = [ag, br, D]
und bilden den MD5-Hashwert ¢ der Zeichenkette
T||lar||br = ‘Heute ist Donnerstag!18280249721434612429-3213412177941356677’

und erhalten
t = 149956964410269580219320886171795558621.
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Dann ist
S =7A = [19854198644356760739, 1855303548112325593, D].

Die IQ-GQ-Signatur ist nun (S, t)
S = [19854198644356760739, 1855303548112325593, —7863278465238746528376458273647852365107],
t = 149956964410269580219320886171795558621.

Falschen der Unterschrift: Hier kann man genauso wie bei der ‘klassischen” GQ-Signatur vorgehen.
Will man fiir eine Zeichenkette T und einen IQ-GQ-Schliissel (D, e, J) eine giiltige Unterschrift konstru-
ieren, setzt man fiir z = 0,1,2,... an und berechnet (in der Klassengruppe)
R=1J=lar,br,D], t.=h(T|larl|br).
Ist t; = x mod e, so erhilt man mit
ty —

Y= und S =J7Y

die giiltige Signatur (S, ¢, ). Aussicht auf Erfolg hat dieser Ansatz, wenn e nicht zu grof} ist.

Beispiel: Wir wollen fiir den IQ-GQ-Schliissel (D, e, J) des letzten Beispiels und den Text ‘Heute ist
Donnerstag!” eine Signatur nach dem beschriebenen Verfahren erzeugen, was wegen e = 10007 sinnvoll
erscheint. Fiir x = 4836 erhélt man tatséchlich die Signatur (S,¢) mit

S = [12249110803920915507, —6745291849523563439, D],
t = 85913772141550046708233214688734262732.

Bemerkung: Zur GQ-Signatur und IQ-GQ-Signatur haben wir Maple-Funktionen geschrieben, mit de-
nen die vorangegangenen Beispiele gerechnet wurden.

10. Geometrische Deutung
Erinnerung: Wir hatten friiher folgende Aussage bewiesen: Sind M;, My € Mod(D) mit

by +vD bs +VD
M1:A1(Z'U/1+Z‘1T), M2:A2(Z'a2+Z'2T),
so gilt mit
by +vD by +vD
ap = ——, g = ————
2a1 2a-

die Aquivalenz

Aoy + B
Cay + D )
Auflerdem sind oy und oy Zahlen mit Diskriminante D. O.E. kénnen wir a; > 1 annehmen.

My ~My, <= esgibt A,B,C,D € Z mit AD — BC = +1 und as =

Um die Modulklassen zu beschreiben, kénnen wir als Zahlen o = ”‘*2%? mit Diskriminante D und a > 1

betrachten. Durch
b++vD LN VD]

—+—1
2a 2a 2a
erhalten wir eine Einbettung in die obere Halbebene der komplexen Zahlenebene. Dabei gilt fiir den

komplexen Absolutbetrag

|a|2—aa’—(b+\/5)(b_\/5) _YP-D _dac_c
a o 4a? T 4a®> T 4a? a’

c
la] =4/ —.
a

Wir wollen den Reduktionsprozess geometrisch deuten: Dabei sei jeweils

b++vD
2 b

also

M=Z a+7Z-

D =b> —4ac, ggT(a,b,c)=1, a=



176 7. IMAGINARQUADRATISCHE KLASSENGRUPPEN

gegeben.

(1) Wir kénnen b durch b+ 2am mit m € Z ersetzen, da sich dadurch der Modul nicht &ndert. Dies
entspricht dem Ubergang von a zu a + m. Wir kénnen dann 0.E. —a < b < a erreichen, was zu
der Realteilbedingung —% < Re (@) < & fiihrt.

(2) Der zweite wesentliche Reduktionsschritt ergab sich aus

-vD D - D
VD2 VD) g YD

Der letzte Modul entspricht der quadratischen Zahl

—b+\/E: —(b—+/D)(b++D +b) —4ac 2a 1

2c 2¢(b + /D) ~ 2¢(b+ VD)

_b-|-\/5: e

Dieser Reduktionsschritt wurde nur ausgefithrt im Fall a > ¢, was der Bedingung |o| < 1
entspricht.

Damit erhalten wir folgende Ubersetzung:

Reduktionsprozess fiir imaginirquadratische Zahlen mit Diskriminante D: Gegeben sei

b++vD

2a

D =b* —4ac, ggT(a,b,c)=1.

Anfang: Ersetze a durch a +m, m € Z, so daB —1 < Re (a) < 1 gilt.
Reduktionsschritt: Durchlaufe folgende Schritte, solange |a| < 1 gilt:
e Ersetze a durch —é.
e Ersetze a durch o +m, m € Z, so daB —1 < Re(a) < 1 gilt.
Abschluf: Ist || = 1 und Re (a) < 0, ersetze o durch —a’.

Durch den Reduktionsprozess erhilt man imaginidrquadratische Zahlen, die wir als reduziert bezeichnen:

1 1
-5 < Re (o) < 3 || > 1, im Fall |o] =1 gilt auBerdem Re () > 0.

ra

-1/a —I,tf”a+1
®

R




11. UBUNGEN 177

Die folgende Skizze zeigt das Gebiet mit den reduzierten Zahlen.

051
1 -5 U 05 )
11. Ubungen

Aufgabe 7.1: Sei D eine imaginirquadratische Diskriminante und M € Mod(D). Sei My, My,...,M, €
Mod(D) die Folge der Moduln, die sich beim Reduktionsprozess von M = M, ergeben, also

bi"‘\/l_)
2 )

Mi=27 a;+7Z- D = b} —dac;, ggT(ai,bici) =1, —a; <b; <a,

wobei fiir 0 <¢<n—1bzw. 0 <7 <n —2gilt a; > ¢; und a;41 = ¢;.
(1) Ist a; > \/|D], so ist a;41 < 3a;.
(2) Ist a; < +/|D|, so ist M; reduziert oder M;;.
(3) Schétze die Anzahl der Reduktionsschritte in Abhingigkeit von a = ag und |D| ab.

Aufgabe 7.2: Sei M € Mod(D) und M,eq der zu M idquivalente reduzierte Modul. Dann gibt es ein
a € Q(\/E) mit M = aM,eq. Gib einen Algorithmus fiir die Bestimmung von « an.

Aufgabe 7.3: Es gibt genau einen imagindrquadratischen reduzierten Modul M, der die Gleichung
N(M) = /D] orfiillf. Welchen?

Aufgabe 7.4: Wie sehen die primitiven imagindrquadratischen Moduln M aus, wo Diskriminante und
Norm die Gleichung N(M) = Miszﬂ erfiillen.

Aufgabe 7.5: Gilt fiir die Norm a eines primitiven Moduls M = Z-a + Z - @ € Mod(D) die
Ungleichung a < %\/W , so ist M reduziert. Zeige, daf3 die Ungleichung nicht durch eine Ungleichung
a < (3 +¢)/|D] ersetzt werden kann. (Hinweis: Betrachte fiir n > 2 die Diskriminante D = —4n?+4n+1
und den Modul M:Z-n—I—Z-%.)

Aufgabe 7.6: Ist M ein reduzierter Modul mit Diskriminante D, so gilt N(M) < %\/ |D|. Zeige, daB
diese Abschétzung nicht verbessert werden kann, d.h. man kann die Ungleichung nicht ersetzen durch

N(M) < (% —¢)y/|D|. (Hinweis: Betrachte fiir n € N die Diskriminante D = —3n? —4n und den Modul

M=Zn+7 2D
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Aufgabe 7.7: Fiir eine imaginirquadratische Diskriminante D sei

VD V|D
{M € Mod(D) : M primitiv, D] < N(M) < l‘), |}’

A
S
[

4
S,(D) = {M € Red(D): @ < N(M) < @}.

Untersuche experimentell das Verhé&ltnis

#5r(D)

#S(D)’

d.h. die Frage, welchen Anteil die reduzierten Moduln an allen primitiven Moduln mit Norm zwischen
\/l% und \/% haben.

Aufgabe 7.8: Bestimme (vermutungsweise) alle imaginirquadratischen Diskriminanten D mit h(D) = 6.

Aufgabe 7.9: Es gibt 3 abelsche Gruppen der Ordnung 8. Gib zu jedem Fall eine imagindrquadratische
Diskriminante D an, so daf die Klassengruppe H(D) die zugehérige Gruppenstruktur hat.

Aufgabe 7.10: Sei D eine imaginidrquadratische Diskriminante mit D =1 mod 4 und D < —3.

(1) Sei D = —uw eine Faktorisierung mit u < v und ggT(u,v) = 1. Setzt man

(a b C)— {(U,U, ui—v) im Fallu<3u<v,

(wiv vow wtvy gy Fall u < v < 3u,

4

soist M =Z-a+Z- @ ein reduzierter Modul mit M € H(D),.

(2) Das Tripel (a,a,c) gehére zu einem reduzierten Modul mit Diskriminante D. Dann ist
D = —-a(4c—a), ggT(a,4c—a)=1, a<3a<4dc—a.
(3) Das Tripel (a,b,a) gehore zu einem reduzierten Modul mit Diskriminante D. Dann ist
D=—-(2a-b)(2a+0b), ggT(2a—0b,2a+b)=1, 2a—b<2a+b<3(2a-0>b).

(4) Zeige, daB sich aus den vorangegangenen Aussagen eine Bijektion zwischen den Elementen aus
H(D)> und den Faktorisierungen der Diskriminante D = —uv mit ggT(u,v) = 1 ergibt.

Aufgabe 7.11: Beweise oder widerlege:
h(—1219326443163391946563) = 5609655886.

Aufgabe 7.12: Fiir D = —5919282544409406213191631366079 und

1++vD

C=7-24+7"
+ 2

gilt in der Klassengruppe ord (C) = 534511162197935.

Bestimme h(D).

Aufgabe 7.13: Hans verwendet das GQ-Signatur-Verfahren mit dem offentlichen Schliissel (N, e, J),
wobei

N = 136734394546445949436568444600131386808770255425612173611677,
e = 1234567,
J = T11111111111111111111111111117111111171111111111111111111111111

gilt. Schicke an Peter die Nachricht
Lieber Peter, das heutige Kennwort ist NEPTUN. Gruss, Hans

Bestimme eine mogliche (dann natiirlich gefilschte) GQ-Unterschrift.
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Aufgabe 7.14: Erich verwendet das IQ-GQ-Signatur-Verfahren mit dem 6ffentlichen Schliissel (D, e, J),

wobei
D = -—9857643985763049875608934756098347059363,
e = 1234567,
J = [45820136558036439781, —18699009596096745785, D]

gilt. Sende an Peter die Nachricht
Lieber Peter, das heutige Kennwort ist URANUS. Gruss, Erich
und filsche Erichs IQ-GQ-Unterschrift.

Aufgabe 7.15: Faktorisiere die 100-stellige Zahl
N = 11280781795606863639225618752326448610116891909234
03732043344289789116696232140439422406743841719099.






KAPITEL 8

Reellquadratische Klassengruppen

Das Kapitel enthélt bisher nur die Beschreibung der Klassengruppe durch reduzierte Zahlen.

1. Reduzierte reellquadratische Zahlen
Wir stellen hier einige Aussagen zusammen, die bereits friilher bewiesen wurden.
(1) Die Abbildung

pR\Z—)R, a'—)m

liefert den Nachfolger in der Kettenbruchentwicklung, d.h. a = || + ﬁ und damit
a = [ag,a1,a2,a3,a4,...] = pla) =[a1,a2,as3,a4,...].

(2) Eine reellquadratische Diskriminante ist eine ganze Zahl D mit D > 0, D kein Quadrat, D =
0 oder 1 mod 4. Eine Zahl « € R\ Q ist reellquadratisch mit Diskriminante D, wenn sich « als

b D
a= +2;/_ mit D =0b* —4ac, ggT(a,b,c)=1
schreiben 148t. Mit « ist dann auch p(a) reellquadratisch mit Diskriminante D. Explizit: Mit
u=l|al = L%J fir a >0, b=2au—0b E—D_EQ ilt (oz)—’l;_‘_\/5
B B LLQ{{B]J fiir a < 0, B ’  da & P - 2a

(3) Ist « reellquadratisch mit Diskriminante D und n hinreichend gro8, so ist p™(«) reduziert, d.h.
Element der Menge

b++vVD
2a

mit 1 <b< [VD], |
= {a reellquadratisch mit Diskriminante D und a > 1 und —1 < o' < 0}.
(4) Die Abbildung p erfiillt p(Red(D)) C Red(D) und
plred(p) : Red(D) — Red(D)

Red(D) = { . D =0b>—4dac, ggT(a,b,c)=1

VD] —b
2

Jr1<as WRLEE,

ist bijektiv.
(5) Genau die reduzierten reellquadratischen Zahlen haben eine (rein) periodische Kettenbruchent-
wicklung. Ist a € Red(D) mit

a = [U/Oaalaa@a . '7ak71];

so ist fiir alle m € N

pm (Oé) = [a'(0+m) mod k> @(14+m) mod k> @(24+m) mod ks - - - » A(k+1—m) mod k]
Insbesondere gilt p*(a) = a. Die p-Bahn von « in Red(D) ist
Z(a) = {a,p(a), p° (@), .-, p" " ()}

und wird der von « erzeugte Zyklus genannt. In Kettenbruchschreibweise:

Z(a) ={[ao,a1,--,6k-1),[01,02, -, Gk—1,00]s -+ - [Gk—1,00, - - -, Ck—3, Ak—2] }-
Version vom 13.2.2002
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(6)

Beispiel: Wir betrachten die reduzierten reellquadratischen Zahlen mit Diskriminante D = 1297. Die
Zyklen sind dabei so notiert, da Z(a;) = {ai, p(a;), p> (),

8. REELLQUADRATISCHE KLASSENGRUPPEN

Dem von « erzeugten Zyklus Z(«) entspricht dann also ein periodischer Kettenbruch modulo

periodischer Shifts.

Die Menge der reduzierten Zahlen Red(D) zerfillt in die disjunkte Vereinigung solcher Zyklen:

Red(D) = Z(a1) U Z(a2) U---U Z(ap) mit  Z(a;) N Z(ej) =0 fiir i # j,

wobei wegen Z(«;) = Z(p(«a;)) die reprisentierenden Elemente «; im allgemeinen nicht eindeutig

bestimmt sind.

wicklung ist die des ersten angegeben Elements «; in Z(«;).

LEMMA.

(1)

(2)
(3)

Beweis:

(1)

i| Z(a) Kettenbruchentwicklung

1| 3141297 2041397 941397 23+/1297 2541297 51199
(=" % T s ) | [B1,1,2,2
3141297 25+\/1297 234+/1207 2541297 17+V1297) | [ 7 2 7 5

2 | {HRTH BEEE gt R Y | 413,17
3141297 1741297 254++/1207 23+/1297 2541297

3| {HR A T R A | 131

4 | (3141297 2541297 2341207 941297 29+/1297 39115
(== "= T w1 | [22,1,L9]

5 | £314VI29T 1141207 174VI397 19+VI207 33+4VI397) | 1. 1.1.9.8
{ 42 ) 28 ? 36 ) 26 ’ 8 } [’ y Ly &y ]

6| { 31+5\/61297 ,25+\1/21297 : 35+\6/1297} 1,5,11]

71q 33+\4/1297 ,35+\1/81297 : 19+5\/21297} 17,3,

g | £33+4V/I29T 1941207 174+VI397 1141207 314VI397Y | 19 1.1 1.8
(== % B 5 J|2LLLg

91 35+\2/1297 ,35+3\/61297 : 1+\3/61297 } 35,1,1]
35++/1297 33+V1297 194+/1297 =13

10 | { +4 , +52 , +18 } [17,1,3]
3541297 2541297 314++/1297

1114 +12 , +56 , +6 } 5,1,11]

2. Beschreibung der Klassengruppe durch Zyklen reduzierter Zahlen

Sei D eine reellquadratische Diskriminante.
Ist M € Mod(D) mit

b++vD

M=A(Z-a+Z —

), D =0b*—4dac, ggT(a,b,c)=1

und

so gilt

M~Z+Za~7Z+Zp(a).
In jeder Klasse von H(D) g¢ibt es einen Modul Z + Za mit « € Red(D).
Fiir ay, a2 € Red(D) gilt

Z+Zoy ~Z+Zay <= ay=p"() fireinm>0 <= Z(a1)=Z(a).

Es gilt

M = A(Za+Zb+2\/l_)) - Aa(Z-I-Zb+2;/5) — Aa(Z + Za) ~
1 1 1
~ Z+Za:Z+ZWﬂ+Radzz+zaacjzga+zm®)~

2

Z+Zp(a).

...} gilt. Die angegebene Kettenbruchent-
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(2) Ist M € Mod(D), so gilt mit 1. und m € N
M~Z+Za~Z+Zpla) ~Z +Zp* () ~Z+Zp*(a) ~ - ~Z +Zp™(a).
Fiir hinreichend grofles m ist p™(«) reduziert, woraus die Behauptung folgt.
(3) Wir haben bereits gesehen
Aas + B
- Cas + D

Nach dem Satz von Serret ist die Bedingung der rechten Seite dquivalent mit der Bedingung
P (aq) = p™2(a2) mit my, mo € N. Somit erhalten wir unter Beachtung der Bijektivitit von
p auf Red(D)

Z+Zoy ~Z+Zay <= p"'(a1) = p™?(a2) mit mi,me >0
= ay;=p"(a) mit m>0
<~ Z(OAQ) = Z(Oél),

Z+7Z2Z01 ~Z+7Z0; = o mit A, B,C,D € Z, AD — BC' = +1.

was die Behauptung beweist. B
Damit ergibt sich sofort der folgende Satz:

SATZ. Sei D eine reellquadratische Diskriminante und
Red(D) = Z(a1) U Z(a2) U--- U Z(ay) mit  Z(ay) N Z(ay) =0 fiir i # j.
Dann bilden die Moduln Z + Zo; ein Reprisentantensystem von H(D). Insbesondere folgt
W(D) = #H(D) = h,
d.h. h(D) ist die Anzahl der Zyklen, in die Red(D) unter der p-Operation zerfdllt.

Bemerkungen:

(1) Im Unterschied zu den imaginirquadratischen Klassengruppen ist das im Satz angegebene Re-
prisentantensystem Z+Za;, i = 1, .. ., h fiir die Klassengruppe H(D) nicht eindeutig bestimmt.
Ist @; € Z(«;), soist auch Z+Zay, i = 1, ..., h ein Repriisentantensystem. Das macht das Rech-
nen deutlich unangenehmer.

(2) Ist M € Mod(D), schreibt man M = B(Z + Za), entwickelt man « in einen Kettenbruch, bis
p"™(a) reduziert ist, so ist

M ~Z+Zp™(a),

also hat man fiir M einen Reprisentanten in der Klassengruppe (wie im Satz angegeben) ge-
funden.

(3) Sind «a, € Red(D), wie testet man, ob Z + Za und Z + Zf in der gleichen Klasse liegen?
Geht man wie im Lemma vor, mufl man testen, ob ein m > 0 existiert mit § = p™(a). Ist
k die Periodenlidnge der Kettenbruchentwicklung von «, so kann jedes m mit 0 < m < k-1
vorkommen. Dies macht das Verfahren unpraktikabel, wenn die Periodenlinge k grof ist.

Das folgende Verfahren funktioniert fiir nicht zu grofie D:

Algorithmus zur Beschreibung von H(D) durch Zerlegung von Red(D) in Zyklen: Sei D eine
reellquadratische Diskriminante. Es wird H = {Z,Zs,...,Z} bestimmt, so da} Z; U --- U Zp, eine
Zyklenzerlegung von Red(D) wie im Satz ist. Insbesondere ist h = h(D).

(1) Bestimme Red(D) und setze dann R := Red(D), H := 0, h := 0.

(2) Setze h:= h+ 1. Wihle ein Element ay, € Red(D). Setze a := ap, und Z := {a}, R := R\ {a}.

(3) Berechne und setze « := p(«).

(4) Ist a # ayp, setze Z := Z U {a}, R:= R\ {a}. Gehe zu 3.

(5) Ist @ = ay, setze H := HU {Z}.

(6) Ist R # (), gehe zu 2. Andernfalls ist h = h(D) und H die Zykelzerlegung von Red(D).

Bemerkung: Die Maple-Funktion ‘HD’ (in algo8_ma) funktioniert nach dem beschriebenen Verfahren.
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3. Beispiele - Experimente

Beispiel: In der folgenden Tabelle haben wir fiir die kleinsten Diskriminanten die Zykelzerlegung von
Red (D) sowie eine zugehorige Kettenbruchentwicklung angegeben:

i| Z(a;) (D=5, h(D)=1) | Kettenbruchentwicklung von «;
1 {1+2\/5} ]

i | Z(a;) (D=8, h(D)=1) | Kettenbruchentwicklung von «;
1] {255} 2]

i | Z(a;) (D =12, h(D) = 1) | Kettenbruchentwicklung von «;
L| {2y, 2y 2,1]

i | Z(a;) (D =13, h(D) =1) | Kettenbruchentwicklung von «;
L] {0 Bl

i | Z(a;) (D =17, h(D) = 1) | Kettenbruchentwicklung von «;
1 {1+21/ﬁ, 3+5/ﬁ, 3+l/ﬁ} 1,3, 1]

i | Z(a;) (D =20, h(D) =1) | Kettenbruchentwicklung von «;

]

L] {2
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Z(e;) (D =21, h(D) = 1)

Kettenbruchentwicklung von «;

{3+\/2T 3+\ﬂ}
2 ' 6

3,1]

Z(e;) (D = 24, h(D) = 1)

Kettenbruchentwicklung von «;

{4+\/27 4+\/ﬂ}
2 0 4

[4,2]

Z(as) (D =28, h(D) = 1)

Kettenbruchentwicklung von «;

{2+\/28 2428 4+4+/28 4+\/28}
4 2 6 2 6

[1, 174, ]‘]

Z(as) (D =29, h(D) = 1)

Kettenbruchentwicklung von «;

{5+5/279}

Bl

Z(as) (D =32, h(D) = 1)

Kettenbruchentwicklung von «;

{ 4432 4+\/§}
2 ? 8

[4,1]

Z(as) (D =33, h(D) = 1)

Kettenbruchentwicklung von «;

{3+\/33 54+v33 5433 3+\/33}
4 ’ 2 ’ 4 ? 6

[2,5,2,1]

Z(as) (D =37, h(D) = 1)

Kettenbruchentwicklung von «;

{ 1+v37 5437 5+\/37}
6 ’ 2 ’ 6

Z(a;) (D = 40, h(D) =2)

{2+\/40 4440 4+\/40}
6 ’ 4 6

{6—&—%/@}

Z(ey) (D =41, h(D) = 1)

Kettenbruchentwicklung von «;

{3+\/41 54+v41 3441 5441 5+\/41}
4 ) 4 ’ 8 ’ 2 ’ 8

2,2,1,5,1]

Z(as) (D = 44, h(D) = 1)

Kettenbruchentwicklung von «;

{ 6444 6+\/ﬂ}
2 ? 4

[6, 3]

Z(a;) (D =45, h(D) = 1)

Kettenbruchentwicklung von «;

{ 5445 5+\/E}
2

> 10

[5,1]

Z(a;) (D = 48, h(D) = 1)

Kettenbruchentwicklung von «;

{6+\/E 6+\/4_8}
2 ? 6

[6, 2]

Z(a) (D = 52, h(D) = 1)

Kettenbruchentwicklung von «;

{2+\/52 4452 2452 6+V52 6+\/52}
6 °» 6 > 8 » 2 » B

[1,1,1,6,1]

Z(og) (D =53, h(D) = 1)

Kettenbruchentwicklung von «;

{7+%/5§}

[l

Z(es) (D =56, h(D) = 1)

Kettenbruchentwicklung von «;

{4+\/56 4456 6+/56 6+\/56}
4 ’ 10 ) 2 ) 10

2,1,6,1]

Z(ey) (D =57, (D) = 1)

Kettenbruchentwicklung von «;

{3+v57 3+V57 5457 TH+BT T4V5T 5+\/57}
6 8 4 0 2 0 4 0 8

[1,1,3,7,3,1]
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Beispiel: Wir betrachten jetzt alle reellquadratischen Diskriminanten D < 1000 und bestimmen die
zugehorige Klassenzahl h(D). Die folgende Tabelle gibt zu h die D’s mit h(D) = h an:

D mit h(D) = hund 1 < D < 1000

5,8, 12, 13, 17, 20, 21, 24, 28, 29, 32, 33, 37, 41, 44, 45, 48, 52, 53, 56, 57, 61, 68, 69, 72, 73, 76, 77
80, 84, 88, 89, 92, 93, 97, 101, 108, 109, 112, 113, 116, 117, 124, 125, 128, 129, 132, 133, 137, 141,
149, 152, 153, 157, 161, 164, 172, 173, 176, 177, 180, 181, 184, 188, 189, 193, 197, 201, 208, 209, 212,
213, 216, 217, 228, 233, 236, 237, 241, 244, 245, 248, 249, 253, 261, 268, 269, 272, 276, 277, 281, 284,
292, 293, 297, 301, 304, 308, 309, 313, 317, 329, 332, 333, 337, 341, 344, 349, 353, 356, 368, 369, 372,
373, 376, 381, 388, 389, 392, 303, 397, 405, 409, 412, 413, 417, 421, 428, 432, 433, 436, 437, 449, 452,
453, 457, 461, 464, 468, 472, 477, 489, 496, 497, 500, 501, 508, 509, 512, 513, 516, 517, 521, 524, 532,
536, 537, 541, 548, 549, 553, 556, 557, 569, 573, 581, 589, 593, 596, 597, 601, 604, 605, 612, 613, 617
628, 632, 633, 637, 641, 644, 648, 649, 652, 653, 656, 657, 661, 664, 668, 669, 673, 677, 631, 638, 692,
701, 708, 709, 713, 716, 717, 721, 724, 737, 749, 752, 753, 757, 764, 769, 772, 773, 781, 789, 796, 797
801, 804, 809, 813, 821, 824, 829, 833, 836, 844, 848, 849, 852, 853, 856, 857, 868, 869, 873, 877, 881,
889, 893, 908, 909, 913, 917, 921, 929, 932, 933, 937, 941, 944, 948, 953, 956, 964, 968, 972, 973, 976,
977, 980, 981, 989, 996, 997

40, 60, 65, 85, 96, 104, 105, 120, 136, 140, 156, 160, 165, 168, 185, 192, 200, 204, 205, 220, 221, 224,
232, 240, 252, 260, 264, 265, 273, 280, 285, 288, 296, 300, 305, 312, 320, 325, 336, 340, 345, 348, 352,
357, 360, 364, 365, 377, 380, 384, 385, 408, 416, 420, 424, 425, 429, 440, 444, 448, 456, 460, 465, 476,
481, 485, 488, 492, 493, 504, 525, 528, 533, 540, 545, 552, 560, 561, 565, 572, 584, 585, 588, 600, 608,
609, 616, 620, 629, 636, 640, 645, 660, 665, 684, 685, 693, 696, 700, 704, 705, 712, 720, 725, 728, 732,
736, 740, 741, 744, 745, 748, 760, 765, 768, 776, 792, 800, 805, 808, 812, 816, 820, 825, 828, 832, 845
860, 861, 864, 865, 872, 884, 885, 888, 912, 920, 925, 928, 936, 945, 949, 952, 957, 965, 969, 984, 988,
992, 1000

148, 229, 257, 316, 321, 404, 469, 473, 564, 568, 592, 621, 733, 756, 761, 788, 837, 892, 916, 993

145, 328, 396, 445, 480, 505, 520, 544, 580, 624, 672, 680, 689, 777, 780, 793, 840, 876, 880, 896, 897
901, 905, 924, 960

401, 817

697, 785, 940, 985

S77

@ [ | O | ot

904

Die folgende Tabelle enthélt die Anzahl der Diskriminanten D < 1000 mit einer bestimmten Klassenzahl.

h 1 2 |34 |5|6|7|8
Anzahl der D’s mit h(D) = h und D <1000 | 266 | 150 20 |25 |2 |4 | 1|1
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Beispiel: Wir betrachten nun alle Diskriminanten D < 10000. In der folgenden Tabelle bezeichnet #D

die Anzahl der D’s < 10000 mit h(D) = h.

h

1 2

3

4

5

6

10

11

12

13

14

16

18

20

21

27

#D

1864 | 1597

266

697

61

166

30

129

13

24

31

Nachfolgend sind alle bzw. die ersten D’s < 10000 mit h(D) = h angegeben.

h | D mit h(D) = hund 1 < D < 10000

1|5,8,12, 13,17, 20, 21, 24, 28, 29, 32, 33, 37, 41, 44, 45, 48, 52, 53, 56, 57, 61, 68, 69, 72, ...
2 | 40, 60, 65, 85, 96, 104, 105, 120, 136, 140, 156, 160, 165, 168, 185, 192, 200, 204, 205, 220, ...
3| 148, 229, 257, 316, 321, 404, 469, 473, 564, 568, 592, 621, 733, 756, 761, 788, 837, 892, 916, . ..
4| 145, 328, 396, 445, 480, 505, 520, 544, 580, 624, 672, 680, 689, 777, 780, 793, 840, 876, 830, . ..
5 | 401, 817, 1093, 1393, 1429, 1604, 1641, 1756, 1897, 1996, 2081, 2153, 2008, 3121, 3181, . ..

6 | 697, 785, 940, 985, 1300, 1345, 1384, 1425, 1708, 1765, 1825, 1937, 1940, 2024, 2233, 2256, . ..
7 | 577, 1009, 1601, 1761, 2029, 2308, 2913, 4036, 4229, 4348, 5176, 5193, 5273, 5417, 6404, . ..

8 | 904, 1596, 1705, 1768, 1785, 2496, 2584, 2605, 2705, 3081, 3196, 3201, 3360, 3393, 3480, . ..

9 | 1129, 2889, 3137, 4409, 4516, 5521, 6616, 6809, 7573, 7604, 7873, 8404, 8937

10 | 3129, 3585, 4097, 4321, 4444, 4625, 4865, 4904, 5777, 6085, 6945, 7000, 7049, 7221, 7353, ...
11 | 1297, 4009, 5188, 6081

12 | 2920, 3604, 4345, 4360, 4641, 5629, 5980, 6088, 6396, 6401, 6856, 7084, 7224, 7540, 7665, . ..
13 | 8101, 8441

14 | 6097, 6136, 8104, 8185, 8465, 9505

16 | 2305, 8145, 9220

18 | 7060, 7465, 9217

20 | 3601, 5185

21 | 7057

27 | 8761

Die Beispiele machen folgende Vermutung plausibel, die bereits Gaufl vermutet hat, die aber bis heute
nicht bewiesen ist:

Vermutung: Es gibt unendlich viele reellquadratische Diskriminanten mit Klassenzahl 1.

Das folgende Beispiel dient nochmals der Ilustration dieser Vermutung.
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Beispiel: Wir betrachten die Diskriminanten zwischen 10® und 10% 4+ 100 und berechnen die zugehérigen
Klassenzahlen.

D h(D) D h(D) D h(D) D h(D)
106+1 | 94 100 +28 | 1 106 +53 | 1 106 +80 | 60
106 +4 | 52 10°+29 | 2 106 +56 | 2 10° + 81 1
106+5 | 16 106 +32 | 32 106 +57 | 4 10¢ + 84 1
10°+8 | 48 109433 | 1 10°+60| 8 109485 | 2
10049 | 2 10+36| 4 109+61| 3 10488 | 2
100 +12| 2 10+37| 1 108 +64 | 24 10489 | 3
109+13| 8 106 +40 | 28 10°+65| 8 1094+92 | 6
106 +16 | 27 106 +41| 2 106 +68 | 1 106 +93 | 12
106 +17| 4 106 +44| 4 106 +69 | 37 106 + 96 2
106 +20 | 36 106 +45| 4 106 +72 | 12 106 + 97 1
106 +21| 7 106 +48 | 4 106 +73 ] 2 10% + 100 | 32
106 +24 | 1 10°+49 | 2 106+76 | 8
106 +25 | 64 100 +52| 1 106 +77 1 2

Bemerkung: Wir hatten frither bewiesen: Ist « € Red(D), hat die Kettenbruchentwicklung von «
Periodenlénge k£ und sind % die Naherungsbriiche, so ist
E=qr—2t @10

eine Grundeinheit der Ordnung R3,. Ist der Zyklus Z(«) kurz, so wird e im allgemeinen klein sein, ist
der Zyklus Z(a) lang, so wird € im allgemeinen grof sein. Dies wird auch durch das folgende Beispiel
illustriert,.

Beispiel: Fiir D = 10001 ist h(D) = 16, die zu den Zykeln gehorigen Kettenbruchentwicklungen sind
(1,1,1,2,1,4,3), (1,1,1,24,2), (1,1,99), (1,19,9), (1,1,4,2,9), (1,1,1,2,24),
(1,1,9,2,4), (1,1,1,3,4,1,2), (1,2,4,1,11), (1,4,2,1,11), (1,3,49), (1,49,3),
(1,2,2,7,3), (1,3,7,2,2), (1,5,2,2,5), (1,9,19).

Fiir D = 10009 ist h(D) = 1, es gibt nur eine zugehorige Kettenbruchentwicklung;:

(1,1,1,1,2,2,1,19,3,3,1,1,11,1,15,1,3,16,2,2,1,1,1,3,1,2,1,1,4,2,2,1,7,1,1,1,2,7,1,24, 7,
1,1,1,9,2,1,5,4,1,4,1,3,49,1,3,5,3,3,1,5,1,9,6,1,1,3,5,1,32,1,1,32,1,5,3,1,1,6,9,1, 5,
1,3,3,5,3,1,49,3,1,4,1,4,5,1,2,9,1,1,1,7,24,1,7,2,1,1,1,7,1,2,2,4,1,1,2,1,3,1,1,1,2, 2,
16,3,1,15,1,11,1,1,3,3,19,1,2,2,1,1,1,1,10,1,1,99,1, 1, 10).

Zugehorig finden wir Grundeinheiten der jeweiligen Ordnungen:

1+ +/10001
€10001 = 99 + 2% =100 + v/10001.

1+ /10009

€10009 = €1 +e3 B E— mit

er 5649305945443678313387368834954138613108974323993135313613009103994267,
es = 114075551975191638356315362974662605483538277625210425968307215789530.
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4. Ubungen

Aufgabe 8.1: Definiere
fay=">_ hi).

pprim
p=1 mod 4
p<z
Untersuche f(z) experimentell und stelle eine Vermutung auf. (Es gibt dazu eine Vermutung von Cohen-

Lenstra.)

Aufgabe 8.2: In jedem Zyklus Z(«) reduzierter reellquadratischer Zahlen gibt es ein o = bEVD it

2a
D
a<,/%=.

Aufgabe 8.3: Sei D eine reellquadratische Diskriminante.
(1) Ist @ € Red(D), so auch gilt auch —1; € Red(D). Stelle nochmals die Aussagen iiber die

Beziehungen der Kettenbruchentwicklungen und Normalformen von « und —5 zusammen.
(2) In der Klassengruppe H(D) gilt

(Z + Za)(Z + Z(—é)) ~Rp

und damit 1
Z(a) = 2(-—).

(3) Charakterisiere einen Zyklus Z C Red(D) mit Z = Z~! durch Kettenbriiche.
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#
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ANHANG A

Programme

1. algol_ma

algol_ma

Kapitel: Der euklidische Algorithmus
Version: 8.2.2002

Funktionen: EA_tex(a_0,a_1)

EA_tex(a_0,a_1) fuehrt den euklidischen und den erweiterten

euklidischen Algorithmus aus und gibt die Ergebnisse in

TeX-Format aus.

Eingabe: a_0, a_1

Ausgabe: a_(i-1)=q_i*a_i+a_(i+1) fuer 1<=i<=n
a_i=x_i*a_O+y_ix*a_1

EA_tex:=proc()

local a, q, i, n, x, ¥;
a:=array(0..1000); q:=array(0..1000);
x:=array(0..1000); y:=array(0..1000);

al0]:=args[1]; al[1]:=args[2]; x[0]:=1; x[1]:=0; y[0]:=0; y[1]:=1;

for n from 1 to 1000 do
q[n-1]:=iquo(a[n-1],aln]);
a[n+1]:=irem(a[n-1],a[n]);
if a[n+1]=0 then break; fij;
od;

for i from 2 to n do
x[i]:=x[1-2]-q[i-2]*x[i-1];
y[il:=y[i-2]-q[i-2]*y[i-1];
od;

printf ("Der euklidische Algorithmus zur Berechnung von\n");
printf ("$\\ggT(%d,%d)$ ",al0],al1]);
printf (" ben\"otigt %d Divisionen:\n",n);
printf ("\\begin{egnarray*}\n") ;
for i from 1 to n do
printf ("%d &=& %d \\cdot %d + %d\\\\\n",al[i-1],q[i-1],ali]l,ali+1]);
od;
printf ("\\end{eqnarray*}\n");
printf ("Es ist $\\ggT(%d,%d)=%d$.\n\n",a[0],al1],a[n]);

printf ("Der erweiterte euklidische Algorithmus zur Berechnung von ");
printf("$\\ggT(a_0,a_1)$ mit \n$a_0=Yd$, $a_1=Vd$\n",al0],al1]);
printf("liefert Relationen $a_i=x_ia_O+y_ia_1$, ");

Version vom 12.2.2002

191



192 A. PROGRAMME

printf ("wobei $a_{%d}=\\ggT(a_0,a_1)$ ist:\n",n);
printf ("$$\\begin{tabular}{lclclclc|}\\hline\n");
printf("$i$ & $a_i$ & $x_i$ & $y_i$\\\\\\hline\n");
for i from 0 to n do

printf("%d & %d & %4 & %d\\\\\\hline\n",i,ali],x[i],y[i]);
od;
printf ("\\end{tabular}$$\n");

end;

H O H O HH

#
#
#

2. algo2_ma

algo2_ma

Kapitel: Schnelle Exponentiation - Die square-and-multiply-Methode
Version: 8.2.2002

Funktionen:

smm_tex(a,d,n)

ft2(e,n)

Die sqare-and-multiply-Methode zur Berechnung von a”d mod n
Eingabe: a, d, n
Ausgabe: Zwischenergebnisse nach Vorlesungsskript im TeX-Format

smm_tex:=proc()

local a, dd, d, n, r, x, y, c, i;

a:=args[1]; dd:=args[2]; n:=args[3];

r:=0; while 2" (r+1)<=dd do r:=r+1; od; # r=log_2(dd)
x:=array(0..r); y:=array(0..r); c:=array(0..r); d:=array(0..r);

c[0]:=dd; d[0]:=c[0] mod 2; x[0]:=a;
if d[0]=0 then y[0]:=1; else y[0]:=a; fi;

for i from 1 to r do
cli]:=iquo(c[i-1],2);
d[i] :=c[i] mod 2;
x[i]:=x[i-1]1*x[i-1] mod n;
if d[i]=0 then

y[il:=y[i-1];
else

y[il:=y[i-11*x[i] mod n;
fi;

od;

printf ("Berechnung von $%d"{%d}\\bmod %d$:\n",a,dd,n);
printf ("$$\\begin{tabular}{clclclclc}\n");
printf("$i$ & $c_i$ & $d_i$ & $x_i$ & $y_i$\\\\ \\hline\n");
for i from O to r do
printf("%d & %d & %d & %d & %d\\\\ \n",i,c[il,d[il,x[il,y[il);
od;
printf ("\\end{tabular}$$\n");
printf ("Ergebnis: $%d~{/%d}\\equiv %d\\bmod %d$.\n",a,dd,y[r],n);

ylrl;

end;

#

ft2(e,n) - Version vom 27.10.2001
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# Eingabe: e, n
# Ausgabe: die n groessten wahrscheinlichen Primzahlen mit n

# Dezimalstellen, wobei ein Fermattest zur Basis 2 gemacht
# wird.
ft2:=proc()

local e, n, n0, zeitl, p, r;

if nargs<>2 then error "Aufruf: ft2(e,n)"; return; fi;

e:=args[1]; n:=args[2]; n0:=0;

printf("Die %d groessten wahrscheinlichen Primzahlen mit %d ",n,e);
printf ("Dezimalstellen werden \nbestimmt. ");

printf ("Dabei wird jeweils ein Fermattest zur Basis 2 gemacht.\n");

zeitl:=time();
r:=1; p:=10"e-r;

while nO<n do
if Power(2,p-1) mod p=1 then
printf ("p=10"%d-%d\n",e,r);
n0:=n0+1;
fi;
r:=r+2; p:=p-2;
od;

printf ("Zeit: %f\n",time()-zeitl);
end;

3. ft2_gmp.c

/* ft2_gmp.c - Version vom 27.10.2001
Die n groessten wahrscheinlichen Primzahlen mit e Dezimalstellen
werden bestimmt. Dabei wird ein Fermattest zur Basis 2 gemacht.
Das Potenzieren erfolgt mit der Funktion mpz_powm.
Uebersetzung mit gcc ft2_gmp.c -1lgmp

*/

#include <stdio.h>
#include <time.h>
#include <gmp.h>

main()

{
int e, n, n0=0, r;
mpz_t p, pl, b, z;
time_t zeitl, zeit?2;

mpz_init(p); mpz_init(pl); mpz_init_set_ui(b,2); mpz_init(z);

printf("Die n groessten wahrscheinlichen Primzahlen mit e ");
printf ("Dezimalstellen werden \nbestimmt. ");

printf ("Dabei wird jeweils ein Fermattest zur Basis 2 gemacht.\n");
printf("e="); scanf ("%d",&e);

printf("n="); scanf ("%d",&n); n0=0;

time(&zeitl);
mpz_ui_pow_ui(p,10,e); r=1; mpz_sub_ui(p,p,r);
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}

/%

*/

#i
#i

while (n0O<n)

{
mpz_sub_ui(pl,p,1); mpz_powm(z,b,pl,p); /* z=2"(p-1) mod p */
if (mpz_cmp_ui(z,1)==0)

{
printf ("p=10"%d-%d\n",e,r);
n0++;

}

r=r+2; mpz_sub_ui(p,p,2);

time(&zeit2); printf("Zeit: %.0f sec\n",difftime(zeit2,zeitl));

4. ft2_ntl.c

ft2_ntl.c - Version vom 27.10.2001
Die n groessten wahrscheinlichen Primzahlen mit e Dezimalstellen
werden bestimmt. Dabei wird ein Fermattest zur Basis 2 gemacht.
Uebersetzung mit gcc ft2_ntl.c -1ntl -1gmp

nclude <NTL/ZZ.h>
nclude <time.h>

int main()

{

long e, n, n0=0, r;
ZZ p, b;

time_t zeitl, zeit?2;
b=2;

cout<<"Die n groessten wahrscheinlichen Primzahlen mit e ";
cout<<"Dezimalstellen werden \nbestimmt. ";

cout<<"Dabei wird jeweils ein Fermattest zur Basis 2 gemacht.\n";
cout<<"e="; cin>>e;
cout<<"n="; cin>>n; n0=0;
time(&zeitl);

r=1; p=power_ZZ(10,e)-r;

while (nO<n)

{
if (PowerMod(b,p-1,p)==1)
{
cout<<"p=10""<<e<<"-"<<r<<"\n";
nO++;
3
r=r+2; p=p-2;
}

time(&zeit2); cout<<"Zeit: "<<difftime(zeit2,zeitl1)<<" sec\n";
double zeit=GetTime();
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cout<<"Zeit: "; PrintTime(cout,zeit); cout<<"\n";

}

5. ft2.java

/* ft2.java - 28.10.2001
Die n groessten wahrscheinlichen Primzahlen mit e Dezimalstellen
werden bestimmt. Dabei wird ein Fermattest zur Basis 2 gemacht.
Uebersetzung mit javac ft2.java

*/

import java.math.x*;
import java.util.Date;

class ft2

{
public static void main( String args[])
{

Date zeitl = new Date();

System.out.print(
"Die n groessten wahrscheinlichen Primzahlen mit e " +
"Dezimalstellen werden \nbestimmt. " +
"Dabei wird jeweils ein Fermattest zur Basis 2 gemacht.\n");

int e = Integer.parselnt( args[0]);
int n = Integer.parseInt( args[1]); int n0=0;
BigInteger b = BigInteger.valueOf(2);

int r=1;

BigInteger p = BiglInteger.valueOf (10);

p = p.pow(e);

p = p.subtract( BigInteger.value0f(r)); // p=10"e-r

BigInteger eins = BiglInteger.valueQf(1);
BigInteger zwei = BigInteger.valueOf(2);

while (nO<n)

{
if ((b.modPow(p.subtract(eins),p)).compareTo(eins)==0)
{
System.out.print ("p=10~"+e+"-"+r+"\n");
n0++;
}
r=r+2; p=p.subtract(zwei);
}

Date zeit2 = new Date();

System.out.print (
"Zeit: " + (zeit2.getTime()-zeitl.getTime())/1000
+ " sec\n");

195
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6. pp-ntl.c

/* pp_ntl.c - Anzahlen von Pseudoprimzahlen
Uebersetzung mit g++ pp_ntl.c -1ntl -lgmp

*/
#i

in

{

/* pzsu_ntl.c - Version vom 27.10.2001

*/

#i
#i

Version vom 27.10.2001

nclude <NTL/ZZ.h>

t main()

long azp=0, az2=0, az3=0, azb=0, az7=0, n_max;

cout<<"Anzahlen von Pseudoprimzahlen <n_max:\n";

cout<<"n_max="; cin>>n_max;

for (int n=2;n<n_max;n++)

{
if (ProbPrime(n)==1)
azpt+;
else
{
if (PowerMod(2,n-1,n)==1) az2++;
if (PowerMod(3,n-1,n)==1) az3++;
if (PowerMod(5,n-1,n)==1) azb++;
if (PowerMod(7,n-1,n)==1) az7++;
}
}

cout<<"Primzahlen: '"<<azp<<"\n";

cout<<"Pseudoprimzahlen zur Basis
cout<<"Pseudoprimzahlen zur Basis
cout<<"Pseudoprimzahlen zur Basis

~N 0w N

cout<<"Pseudoprimzahlen zur Basis

"<<az2<<"\n";
"<<az3<<"\n";
“<<azS<<"\n“;
"<<az7<<"\n";

7. pzsu_ntl.c

Die n groessten wahrscheinlichen Primzahlen mit e Dezimalstellen

werden bestimmt. Dabei werden zunaechst kleine Primteiler

ausgeschlossen, dann wird ein Fermattest zur Basis 2 gemacht.
Uebersetzung mit gcc pzsu_ntl.c -1ntl -lgmp

nclude <NTL/ZZ.h>
nclude <time.h>

int main()

{

long e, m, M, n, n0=0, r, t, kT;
ZZ p, b;

time_t zeitl, zeit2;

b=2;

cout<<"Die n groessten wahrscheinlichen Primzahlen mit e ";

cout<<"Dezimalstellen werden \nbestimmt. ";
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cout<<"Dabei werden zunaechst kleine Primteiler <10°m ";
cout<<"ausgeschlossen, dann \nwird ein Fermattest zur Basis 2 ";
cout<<"gemacht.\n";

cout<<"e="; cin>>e;

cout<<"m="; cin>>m; M=power_long(10,m);
cout<<"n="; cin>>n; n0=0;

time(&zeitl);

r=1; p=power_ZZ(10,e)-r;

while (nO<n)
{
cout<<"107"<<e<<"="<r<<": "
kT=0;
for (t=3;t<M;t=t+2)
if (p%ht==0)
{
cout<<t<<"\n";
kT=1; break;
}

if (kT==0)
{
if (PowerMod(b,p-1,p)==1)
{
cout<<"Fermat-Test zur Basis 2 bestanden\n";
n0++;
}
else
cout<<"Fermat-Test: negativ\n";

r=r+2; p=p-2;

time (&zeit2); cout<<"Zeit: "<<difftime(zeit2,zeitl1)<<" sec\n";
double zeit=GetTime();
cout<<"Zeit: "; PrintTime(cout,zeit); cout<<"\n";

8. spp-ntl.c
/* spp_ntl.c - Starke Pseudoprimzahlen - 29.10.2001, 8.2.2002 */

#include <NTL/ZZ.h>

int MillerRabin( ZZ n, ZZ a)
{
Z7 q=n-1;
int 1=Make0dd(q); // n-1=2"1xq
ZZ b=PowerMod(a,q,n);
if (b==1) return 1;
for (int i=0; i<1l; i++)
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{
if (b==n-1) return 1;
b=(b*b)%n;

}

return O;

}

int main()

{
ZZ n, n_max, a;
cout<<"Bestimme der starken Pseudoprimzahlen <n_max zur Basis a:\n";
cout<<"n_max="; cin>>n_max; cout<<"a="; cin>>a;

for (n=3; n<n_max; n=n+2)
if (ProbPrime(n)==0)
{
if (MillerRabin(n,a)==1)
cout<<n<<"\n";

}

}
9. rsa_ma

# ‘bf:=convert(zk,bytes);’ wandelt eine Zeichenkette ‘zk’ in eine
# Bytefolge ‘bf’ um.
# ‘bf:=readbytes("datei",infinity);’ liefert die Bytefolge ‘bf’ der
# Datei ‘datei’.
# ‘zk:=convert(bf,bytes);’ wandelt eine Bytefolge ‘bf’ in eine
# Zeichenkette ‘zk’ um.
# writebytes("datei",bf);’ schreibt die Bytefolge ‘bf’ in eine Datei
# ‘datei’.

rsa_encrypt:=proc(bytefolge,N,e)
local bl, bf, zuviel, i, zf, a, j, b;
# bl ist die Blocklaenge
bl:=0; while 256~ (bl+1)<N do bl:=bl+1; od; if bl>255 then bl:=255; fi;

bf:=bytefolge;

# Die Bytefolge wird ergaenzt, damit Anzahl=0 mod Blocklaenge ist.
# ‘zuviel’ Bytes muessen spaeter wieder weggestrichen werden.
zuviel:=bl-(nops(bf) mod bl);

for i from 1 to zuviel-1 do bf:=[op(bf),10]; od;

bf :=[op(bf) ,zuviell;

zf:=[]; # zf wird die auszugebende Zahlenfolge

for i from 1 to nops(bf)/bl do
# jeweils bl Bytes werden in eine Zahl a umgewandelt
a:=0;for j from 1 to bl do a:=256*a+bf[(i-1)*bl+j]; od;
b:=Power(a,e) mod N; # Verschluesselung b=a"e mod N
zf:=[op(zf),b];

od;

zf;

end;

rsa_decrypt:=proc(zahlenfolge,N,d)
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local bl, bf, i, b, a, bfl, j, zuviel;
bl:=0; while 256~ (b1+1)<N do bl:=bl+1; od; if bl1>255 then bl:=255; fi;

bf:=[]; # bf wird die auszugebende Bytefolge
for i from 1 to nops(zahlenfolge) do
b:=zahlenfolge[i];
a:=Power(b,d) mod N;
bfl:=[]; # a wird in die bl-elementige Bytefolge bfl umgewandelt
for j from 1 to bl do
bfl:=[a mod 256,0p(bfl)];
a:=iquo(a,256);
od;
bf :=[op(bf) ,op(bf1)];
od;
zuviel:=bf [nops(bf)]; # ‘zuviel’ Bytes werden weggestrichen
for i from 1 to zuviel do bf:=subsop(nops(bf)=NULL,bf); od;
bf;
end;

10. kb_ma

# kb_ma: Maple-Programme in Zusammenhang mit Kettenbruechen
# Version vom 14.7.2001

#

# 1. kbe

# Kettenbruchentwicklung einer rationalen Zahl

# 2. kbe_intervall

# Kettenbruchentwicklung der Zahlen zwischen a und b

# 3. kb2r

# Umwandlung eines Kettenbruchs in eine rationale Zahl

# 4. kbe_nb

# Kettenbruchentwicklung einer rationalen Zahl mit Naeherungsbruechen
# 5. kbe_wd

# Kettenbruchentwicklung von sqrt(d)

# 6. kb_rsa

# Versuch, N mit dem oeffentlichen RSA-Schluessel (N,e) zu
# faktorisieren

# Kettenbruchentwicklung einer rationalen Zahl
kbe:=proc()
b0:=numer (args[1]); bl:=denom(args[1]); k:=[];
while b1>0 do
b2:=b0 mod bl; a:=(b0-b2)/bi;

k:=[op(k),al;
bO:=bl; bl:=b2;
od;
k;
end;

kbe_intervall:=proc()
printf ("Kettenbruchentwicklung der Zahlen zwischen %a und %a\n",
args[1],args[2]);
a:=kbe(args[1]); b:=kbe(args[2]);
printf ("Kettenbruchentwicklung von %a: %a\n",args[1],a);
printf ("Kettenbruchentwicklung von %a: %a\n",args[2],b);
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k:=[]; i:=1;
while i<=nops(a) and i<=nops(b) and al[il=b[i] do
k:=[op(k),alil]; i:=i+1;
od;
if i>nops(a) then al:=b[i]; ar:=infinity;
elif i>nops(b) then al:=a[il]; ar:=infinity;
else al:=min(a[i],b[i]); ar:=max(al[i],b[i]);
fi;
printf ("Gemeinsame Teilquotienten: %a\n",k);
printf ("Der naechste Teilquotient liegt zwischen %a und %a\n",
al,ar);
end;

# Umwandlung eines Kettenbruchs in eine rationale Zahl
kb2r:=proc()
k:=args[1];
while nops(k)>1 do
printf ("%a\n",k);
i:=nops(k)-1;
k:=subsop(i=k[il+1/k[i+1],k);
k:=subsop (i+1=NULL,k) ;
od;
op(k);
end;

# Kettenbruchentwicklung einer rationalen Zahl mit Naeherungsbruechen
kbe_nb:=proc()
b0:=numer (args[1]); bl:=denom(args[1]); aa:=[1; pp:=[]; qq:=[1;
p-2:=0; p_1:=1;
q_2:=1; q_1:=0;
while b1>0 do
b2:=b0 mod bl; a:=(b0-b2)/bl; b0:=bl; bl:=b2; aa:=[op(aa),al;
p:=axp_1+p_2; p_2:=p_1; p_1:=p; pp:=[op(pp),p];
q:=axq_1+q_2; q_2:=q_1; q_1:=q; qq:=[op(qq),ql;
od;
[aa,pp,qq]
end;

# Kettenbruchentwicklung von sqrt(d)
kbe_wd:=proc()
d:=args[1];
wd:=isqrt(d); if wd"2>d then wd:=wd-1; fi;
aa:=[wd]; b:=wd; c:=d-wd"2; # Beginn mit b_1 und c_1
while c>1 do
a:=iquo(b+wd,c); aa:=[op(aa),al;

b:=a*c-b;

c:=(d-b"2) /c;
od;
a:=iquo(b+wd,c); aa:=[op(aa),al;
aa;

end;

# kb_rsa versucht aus dem oeffentlichen RSA-Schluessel (N,e) mittels
# Kettenbruechen die Faktorisierung N=pq zu bestimmen. Gelingt dies,
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wird [p,q,d] mit dem privaten Schluessel d ausgegeben, sonst [].

kb_rsa:=proc()

local N, e;
N:=args[1]; e:=args[2];
waN:=isqrt (4#N); if w4N"2>4*N then w4N:=wd4N-1; fi;
bO:=e; bl:=N-w4N;
ki:=1; kil:=0;
di:=0; dil:=1;
i:=-1;
while b1>0 do
i:=i+1;
b2:=b0 mod bl; ai:=(b0-b2)/bl; bO:=bl; bl:=b2;
k:=aixki+kil; kil:=ki; ki:=k;
d:=ai*di+dil; dil:=di; di:=d;
if i>0 and (e*di-1) mod ki=0 then
si:=N+1-(e*di-1)/ki;
Di:=si"~2-4x%N;
if issqr(Di) then
printf ("e=Yd d%d=%d kld=%d s¥d=%d\n",e,i,di,i,ki,i,si);
p:=(si-isqrt(Di))/2; q:=(si+isqrt(Di))/2;
printf("1n(d)/1n(N)=%f\n",1n(di) /1In(N));
return([p,q,dil);
fi;
fi;
od;
1;

end;

HOoH O H H K HE HH

11. algo4_ma

algo4_ma

Kapitel: Periodische Kettenbrueche und reellquadratische Zahlen
Version: 8.2.2002

Funktionen:

qz_abD(ql,q2,d)

kbe_uvwd(u,v,w,d)

Red (D)

kbe_wd (d)

pell(d)

unprotect (D) ;

H H O HH R

Umwandlung einer quadratischen Zahl alpha=q_1+q_2*sqrt(d) in
Diskriminantenform (b+sqrt(D))/(2*a): alpha genuegt der Gleichung
alpha~2-2*ql*alpha+(ql~2-d*q2°2)=0, multipliziert man mit dem Nenner,
so erhaelt man a*alpha”2-b*alpha+c=0.

Die Zahl d muss nicht quadratfrei sein.

Eingabe: q_1, q_2, d

Ausgabe: [a,b,D]

qz_abD:=proc()

local ql1, 92, 4, a, b, c, D;

ql:=args[1]; q2:=args[2]; d:=args[3];

b:=2%ql; c:=ql172-d*q2"2;

a:=ilcm(denom(b) ,denom(c)); if q2<0 then a:=-a; fi;
b:=a*b; c:=a*xc; D:=b"2-4*ax*c;

201
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[a,b,D];
end;

# Kettenbruchentwicklung von (ut+v*sqrt(d))/w fuer Vorlesungsskript
# Eingabe: u, v, w, d
# Ausgabe: Kettenbruchentwicklung von (u+v*sqrt(d))/w in TeX-Format
kbe_uvwd_tex:=proc()
local u, v, w, d, z, D, F, a, b, ¢, aa, bb, cc, g, wD, alpha,
alphap, m, uu, vv, ww, zz, i, U, abD;
u:=args[1]; v:=args[2]; w:=args[3]; d:=args[4];
if issqr(d) then error "%1 ist eine Quadratzahl!", d; fi;
if d<0 then error "%1 ist negativ!", d; fi;
abD:=qz_abD(u/w,v/w,d); a:=abD[1]; b:=abD[2]; D:=abD[3];
m:=isqrt(D/d); c:=(b"2-D)/(4*a);
printf ("$\\frac{%d+/%d\\sqrt{%d}}{%d}$ ",u,v,d,w);
printf ("hat Diskriminante %d\n",D);
wD:=isqrt(D); if wD"2>D then wD:=wD-1; fi;
F:={}; g:={[a,b,cl}; i:=0; U:=[1;

printf ("$$\\begin{tabular}{lclclclclclclclc|}\\hline \n");
printf("$i$ & $a$ & $b$ & $c$ & $\\alpha_i$ & $u_i$ & $\\alpha_i$ ");
printf ("& $\\alpha’_i$\\\\ \\hline\n");

while F<>F union {g} do
F:=F union {g};
alpha:=(b+m*sqrt (d))/(2*a); alphap:=(b-m*sqrt(d))/(2*a);
if a>0 then u:=floor ((b+wD)/(2xa));
else u:=floor ((b+wD+1)/(2*a));
fi;
U:=[op(U) ,ul;
uu:=b; vv:=m; ww:=2*a; zz:=igcd(uu,vv,ww);
uu:=uu/zz; vv:=vv/zz; ww:=ww/zz;
if ww<0 then uu:=-uu; vv:=-vv; ww:=-ww; fi;
printf("%d & %d & %4 & %d & ",i,a,b,c);
printf ("$\\frac{%d+/%d\\sqrt{/%d}}{%d}$ & ",uu,vv,d,ww);
printf("%d & ",u);
printf ("%1.3f & %1.3f\\\\ \\hline\n",evalf(alpha),evalf (alphap));

aa:=-a*u”2+b*u-c;

bb:=2*a*u-b;

cc:=-a;

a:=aa; b:=bb; c:=cc; g:=[a,b,c]; i:=i+l;
od;

printf ("\\end{tabular}$$\n");
printf ("Wiederholung mit (%d,%d,%d)\n",a,b,c);
printf ("Kettenbruchentwicklung: %a\n",U);

end;

# Auflistung der reduzierten reellquadratischen Zahlen
# alpha=(b+sqrt(D))/(2*a) mit Diskriminante D in der Gestalt [a,b,D]

# Eingabe: D
# Ausgabe: Menge mit reduzierten [a,b,D]
Red:=proc()

local D, wD, R, b, mac, a;
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D:=args[1];
if D<=0 or isdisc(D)=false then error "D ist keine Diskriminante'"; fi;
wD:=isqrt(D); if wD"2>D then wD:=wD-1; fi;
R:={};
for b from 2-(D mod 2) by 2 to wD do
mac:=(D-b"2)/4;
for a from iquo(wD-b,2)+1 to iquo(wD+b,2) do
if mac mod a=0 and igcd(a,b,mac/a)=1 then
R:=R union {[a,b,D]1};
fi;
od;
od;
R;
end;

# Kettenbruchentwicklung von sqrt(d)
# Eingabe: d

# Ausgabe: [u_O,u_1,...,u_k], wobei dann
# [u_O,u_l,...,u_k,u_1,...,u_k,u_1,...,uk,...] die
# Kettenbruchentwicklung von sqrt(d) ist

kbe_wd:=proc()
local d, wd, v, a, u, kbe;
d:=args[1];
wd:=isqrt(d); if wd"2>d then wd:=wd-1; fi;
v:=0; a:=1; kbe:=[];

do
u:=iquo(v+wd,a); kbe:=[op(kbe),ul;
vi=a*xu-v;
a:=(d-v~2)/a;
if a=1 then break; fi;

od;

kbe:=[op(kbe) ,2*ud] ;

end;

# Kleinste Loesung der Pellschen Gleichung x"2-d*y~2=1 mit x,y>0
# Eingabe: d
# Ausgabe: [x,y]
pell:=proc()
local d, wd, v, a, u, p0, pl, p2, 90, q1, 92, k, x, y;

d:=args[1];

wd:=isqrt(d); if wd"2>d then wd:=wd-1; fi;
v:=0; a:=1;

p2:=0; pl:=1;

q2:=1; ql1:=0;

k:=0;

do

u:=iquo(v+wd,a);
pO:=u*xpl+p2; p2:=pl; pl:=p0;
q0:=u*ql+q2; gq2:=ql; ql:=q0;
k:=k+1;
V:=a¥u-v;
a:=(d-v~2)/a;
if a=1 then break; fi;

od;
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if k mod 2=0 then x:=pl; y:=ql; else x:=pl1~2+d*ql~2; y:=2%plxql; fi;
(x,y]1;
end;

12. rsa_bsp_gen_ma

# rsa_bsp_gen_ma - 9.2.2002
# Erzeugung von RSA-Beispielen gewuenschter Stellenzahl

Digits:=1000:

# st(N) liefert die Anzahl der Dezimalstellen von N
st:=proc() trunc(ln(args[1])/1n(10)+1); end;

# Z ist global definiert
Z:=784658678926897634989345645646265837658493785693845769275927592349;

# Naechste Zufallszahl

nzz:=proc()
local A, B;
A:=326478532647856327856238746532876458327648572364875268452132645101 ;
B:=347568937827648594768934782768956567437689276582736478526348536241 ;
return (A*args[1]+B) mod 27256;

end;

rsabsp:=proc()

local stz, p, q, Z;

global Z;

z:=0;

stz:=args[1];

while z<>stz do
Z:=nzz(Z); p:=Z mod 10"iquo(stz,2); p:=nextprime(p);
Z:=nzz(Z); q:=Z mod 10" iquo(stz,2); q:=nextprime(q);

z:=st(p*q);
od;
[p*q,p,al;
end;
# Beispiel: Erzeugung von 10 40-stelligen RSA-Zahlen
# zahl:=array(1..10);
# for i from 1 to 10 do zahl[i]:=rsabsp(40); od;

13. cfr_ma

# cfrac_bsp_ma
# Zum Erstellen von Beispielen fuer CRAC
# Eingabe: N, anzahl, Faktorbasis, Ausgabedatei,
# wobei anzahl die Anzahl der Beispielzeilen angibt
cfrac_bsp_tex:=proc()
local N, wN, anzahl, fb, i, u, v, P, a, rest, ex, j, aus, r, x, y;
N:=args[1]; anzahl:=args[2]; fb:=args[3]; aus:=args[4];
wN:=isqrt(N); if wN"2>N then wN:=wN-1; fi;
u:=array(0..anzahl-1);
v:=array(0..anzahl);
P:=array(-2..anzahl-1);
a:=array(0..anzahl) ;
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x:=array(0..anzahl) ;
y:=array(0..anzahl) ;
r:=-1;
fprintf (aus,"$N=/d$\nFaktorbasis: $%a$\n",N,fb);
fprintf (aus,"$$\\begin{tabular}{|clclclclclc|}\\hline\n");
P[-2]:=0; P[-1]:=1; v[0]:=0; a[0]:=1;
for i from 0 to anzahl-1 do
uli]:=iquo(v[il+wN,a[i]); fprintf(aus,"$u_{%d}=%d$ & ",i,ulil);
P[i]l:=(ul[il*P[i-1]+P[i-2]) mod N;
fprintf (aus,"$P_{)d}=Vd$ & ",i,P[i]);
v[li+1]:=alil*ul[i]-v[i]; fprintf (aus,"$v_{%d}=Vd$ & ",i+1,v[i+1]);
ali+1]:=(N-v[i+1]"2)/a[i]; fprintf(aus,"$a_{%d}=/d$ & ",i+1,ali+1]);
fprintf (aus,"\n$(-1) “{fdYra_{%d}=",i+1,i+1);
if i mod 2=0 then fprintf (aus,"-"); fi;
rest:=ali+1];
for j from 1 to nops(fb) do
e:=0;
while rest mod fb[j]=0 do e:=e+1; rest:=rest/fb[j]; od;
if e>0 then fprintf(aus,"%d",fb[j]1);
if e>1 then fprintf (aus,""{/d}",e); fi;
if rest>1 then fprintf(aus,"\\cdot "); fi;
fi;
od;
if rest>1l then fprintf (aus,"%d",rest); fi;
fprintf (aus,"$ & ");
if rest=1 then
fprintf (aus,"* ");
r:=r+1; x[r]:=P[i]; y[r]l:=(-1)"(i+1)*ali+1];
fi;
fprintf (aus,"\\\\ \\hline\n");
od;
fprintf (aus,"\\end{tabular}$$\n\n") ;
fprintf (aus,"$$\\begin{tabular}{|1/1|1]11}\\hline\n");
for i from 0 to r do
rest:=y[i];
for j from 1 to nops(fb) do
while rest mod fb[j]"2=0 do rest:=rest/fb[j]l"2; od;
od;
fprintf (aus,"$x_{%d}=/d$ & $y_{/d}=Vd=",1i,x[i],1,y[i]1);
if y[i]<0 then fprintf(aus,"(-1)\\cdot "); fi;
for j from 1 to nops(fb) do
if rest mod fb[j]1=0 then fprintf (aus,"%d\\cdot ",fb[jl); fi;
od;
fprintf (aus,"\\mathrm{Quadrat}$ & $c_{%d}=(",1i);
if y[i]1<0 then fprintf (aus,"1,"); else fprintf(aus,"0,"); fi;
for j from 1 to nops(fb) do
if rest mod fb[j]1=0 then fprintf (aus,"1"); else
fprintf (aus,"0"); fi;
if j<nops(fb) then fprintf(aus,","); fi;
od;
fprintf(aus,")$ \\\\ \\hline\n");
od;
fprintf (aus,"\\end{tabular}$$\n");
end;
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14. cfrac_gmp.c

/* cfrac_gmp.c - 30.11.2001, 9.2.2002
Uebersetzung mit gcc cfrac_gmp.c -1lgmp

Funktionen:

int nofo( int *e, int *w, int m, int n) - Matrizennormalform

void cfrac( mpz_t N, mpz_t N1, int n) - CFRAC, wobei die
Faktorisierbarkeit von a mit Basisprimzahlen durch sukzessive
ggT-Bildung mit dem Produkt der Basisprimzahlen getestet wird.

int dez( mpz_t N) - Anzahl der Dezimalstellen

void cfrac_mul( mpz_t N, mpz_t N1, int n, int k) - Erweiterung von
cfrac um Multiplikator

void cfrac_eas( mpz_t N, mpz_t N1, int n) - CFRAC mit early abort
strategy, wobei die Faktorisierbarkeit von a mit Basisprimzahlen
durch sukzessives Herausteilen getestet wird.

*/

#include <stdio.h>
#include <gmp.h>
#include <time.h>

#define M 1001 // x[M], y[M]

// Rueckgabewert O, falls Zeile m identisch 0, sonst 1
int nofo( int *e, int *w, int m, int n)
{

int i=0, j=0, k, v;

while (i<m)

{
if (e[n*i+jl==1)
{
if (e[n*m+jl==1) // Addiere Zeile i zu Zeile m
{
for ( k=0; k<n; k++) el[n*m+k] “=e[n*i+k];
for ( k=0; k<2*n; k++) wl[2*n*m+k] “=w[2*n*xi+k];
}
it++; j++;
}
else
{
if (e[n*m+j]l==1) // Vertausche Zeile i mit Zeile j
{
for ( k=0; k<n; k++)
{ v=e[n*i+k]; el[n*i+k]=e[n*m+k]; e[n*m+k]=v; }
for ( k=0; k<2*n; k++)
{ v=w[2*n*i+k]; wl2*n*i+k]=w[2*n*m+k]; w[2*n*m+k]l=v; }
i++; j++;
}
else
{
jt++;
}
}
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for ( j=0; j<n; j++)
if (e[n*m+j]l==1) return 1;
return 0;

void cfrac( mpz_t N, mpz_t N1, int n)

{

int i, j, *p, q, *e, *b, *w, m=-1, r=-1, azi=0, azr=0, azt=0, sgn=0;
mpz_t hi, prodp, x[M], y[M], xx, yy, ggT, aa, aag;

mpz_t d, wd, v, a, u, PO, P1;

mpz_init(hi); mpz_init(prodp); mpz_init(xx); mpz_init(yy);
mpz_init(ggT); mpz_init(aa); mpz_init(aag); mpz_init(d);
mpz_init(wd); mpz_init(v); mpz_init(a); mpz_init(u);

mpz_init(P0); mpz_init(P1);

// FaKtorbasis skskkskkskkokkokkokkok kok ok ks ko ok ok ko ko ok ok Kok ko ko ok ook Kok ok ok sk ok o ok
p=(int *) malloc(n*sizeof (int));
pl0]l=-1; p[1]=2; mpz_init_set_ui(hi,2);
for (i=2;i<n;)
{
mpz_nextprime(hi,hi);
if (mpz_legendre(N,hi)==1) p[i++]=mpz_get_ui(hi);
}
//printf ("Faktorbasis: ");
//for (i=0;i<n;i++) printf("%d ",plil);
//printf ("\n");

// Produkt der Basisprimzahlen

mpz_set_ui(prodp,1);

for (i=1;i<n;i++) mpz_mul_ui(prodp,prodp,pl[il);

//printf ("prodp="); mpz_out_str(stdout,10,prodp); printf("\n");

// Zum Abspeichern der Relationen kkskkkskskokskskskokkskokkkkokkkokk kokkkokkkokok Kk
e=(int *) malloc((n+1)*n*sizeof(int));

b=(int *) malloc(n*sizeof (int));

w=(int *) malloc(2*n*2*n*sizeof (int));

for (i=0;i<(n+1)*n;i++) e[i]=0;

for (i=0;i<2*n*2*n;i++) w[i]=0;

// Initialisierung der Kettenbruchentwicklung ks kskokkkkokkkskkkokk %k
// Kettenbruchentwicklung mit v_i, a_i, u_i=floor((v_i+sqrt(d))/a_i)
// Zaehler der Naeherungsbrueche P_i mit P_(-2)=0, P_(-1)=1

mpz_set (d,N); mpz_sqrt(wd,d);

mpz_set_ui(v,0); mpz_set_ui(a,1); // v_0=0, a_0=1
mpz_set_ui(P0,0); mpz_set_ui(P1,1); // P_(-2)=0, P_(-1)=1

for (;3)

{
sgn~=1;
// Start mit v_i, a_i, P_(i-2), P_(i-1). Dann wird mit
// u_i=floor((v_i+wd)/a_i), v_(i+1)=a_i*u_i-v_i,
// a_(i+1)=(d-v_(i+1)"2)/a_i, P_i=u_i*P_(i-1)+P_(i-2) die Werte
// v_(i+1), a_(i+1), P_(i-1), P_i berechnet. Dann sollte gelten:
// P_i~2=(-1)"(i+1)*a_(i+1) mod d bzw. P1°2=(-1)"(i+1)*a mod d
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mpz_add(u,v,wd); mpz_fdiv_q(u,u,a); // u=(v+wd)/a

mpz_mul (hi,a,u); mpz_sub(v,hi,v); // v=axu-v

mpz_mul (hi,v,v); mpz_sub(hi,d,hi);

mpz_divexact(a,hi,a); // a=(d-v*v)/a;

mpz_mul (hi,u,P1); mpz_add(hi,hi,P0);

mpz_set (P0,P1); mpz_mod(P1,hi,d); // P2=(uxP1+P0)%d; PO=P1; P1=P2;

if (mpz_cmp_ui(a,1)==0) { printf("1"); fflush(stdout); }

azi++;

//printf("."); fflush(stdout);
mpz_set (aa,a); mpz_set_ui(aag,0);
while (mpz_cmp_ui(aag,1)!=0)

{
mpz_gcd (aag,aa,prodp) ;
mpz_divexact (aa,aa,aag);
}
if (mpz_cmp_ui(aa,1)==0)
{
azr++;

//printf ("*"); fflush(stdout);
mpz_set (aa,a);
for (j=1;j<n;j++)
{
b[j1=0;
while (mpz_fdiv_q_ui(hi,aa,p[j]1)==0)
{ b[j1~=1; mpz_set(aa,hi); }
}
// Neue Relation gefunden!
//printf ("."); fflush(stdout);
m++; r++;
mpz_init_set(x[r],P1); mpz_init_set(y[r],a);
e[nxm]=sgn; for ( j=1; j<n; j++) el[n*m+jI=b[j];
w[2*xn*sm+r]=1; for (j=0;j<r;j++) w[2*n*m+j]=0;
//pmat (e,w,m,n);

// Nun wird die Normalform gebildet
if (nofo(e,w,m,n)==0)
{
azt++;
//printf ("t"); fflush(stdout);
//printf ("*"); fflush(stdout);

mpz_set_ui(xx,1); mpz_set_ui(yy,1);
for (j=0;j<=r;j++)
if (w[2*n*m+j]==1)
{
mpz_mul (xx,xx,x[j]); mpz_mod(xx,xx,N);
mpz_mul (yy,yy,y[j1);
}

mpz_sqrt(hi,yy); mpz_add(hi,xx,hi);
mpz_gcd (ggT,hi,N); // ggT=GCD(xx+SqrRoot (yy) ,N) ;
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if (mpz_cmp_ui(ggT,1)>0 && mpz_cmp (ggT,N)<0)

{
printf (" (%d,%d,%d)\n",azi,azr,azt) ;
mpz_init_set (N1,ggT);
return;

}

m==3

}
}
}

return;

int dez( mpz_t N)

{

}

int az=0;

mpz_t h;

mpz_init_set(h,N);

while (mpz_sgn(h)!=0) { az++; mpz_fdiv_q_ui(h,h,10); }
return az;

void cfrac_mul( mpz_t N, mpz_t N1, int n, int k)

{

int i, j, *p, q, *e, *b, *w, m=-1, r=-1, azi=0, azr=0, azt=0, sgn=0;
mpz_t hi, prodp, x[M], y[M], xx, yy, ggT, aa, aag;

mpz_t d, wd, v, a, u, PO, P1;

mpz_init(hi); mpz_init(prodp); mpz_init(xx); mpz_init(yy);
mpz_init(ggT); mpz_init(aa); mpz_init(aag); mpz_init(d);
mpz_init(wd); mpz_init(v); mpz_init(a); mpz_init(u);

mpz_init(P0); mpz_init(P1);

mpz_mul_ui(d,N,k);

// Faktorbasis skkskskokskokskokskok ok skok ok ok ok ok sk ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ook o ok
p=(int *) malloc(n*sizeof (int));
pl[0]=-1; p[1]1=2; mpz_init_set_ui(hi,2);
for (i=2;i<n;)
{
mpz_nextprime (hi,hi);
if (mpz_legendre(d,hi)!=-1) p[i++]=mpz_get_ui(hi);
}
//printf ("Faktorbasis: ");
//for (i=0;i<n;i++) printf("%d ",plil);
//printf ("Letztes Element der Faktorbasis: %d\n",p[n-11);

// Produkt der Basisprimzahlen

mpz_set_ui(prodp,1);

for (i=1;i<n;i++) mpz_mul_ui (prodp,prodp,pl[il);

//printf ("prodp="); mpz_out_str(stdout,10,prodp); printf("\n");
printf ("Das Produkt der Faktorbasisprimzahlen hat %d ",dez(prodp));
printf ("Stellen.\n");

// Zum Abspeichern der Relationen skskskkskokskskskskskskokokoksksk sk k ok kokokkokok ok kok ok k ok ok
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(int *) malloc((n+1)*n*sizeof (int));
(int *) malloc(n*sizeof(int));

w=(int *) malloc(2*n*2*n*sizeof (int));
for (i=0;i<(n+1)*n;i++) e[i]=0;
for (i=0;i<2*n*2x*n;i++) w[i]=0;

// Initialisierung der Kettenbruchentwicklung ks kskkskkkokkkkkk kk
// Kettenbruchentwicklung mit v_i, a_i, u_i=floor((v_i+sqrt(d))/a_i)
// Zaehler der Naeherungsbrueche P_i mit P_(-2)=0, P_(-1)=1

// mpz_set(d,N);

mpz_sqrt(wd,d) ;

mpz_set_ui(v,0); mpz_set_ui(a,1); // v_0=0, a_0=1
mpz_set_ui(P0,0); mpz_set_ui(P1,1); // P_(-2)=0, P_(-1)=1

for (;3;)

{

sgn~=1;

// Start mit v_i, a_i, P_(i-2), P_(i-1). Dann wird mit

// u_i=floor((v_i+wd)/a_i), v_(i+1)=a_i*u_i-v_i,

// a_(i+1)=(d-v_(i+1)"2)/a_i, P_i=u_i*P_(i-1)+P_(i-2) die Werte
// v_(i+1), a_(i+1), P_(i-1), P_i berechnet. Dann sollte gelten:
// P_i~2=(-1)"(i+1)*a_(i+1) mod d bzw. P1°2=(-1)"(i+1)*a mod d
mpz_add(u,v,wd); mpz_fdiv_q(u,u,a); // u=(v+wd)/a

mpz_mul (hi,a,u); mpz_sub(v,hi,v); // v=a*u-v

mpz_mul (hi,v,v); mpz_sub(hi,d,hi);

mpz_divexact(a,hi,a); // a=(d-v*v)/a;

mpz_mul (hi,u,P1); mpz_add(hi,hi,P0);

mpz_set (P0,P1); mpz_mod(P1,hi,N); // P2=(uxP1+P0)%d; PO=P1; P1=P2;

if (mpz_cmp_ui(a,1)==0) { printf("1"); fflush(stdout); }

azi++;

//printf("."); fflush(stdout);
mpz_set (aa,a); mpz_set_ui(aag,0);
while (mpz_cmp_ui(aag,1)!=0)

{
mpz_gcd (aag,aa,prodp) ;
mpz_divexact (aa,aa,aag);
}
if (mpz_cmp_ui(aa,1)==0)
{
azr++;

// printf("x"); fflush(stdout);
mpz_set (aa,a);
for (j=1;j<m;j++)

{
b[j1=0;
while (mpz_fdiv_q_ui(hi,aa,p[j]1)==0)
{ b[j1°=1; mpz_set(aa,hi); }

}

// Neue Relation gefunden!

//printf ("."); fflush(stdout);

m++; r++;

mpz_init_set(x[r],P1); mpz_init_set(y[r],a);



14. CFRAC_GMP.C

e[n*m]=(i+1)%2; for (j=1;j<n;j++) e[n*m+jl=b[j];
w[2*n*sm+r]=1; for (j=0;j<r;j++) w[2*n*m+j]=0;
//pmat (e,w,m,n) ;

// Nun wird die Normalform gebildet
if (nofo(e,w,m,n)==0)
{
azt++;
//printf ("t"); fflush(stdout);
//printf ("*"); fflush(stdout);

mpz_set_ui(xx,1); mpz_set_ui(yy,1);
for (j=0;j<=r;j++)
if (w[2*n*m+j]==1)
{
mpz_mul (xx,xx,x[j]); mpz_mod(xx,xx,N);
mpz_mul (yy,yy,y[j1);
}

mpz_sqrt (hi,yy); mpz_add(hi,xx,hi);
mpz_gcd (ggT,hi,N); // ggT=GCD (xx+SqrRoot (yy) ,N) ;

if (mpz_cmp_ui(ggT,1)>0 && mpz_cmp(ggT,N)<0)
{
printf (" (%d,%d,%d)\n",azi,azr,azt) ;
mpz_init_set (N1,ggT);
return;
}
m--;
}
}
}
return;

}

void cfrac_eas( mpz_t N, mpz_t N1, int n)
{
int i, j, *p, q, *e, *b, *w, m=-1, r=-1, azi=0, azr=0, azt=0, sgn=0;
mpz_t hi, x[M], y[M], xx, yy, ggT, aa, wN, Rl, R2;
mpz_t d, wd, v, a, u, PO, P1;
mpz_init(hi); mpz_init(xx); mpz_init(yy);
mpz_init(wN); mpz_init(R1); mpz_init(R2);
mpz_init(ggT); mpz_init(aa); mpz_init(d);
mpz_init(wd); mpz_init(v); mpz_init(a); mpz_init(u);
mpz_init(P0); mpz_init(P1);

// Faktorbasis #ksokskkokok koo koo sk kok ok sk ok ok o ok ok ok ok ook ok o sk o o sk o sk o ok o ok o ke
p=(int *) malloc(n*sizeof (int));
pl0]l=-1; p[1]=2; mpz_init_set_ui(hi,2);
for (i=2;i<n;)
{
mpz_nextprime (hi,hi);
if (mpz_legendre(N,hi)==1) p[i++]=mpz_get_ui(hi);
}

211
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if (n<96)

{
printf("n=Yd ist zu klein fuer early abort strategy!\n",n);
return;

}

// Early abort strategy skskskskokskskskokkokskokskok hok koo dokokohok ok ok ko kokok ook ok ok ok ok
mpz_sqrt (wN,N) ;
mpz_fdiv_q_ui(R1,wN,500); mpz_fdiv_q_ui(R2,wN,20000000) ;

// Zum Abspeichern der Relationen kskkkskskokskskskokkskokkkkokkkokk kokkkokkkokok Kk
e=(int *) malloc((n+1)*n*sizeof (int));

b=(int *) malloc(n*sizeof (int));

w=(int *) malloc(2*n*2*n*sizeof (int));

for (i=0;i<(n+1)*n;i++) e[i]=0;

for (i=0;i<2*n*2x*n;i++) w[i]=0;

// Initialisierung der Kettenbruchentwicklung ks kskokkkkokkkkkkokok %k
// Kettenbruchentwicklung mit v_i, a_i, u_i=floor((v_i+sqrt(d))/a_i)
// Zaehler der Naeherungsbrueche P_i mit P_(-2)=0, P_(-1)=1

mpz_set (d,N); mpz_sqrt(wd,d);

mpz_set_ui(v,0); mpz_set_ui(a,1); // v_0=0, a_0=1
mpz_set_ui(P0,0); mpz_set_ui(P1,1); // P_(-2)=0, P_(-1)=1

for (;3)
{
sgn~=1;
// Start mit v_i, a_i, P_(i-2), P_(i-1). Dann wird mit
// u_i=floor((v_i+wd)/a_i), v_(i+1)=a_i*u_i-v_i,
// a_(i+1)=(d-v_(i+1)"2)/a_i, P_i=u_i*P_(i-1)+P_(i-2) die Werte
// v_(i+1), a_(i+1), P_(i-1), P_i berechnet. Dann sollte gelten:
// P_i~2=(-1)"(i+1)*a_(i+1) mod d bzw. P1°2=(-1)"(i+1)*a mod d
mpz_add (u,v,wd); mpz_fdiv_q(u,u,a); // u=(v+wd)/a
mpz_mul (hi,a,u); mpz_sub(v,hi,v); // v=a*xu-v
mpz_mul (hi,v,v); mpz_sub(hi,d,hi);
mpz_divexact(a,hi,a); // a=(d-v*v)/a;
mpz_mul (hi,u,P1); mpz_add(hi,hi,P0);
mpz_set (P0,P1); mpz_mod(P1,hi,d); // P2=(uxP1+P0)%d; PO=P1; P1=P2;

if (mpz_cmp_ui(a,1)==0) { printf("1"); fflush(stdout); }

azi++;
//printf("."); fflush(stdout);
mpz_set (aa,a);
for (j=1;j<16;j++)
{
b[j1=0;
while (mpz_fdiv_q_ui(hi,aa,p[j])==0)
{ b[jl°=1; mpz_set(aa,hi); }
}
if (mpz_cmp(aa,R1)<=0)
{
for (j=16;3j<96;j++)
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b[j]1=0;
while (mpz_fdiv_q_ui(hi,aa,p[j]1)==0)

{
}

b[j]1°=1; mpz_set(aa,hi); }

if (mpz_cmp(aa,R2)<=0)

{

for (j=96;j<n;j++)

{

}

b[j1=0;
while (mpz_fdiv_q_ui(hi,aa,p[j])==0)
{ b[j]l°=1; mpz_set(aa,hi); }

if (mpz_cmp_ui(aa,1)==0)

{

azr++;

//printf ("*"); fflush(stdout);

mpz_set (aa,a);

// Neue Relation gefunden!

//printf ("."); fflush(stdout);

m++; r++;

mpz_init_set(x[r],P1); mpz_init_set(y[r],a);
e[n*m]l=sgn; for ( j=1; j<n; j++) eln*m+jl=b[j];
w[2*xn*m+r]=1; for (j=0;j<r;j++) wl[2*n*m+j]=0;
//pmat (e,w,m,n) ;

// Nun wird die Normalform gebildet
if (nofo(e,w,m,n)==0)
{
azt++;
//printf ("t"); fflush(stdout);
//printf ("*"); fflush(stdout);

mpz_set_ui(xx,1); mpz_set_ui(yy,1);
for (j=0;j<=r;j++)
if (w[2*n*m+j]==1)
{
mpz_mul (xx,xx,%x[j]); mpz_mod(xx,xx,N);
mpz_mul(yy,yy,y(jl);
}

mpz_sqrt (hi,yy); mpz_add(hi,xx,hi);
mpz_gcd (ggT,hi,N); // ggT=GCD(xx+SqrRoot (yy) ,N) ;

if (mpz_cmp_ui(ggT,1)>0 && mpz_cmp (ggT,N)<0)
{
printf (" (%d,%d,%d)\n" ,azi,azr,azt);
mpz_init_set (N1,ggT);
return;

}

m-=;
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}
}
return;

}

int main( int argc, char xargv[])
{
int i, n;
mpz_t N, N1, N2;
time_t zeitl, zeit?2;
mpz_init(N); mpz_init(N1); mpz_init(N2);

for (i=0;i<argc;i++)
printf("%s\n",argv[il);

printf ("N="); mpz_inp_str(N,stdin,10);
printf("n="); scanf("%d",&n);

printf ("\nN="); mpz_out_str(stdout,10,N);
printf ("\nn=Yd\n",n);

time(&zeitl);

cfrac_eas(N,N1,n);

mpz_divexact (N2,N,N1);

printf ("N=");

mpz_out_str(stdout,10,N1); printf ("*");
mpz_out_str(stdout,10,N2); printf ("\n");
time(&zeit?2) ;

printf ("Zeit: %.0f sec\n",difftime(zeit2,zeitl));
return 0;

15. cfrac_ntl.c

/* cfrac_ntl.c - 28.11.2001, 29.11.2001, 30.11.2001, 1.12.2001, 9.2.2002
Uebersetzung mit g++ cfrac_ntl.c -1lntl -1gmp
Anmerkung: Die Funktionen dienten der Beispielerstellung.

Funktionen:

void pmat( int *e, int *w, int m, int n) - Zur Matrizenausgabe

int nofo( int *e, int *w, int m, int n) - Matrizennormalform

ZZ cfrac_1( ZZ N, int n) - CFRAC, wobei die Faktorisierbarkeit
von a mit Basisprimzahlen wird durch sukzessives Herausteilen
getestet wird.

ZZ cfrac_2( ZZ N, int n) - CFRAC, wobei die Faktorisierbarkeit
von a mit Basisprimzahlen wird durch sukzessive ggT-Bildung mit
dem Produkt der Basisprimzahlen getestet wird.

ZZ cfrac_1_eas( ZZ N, int n) - cfrac_1 erweitert mit early abort
strategy

ZZ cfrac_2_eas( ZZ N, int n) - cfrac_2 erweitert mit early abort
strategy

Experimentell:
cfrac_2 ist schneller als cfrac_1
cfrac_1_eas ist (meist) schneller als cfrac_2_eas
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cfrac_1_eas ist (meist) am schnellsten

*/

#include <stdio.h>
#include <NTL/ZZ.h>

#define M 1001 // x[M], y[M]

// Zur Matrizenausgabe
void pmat( int *e, int *w, int m, int n)

{
int i, j;
for ( i=0; i<=m; i++)
{
for ( j=0; j<m; j++) cout << e[n*i+j] << " ";
cout << "\t";
for ( j=0; j<2*n; j++) cout << w[Q*n*i+j] e
cout << "\n";
}
return;
}

// Rueckgabewert 0, falls Zeile m von e identisch O ist, sonst 1.
int nofo( int *e, int *w, int m, int n)
{

int i=0, j=0, k, v;

while (i<m)

{
if (e[n*i+jl==1)
{
if (eln*m+jl==1) // Addiere Zeile i zu Zeile m
{
for ( k=0; k<n; k++) e[n*m+k] "=e[n*i+k];
for ( k=0; k<2*n; k++) w[2*n*m+k] ~=w[2*n*xi+k];
}
i++; j++;
}
else
{
if (e[n*m+j]l==1) // Vertausche Zeile i mit Zeile j
{
for ( k=0; k<n; k++)
{ v=e[n*i+k]; e[n*i+k]=e[n*m+k]; e[n*m+k]=v; }
for ( k=0; k<2*n; k++)
{ v=w[2*n*i+k]; wl2*n*i+k]=w[2*n*m+k]; w[2*n*m+k]l=v; }
i++; j++;
}
else
{
jt++;
}
}
}

for ( j=0; j<n; j++)
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}

if (e[n*m+j]l==1) return 1;
return 0;

// Faktorisierbarkeit von a mit Basisprimzahlen wird durch sukzessives
// Herausteilen getestet.
ZZ cfrac_1( ZZ N, int n)

{

int azi=0, azr=0, azt=0;
int i, j;

// Faktorbasis ks sk sk kot ok o koo o stk sk oo o sk o ok sk o s ok sk o o
int *p; p=(int *) malloc(n*sizeof (int));
PrimeSeq s; s.next();
pl0]l=-1; pl[1]1=2;
for ( i=2; i<n; )
if (Jacobi(N,to_ZZ(p[il=s.next()))==1) i++;
//cout << "Faktorbasis: ";
//for ( i=0; i<n; i++) cout << p[i] << " ";
//cout << "\n";

// Zum Abspeichern der Relationen kskkkskskokskskskokkskokkkokokkkokkkokkkokkkokok %k
ZZ x[M], y[MI, xx, yy, ggT, aa, aag;

int *e, *b, *w, m=-1, r=-1;

e=(int *) malloc((n+1)*n*sizeof (int));

b=(int *) malloc(n*sizeof(int));

w=(int *) malloc(2*n*2*n*sizeof (int));

for (i=0;i<(n+1)*n;i++) e[i]=0;

for (i=0;i<2*n*2*n;i++) wl[i]=0;

// Initialisierung der Kettenbruchentwicklung ks kskokkkkokkkkkkokk %k
// Kettenbruchentwicklung mit v_i, a_i, u_i=floor ((v_i+sqrt(d))/a_i)
// Zaehler der Naeherungsbrueche P_i mit P_(-2)=0, P_(-1)=1

ZZ d=N, wd=SqrRoot(d), v, a, u, PO, P1, P2;

v=0; a=1; P0=0; P1=1; // v_0=0, a_0=1, P_(-2)=0, P_(-1)=1

int sgn=0;

for (53)

{
sgn”=1;
// Start mit v_i, a_i, P_(i-2), P_(i-1). Dann wird mit
// u_i=floor((v_i+wd)/a_i), v_(i+1)=a_i*u_i-v_i,
// a_(i+1)=(d-v_(i+1)"2)/a_i, P_i=u_i*P_(i-1)+P_(i-2) die Werte
// v_(i+1), a_(i+1), P_(i-1), P_i berechnet. Dann sollte gelten:
// P_i"2=(-1)"(i+1)*a_(i+1) mod d bzw. P1°2=(-1)"(i+1)*a mod d

u=(v+wd)/a; v=a*u-v; a=(d-v*v)/a; P2=(uxP1+P0)%d; PO=P1; P1=P2;
//if (a==1) cout << "1";

aa=a;

for (j=1;j<n;j++)

{
b[j]1=0;
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while (aa%pl[jl==0) { b[jl1~=1; aa/=p[jl; }

}

azit++;

if (aa==1)

{
azr++;
// Neue Relation gefunden!
m++; r++;
//cout << "m=" << m << " r=" << r << "\n";
//cout << "r=" << r << "\n";
x[r]=P1; yl[rl=a;
//cout << "x[" << r << "]=" << x[r] << " ",
//cout << "y[" << r << "]=" << y[r] << "\n";
e[n*m]=sgn; for ( j=1; j<n; j++) eln*m+jl=b[j];
w[2*xn*m+r]=1; for (j=0;j<r;j++) wl[2*n*m+j]=0;
//pmat (e,w,m,n);

// Nun wird die Normalform gebildet
if (nofo(e,w,m,n)==0)
{
azt++;
//cout << "x"; fflush(stdout);
//pmat(e,w,m,n);

xx=1; yy=1;
for (j=0;j<=r;j++)
if (w[2*n*m+j]l==1)
{
xx=(xx*x[J1)UN; yy*=y[jl;
}

ggT=GCD (xx+SqrRoot (yy) ,N) ;

if (ggT>1 && ggT<N)
{
//cout << "\n";
cout << "(" << azi << "," << azr << "," << azt << ")\n";
flush(cout);
return ggT;

m-=;

3
}
}

// Faktorisierbarkeit von a mit Basisprimzahlen wird durch sukzessive
// ggT-Bildung mit dem Produkt der Basisprimzahlen getestet.
Z7Z cfrac_2( ZZ N, int n)
{
int azi=0, azr=0, azt=0;
int i, j;

// Faktorbasis sokskskskskskkokskskskk sk sk ok okok sk ok sk ok 3k ok o o ok ok ok ok sk ok 3 K ok o o o ok ok ok ok ok 3 K K ok ok ok
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int *p; p=(int *) malloc(n*sizeof (int));
PrimeSeq s; s.next();
pl0]l=-1; pl[1]1=2;
for ( i=2; i<n; )
if (Jacobi(N,to_ZZ(p[il=s.next()))==1) i++;

ZZ prodp; // Produkt der Basisprimzahlen
prodp=1; for ( i=1; i<n; i++) prodp*=p[il;

// Zum Abspeichern der Relationen s skskskskksk sk k sk k sk sk sk sk k 5k %k 5k %k 3k k 5k sk 3k 5k %k > %k 5 % % %
ZZ x[M], y[MI, xx, yy, ggT, aa, aag;

int *e, *b, *w, m=-1, r=-1;

e=(int *) malloc((n+1)*n*sizeof(int));

b=(int *) malloc(n*sizeof(int));

w=(int *) malloc(2*n*2*n*sizeof (int));

for (i=0;i<(n+1)*n;i++) e[i]=0;

for (i=0;i<2*n*2x*n;i++) w[i]=0;

// Initialisierung der Kettenbruchentwicklung ko kskokkkkokkkkkkokk %k
// Kettenbruchentwicklung mit v_i, a_i, u_i=floor((v_i+sqrt(d))/a_i)
// Zaehler der Naeherungsbrueche P_i mit P_(-2)=0, P_(-1)=1

ZZ d=N, wd=SqrRoot(d), v, a, u, PO, P1, P2;

v=0; a=1; P0=0; P1=1; // v_0=0, a_0=1, P_(-2)=0, P_(-1)=1

int sgn=0;

for (i=0;;i++)

{
sgn~=1;
// Start mit v_i, a_i, P_(i-2), P_(i-1). Dann wird mit
// u_i=floor((v_i+wd)/a_i), v_(i+1)=a_i*u_i-v_i,
// a_(i+1)=(d-v_(i+1)"2)/a_i, P_i=u_i*P_(i-1)+P_(i-2) die Werte
// v_(i+1), a_(i+1), P_(i-1), P_i berechnet. Dann sollte gelten:
// P_i"2=(-1)"(i+1)*a_(i+1) mod d bzw. P1°2=(-1)"(i+1)*a mod d

u=(v+wd)/a; v=a*u-v; a=(d-v*v)/a; P2=(uxP1+P0)%d; PO=P1; P1=P2;
//if (a==1) cout << "1";

aa=a;
while ((aag=GCD(aa,prodp))!=1) aa/=aag;
azi++;
if (aa==1)
{
azr++;
aa=a;
for (j=1;j<m;j++)
{
b[j1=0;
while (aakpl[jl==0) { b[j1°=1; aa/=p[jl; }
}
// Neue Relation gefunden!
m++; r++;
x[r]=P1; yl[rl=a;
e[n*m]l=sgn; for ( j=1; j<n; j++) eln*m+jl=b[j];
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w[2*n*m+r]=1; for (j=0;j<r;j++) wl2*nxm+j]1=0; // XXXXXXXXXXXXX
// Nun wird die Normalform gebildet
if (nofo(e,w,m,n)==0)
{
azt++;
xx=1; yy=1;
for (j=0;j<=r;j++)
if (w[2*n*m+j]==1)
{
xx=(xx*x [J1)UN; yy*=y[j];
}
ggT=GCD (xx+SqrRoot (yy) ,N) ;
if (ggT>1 && ggT<N)
{
cout << "(" << azi << "," << azr << "," << azt << ")\n";
flush(cout);
return ggT;
}

m-=;

3
3
}

// cfrac_1 erweitert mit early abort strategy
ZZ cfrac_1_eas( ZZ N, int n)
{

int azi=0, azr=0, azt=0;

int i, j;

// Faktorbasis kkiksksksk sk skk ks ok sk sk sk sk sk ok ko sk ok ok sk sk sk o sk o s ok sk sk s s ok sk sk o s ok sk sk o o
int *p; p=(int *) malloc(n*sizeof (int));
PrimeSeq s; s.next();
pl0]=-1; p[1]=2;
for ( i=2; i<n; )
if (Jacobi(N,to_ZZ(p[il=s.next()))==1) i++;

// Zum Abspeichern der Relationen kskkkskskokskskskokkskokkkokokkkokk kokkkokokkokok Kk
ZZ x[M], y[MI, xx, yy, ggT, aa, aag;

int *e, *b, *w, m=-1, r=-1;

e=(int *) malloc((n+1)*n*sizeof(int));

b=(int *) malloc(n*sizeof(int));

w=(int *) malloc(2*n*2*n*sizeof (int));

for (i=0;i<(n+1)*n;i++) e[i]=0;

for (i=0;i<2*n*2*n;i++) wl[i]=0;

// Early abort strategy kkskskskskkkkkkkkkskskskkkkokkok koo kkkokokkokokok ko k ok ok ok
ZZ wN=SqrRoot (N), R1=wN/500, R2=wN/20000000;

// Initialisierung der Kettenbruchentwicklung ks kskkskkkokkkkkk kk
// Kettenbruchentwicklung mit v_i, a_i, u_i=floor((v_i+sqrt(d))/a_i)
// Zaehler der Naeherungsbrueche P_i mit P_(-2)=0, P_(-1)=1

ZZ d=N, wd=SqrRoot(d), v, a, u, PO, P1, P2;

v=0; a=1; P0=0; P1=1; // v_0=0, a_0=1, P_(-2)=0, P_(-1)=1
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int sgn=0;

for (;3;)

{
sgn~=1;
// Start mit v_i, a_i, P_(i-2), P_(i-1). Dann wird mit
// u_i=floor ((v_i+wd)/a_i), v_(i+1)=a_i*u_i-v_i,
// a_(i+1)=(d-v_(i+1)"2)/a_i, P_i=u_i*P_(i-1)+P_(i-2) die Werte
// v_(i+1), a_(i+1), P_(i-1), P_i berechnet. Dann sollte gelten:
// P_i~2=(-1)"(i+1)*a_(i+1) mod d bzw. P1°2=(-1)"(i+1)*a mod d

u=(v+wd)/a; v=a*u-v; a=(d-v*v)/a; P2=(uxP1+P0)%d; PO=P1; P1=P2;
//if (a==1) cout << "1";

azit++;
aa=a;
for (j=1;j<=15;j++)
{
b[j1=0;
while (aa%p[jl==0) { b[jl1"=1; aa/=pl[jl; }
}
if (aa<=R1)
{
for (j=16;j<=95;j++)
{
b[j]1=0;
while (aa%pl[jl==0) { b[jl~=1; aa/=p[jl; %}
}
if (aa<=R2)
{
for (j=96;j<n;j++)
{
b[j1=0;
while (aalpljl==0) { b[jl~=1; aa/=pl[jl; }
}
// Um Beispiele fuer large prime variation zu erhalten, kann man
// folgende Zeile einfuegen:
// if (aa>1 && aa<p[n-1]*p[n-1])
// cout << "aa=" << aa << " P1=" << P1 << " a=" << a << "\n";

if (aa==1)
{
azr++;
m++; r++;

x[r]=P1; ylrl=a;
e[n*m]=sgn; for ( j=1; j<n; j++) eln*m+jl=b[j];
w[2*xn*m+r]=1; for (j=0;j<r;j++) wl[2*n*m+j]=0;
// Nun wird die Normalform gebildet
if (nofo(e,w,m,n)==0)
{

azt++;

xx=1; yy=1;

for (j=0;j<=r;j++)

if (w[2*n*m+j]==1)
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{
xx=(xx*x[J1)UN; yy*=y[jl;
}
ggT=GCD (xx+SqrRoot (yy) ,N) ;
if (ggT>1 && ggT<N)
{
cout << "(" << azi << "," << azr << "," << azt << ")\n";
flush(cout);
return ggT;
}

m-=;

// cfrac_2 erweitert mit early abort strategy
ZZ cfrac_2_eas( ZZ N, int n)
{

int azi=0, azr=0, azt=0;

int i, j;

// Faktorbasis kkikskoksksk sk kksk ok sk sk sk sk sk ok sk ko sk ok ok sk sk sk o ok sk o s ok sk sk s o o ok sk sk o s ok sk sk ok o
int *p; p=(int *) malloc(n*sizeof (int));
PrimeSeq s; s.next();
pl0]=-1; p[1]=2;
for ( i=2; i<n; )
if (Jacobi(N,to_ZZ(p[il=s.next()))==1) i++;

ZZ prodpl, prodp2, prodp3; // Produkt von Basisprimzahlen
prodpl=1; for (i=1;i<=15;i++) prodpilx=p[il;

prodp2=1; for (i=16;i<=95;i++) prodp2*=p[i];

prodp3=1; for (i=96;i<n;i++) prodp3*=p[il];

// Zum Abspeichern der Relationen kskkkskskokskskskokkskokkkokokkkokk kokkkokokkokok %k
ZZ x[M], y[MI, xx, yy, ggT, aa, aag;

int *e, *b, *w, m=-1, r=-1;

e=(int *) malloc((n+1)*n*sizeof(int));

b=(int *) malloc(n*sizeof (int));

w=(int *) malloc(2*n*2*n*sizeof (int));

for (i=0;i<(n+1)*n;i++) e[i]=0;

for (i=0;i<2*n*2x*n;i++) w[i]=0;

// Early abort strategy kkkskkkkokkokkokkokkok ok ook dokokdok ook ok ok ok ook ok ok
ZZ wN=SqrRoot (N), R1=wN/500, R2=wN/20000000;

// Initialisierung der Kettenbruchentwicklung ks kskkskkkokkkkkkkk
// Kettenbruchentwicklung mit v_i, a_i, u_i=floor ((v_i+sqrt(d))/a_i)
// Zaehler der Naeherungsbrueche P_i mit P_(-2)=0, P_(-1)=1

ZZ d=N, wd=SqrRoot(d), v, a, u, PO, P1, P2;

v=0; a=1; P0=0; P1=1; // v_0=0, a_0=1, P_(-2)=0, P_(-1)=1

int sgn=0;
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for (;3)

{
sgn”=1;
// Start mit v_i, a_i, P_(i-2), P_(i-1). Dann wird mit
// u_i=floor ((v_i+wd)/a_i), v_(i+1)=a_i*u_i-v_i,
// a_(i+1)=(d-v_(i+1)"2)/a_i, P_i=u_i*P_(i-1)+P_(i-2) die Werte
// v_(i+1), a_(i+1), P_(i-1), P_i berechnet. Dann sollte gelten:
// P_i~2=(-1)"(i+1)*a_(i+1) mod d bzw. P1°2=(-1)"(i+1)*a mod d

u=(v+wd)/a; v=a*u-v; a=(d-v*v)/a; P2=(uxP1+P0)%d; PO=P1; P1=P2;

azi++;
aa=a;
while ((aag=GCD(prodpl,aa))!=1) aa/=aag;
if (aa<=R1)
{
while ((aag=GCD(prodp2,aa))!=1) aa/=aag;
if (aa<=R2)
{
while ((aag=GCD(prodp3,aa))!=1) aa/=aag;
if (aa==1)
{
azr++;
aa=a;
for (j=1;j<m;j++)
{
b[j]1=0;
while (aa’pl[jl==0) { b[jl~=1; aa/=p[jl; }
}
// Neue Relation gefunden!
m++; r++;

x[r]=P1; yl[rl=a;
e[n*m]l=sgn; for ( j=1; j<n; j++) eln*m+jl=b[j];
w2 n*m+r]=1; for (j=0;j<r;j++) w[2*n*m+j]1=0; // XXXXXXXXXXXXX
// Nun wird die Normalform gebildet
if (nofo(e,w,m,n)==0)
{
azt++;
xx=1; yy=1;
for (j=0;j<=r;j++)
if (w[2*n*m+j]==1)
{
xx=(xx*x [J1UN; yy*=y[jl;
}
ggT=GCD (xx+SqrRoot (yy) ,N);
if (ggT>1 && ggT<N)
{
cout << "(" << azi << "," << azr << "," << azt << ")\n";
flush(cout);
return ggT;

m-=;
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int main( int argc, char xargv[])

{
ZZ N, N1, N2; int n;

cout << "\n";

cout << "N="; cin >> N;
cout << "n="; cin >> n;
cout << "\n";

cout << "N=" << N << "\n";
cout << '"n=" << n << "\n";

Ni=cfrac_1_eas(N,n); N2=N/N1i;
cout << "N=" << N1 << "x" << N2 << "\n";

cout << "Zeit: "; PrintTime(cout,GetTime()); cout << "\n";
return O;

16. algo6_ma

algo6_ma
Kapitel: Endlich erzeugte Z-Moduln in quadratischen Zahlkoerpern
Version: 12.2.2002

Funktionen:

isdisc(D)

qz_abD(q1,q2,D)
geT_1k([a_1,a_2,...,a_r])

modul _hnf ([[x_1,y_1],[x_2,y_2],...,[x_r,y_rl])
modul _nf([[x_1,y_1]1,...,[x_r,y_rl],d)
modul_kon(D,a)

ggT3(al,a2,a3)
modul_multD([Al1,al1,bl1,D],[A2,a2,b2,D])
modul_mult([Al,al,b1,D1],[A1,a2,b2,D2])
fund_disc(D)

modul_test([A,a,b,D])

rq_einheit (D)

hauptideal(x,y,D)

modul_kon_p(D,p)

HoH HF H H HHHHHEHHEHHHEHEHHER

unprotect (D) ;

# Test, ob D Diskriminante einer quadratischen Zahl ist
# Eingabe: D
# Ausgabe: true oder false
isdisc:=proc()
local D;
D:=args[1];
if D mod 4=2 or D mod 4=3 then return false; fi;
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if issqr(D) then return false fi;
true;
end;

Umwandlung einer quadratischen Zahl alpha=q_1+q_2*sqrt(d) in
Diskriminantenform (b+sqrt(D))/(2*a). (alpha genuegt der Gleichung
alpha~2-2*ql*alpha+(ql~2-d*q2°2)=0, multipliziert man mit dem Nenner,
so erhaelt man a*alpha”2-b*alpha+c=0.) Die Zahl d muss nicht
quadratfrei sein.
Eingabe: q_1,9_2,d
Ausgabe: [a,b,D]
qz_abD:=proc()

local q1, 92, 4, a, b, c, D;

ql:=args[1]; q2:=args[2]; d:=args[3];

b:=2%ql; c:=ql172-d*q2"2;

a:=ilcm(denom(b) ,denom(c)); if q2<0 then a:=-a; fi;

b:=a*b; c:=a*xc; D:=b"2-4*ax*c;

[a,b,D];
end;
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# Erweiterter euklidischer Algorithmus
# Eingabe: [a_1,a_2,...,a_r]
# Ausgabe: [x_1,x_2,...,x_r,ggT] mit
# geT=ggT(a_1,a_2,a_3,...)=a_1*x_l1+a_2%x_2+...a_r*x_r
ggT_lk:=proc()
local a, x, ggT, i, j, s, t;
a:=args[1];
x:=[1]; ggT:=a[1]; if ggT<0 then ggT:=-ggT; x:=[-1]; fi;
for i from 2 to nops(a) do
ggT:=igcdex(ggT,alil,’s’,’t’);
for j from 1 to i-1 do
x[j]:=s*x[j];
od;
x:=[op(x),t];
od;
[op(x),geT];
end;

# Hermitesche Normalform eines Moduls
# M=\Z(x_1+y_1*sqrt(d))+...\Z(x_r+y_r*sqrt(d)) in Q(sqrt(d))
# Eingabe: [[x_1,y_11,[x_2,y_2],...,[x_r,y_r]] mit x_i,y_i aus Q
# Ausgabe: [ql,92,93] mit M=Z*ql+Z*(q2+q3*sqrt(d))
modul_hnf :=proc()
local r, n, u, v, w, uu, vv, wWw, i, X;
r:=nops(args[1]);
n:=1; vv:=[1; ww:=[];
for i from 1 to r do
vv:=[op(vv),op(i,args[1])[11]; ww:=[op(ww) ,op(i,args[1])[2]];
n:=ilcm(n,denom(vv[i]) ,denom(ww[i]));
od;
vv:=map (x->n*x,vv); ww:=map(x->n*x,ww);
x:=ggT_1k (ww) ;
w:=x[r+1]; v:=0; for i from 1 to r do v:=v+vv[il*x[i]; od;
if w>0 then
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uu:=[]; for i from 1 to r do uu:=[op(uu),vv[i]l-ww[i]/w¥v]; od;
else
uu:=vv;
fi;
u:=ggT_lk(uu) [r+1]; if u>0 then v:=v mod u; fij;
(u/n,v/n,w/nl;
end;

# Normalform [A,a,b,D]=A*(Z*a+Z*(b+sqrt(D))/2) eines Moduls
# M=\Z(x_1+y_1*sqrt(d))+...\Z(x_r+y_r*sqrt(d)) in Q(sqrt(d)) mit
# rationalen Zahlen x_i,y_i
# Eingabe: [[x_1,y_11,...,[x_r,y_r]l]l,d
# Ausgabe: [A,a,b,D]
modul_nf :=proc()
local d, q, abD, a, b, D, A;
d:=args[2];
q:=modul_hnf (args[1]); # M=Zxql+Z*(q2+q3*sqrt(d))
#printf ("d=%d gq=%a\n",d,q);
abD:=qz_abD(q[2]1/q[1],q[31/q[1],d);
a:=abD[1]; b:=abD[2]; D:=abD[3];
b:=b mod (2*a); if b>a then b:=b-2xa; fi;
A:=q[1]/a;
[A,a,b,D];
end;

# Zu vorgegebener Diskriminante und Norm a werden alle primitiven
# Moduln mit Diskriminante D und Norm a bestimmt
# Eingabe: D, a
# Ausgabe: {[1,a,b_1,D],...,[1,a,b_r,D]}
modul_kon:=proc()
local a, b, ¢, D, S, bO;
D:=args[1];
a:=args[2];
if isdisc(D)=false then error "D ist keine Diskriminante"; fi;
S:={}; b0:=D mod 2;
for b from b0 to a by 2 do
if (b"2-D) mod (4*a)=0 and igcd(a,b,(b"2-D)/(4*a))=1 then
if b=a then S:=S union {[1,a,b,D]};
else S:=S union {[1,a,b,D],[1,a,-b,D]};
fi;
fi;
od;
S;
end;

# Erweiterter euklidischer Algorithmus

# Eingabe: al,a2,a3

# Ausgabe: [x1,x2,x3] mit ggT(al,a2,a3)=al*xl+a2xx2+a3%x3

ggT3:=proc()
local al, a2, a3, al2, bl, b2, al23, c, b3;
al:=args[1]; a2:=args[2]; a3:=args[3];
al2:=igcdex(al,a2,’bl’,’b2’);
al23:=igcdex(al2,a3,’c’,’b3%);
[blxc,b2%c,b3];
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end;

# Multiplikation von Moduln mit gleicher Diskriminante

# Eingabe: [A1,al,b1,D],[A2,a2,b2,D]

# Ausgabe: [A,a,b,D] mit [A,a,b,D]=[A1,al,b1,D]*[A2,a2,b2,D]

modul_multD:=proc()
local M1, M2, A1, A2, al, a2, bl, b2, D, xyz, x, y, Zz, A, b, a;
Mi:=args[1]; A1:=M1[1]; al:=M1[2]; b1:=M1[3]; D:=M1[4];
M2:=args[2]; A2:=M2[1]; a2:=M2[2]; b2:=M2[3];
xyz:=ggT3(al,a2, (b1+b2) /2); x:=xyz[1]; y:=xyz[2]; z:=xyz[3];
A:=alxx+a2xy+(b1+b2) /2%z;
b:=(alxb2*x+a2*blxy+(b1xb2+D) /2*z) /A;
a:=al*a2/A"2;
b:=b mod (2*a); if b>a then b:=b-2*a; fi;
[A1*A2%A,a,b,D];

end;

# Multiplikation von Moduln im gleichen Zahlkoerper
# Eingabe: [A1,al,b1,D1],[A1,a2,b2,D2]
# Ausgabe: [A,a,b,D] mit [A,a,b,D]=[A1,al,b1,D1]*[Al1,a2,b2,D2]
modul_mult:=proc()
local M1, M2, A1, A2, al, a2, bl, b2, D1, D2, ml, m2, d;
Mi:=args([1]; A1:=M1[1]; al:=M1[2]; b1:=M1[3]; D1:=M1[4];
M2:=args[2]; A2:=M2[1]; a2:=M2[2]; b2:=M2[3]; D2:=M2[4];
# if D1=D2 then return modul _multD(M1,M2); fi;
# D1=m1°2%d, D2=m2°2*d, D1/D2=(m1/m2) "2
m2:=denom(D1/D2) ; ml:=m2%D1/D2;
if issqr(ml)=false or issqr(m2)=false then
error "Die Moduln liegen nicht im gleichen Zahlkoerper";
fi;
ml:=isqrt(ml); m2:=isqrt(m2); d:=D1/m1"2;
modul _nf ([[A1*xA2*xal*xa2,0],
[A1xA2%alxb2/2,A1%xA2*xal*m2/2],
[A1xA2%a2%b1/2,A1%xA2%xa2%m1/2],
[A1*xA2% (b1*b2+m1*m2*d) /4,A1%A2* (b1*m2+b2*m1) /4]1],d);
end;

# Zu einer Diskriminante D wird die Fundamentaldiskriminante D1 sowie
# der Fuehrer f bestimmt, D=f"2*D1, was die Faktorisierbarkeit von D
# voraussetzt.
# Eingabe: D
# Ausgabe: [D1,f]
fund_disc:=proc()
local D, P, £, D1, i, j;
D:=args[1];
if isdisc(D)=false then error "D ist keine Diskriminante"; fi;
P:=ifactors(D)[2]; f:=1;
for i from 1 to nops(P) do
jr=iquo(P[i][2],2); f:=fxP[i][1]"j;
od;
D1:=D/f"2;
if D1 mod 4=2 or D1 mod 4=3 then D1:=4x%D1; f:=f/2; fi;
[D1,£];
end;
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Test, ob [A,a,b,D] tatsaechlich einen Modul beschreibt
Eingabe: [A,a,b,D]
Ausgabe: true, false [A,a,b,D] Modul ist, sonst false

modul_test:=proc()

local M, A, a, b, D, c;

M:=args[1];

a:=M[2]; b:=M[3]; D:=M[4];

if (b"2-D) mod (4%a)<>0 then return false; fi;
c:=(b~2-D)/(4*a);

if igcd(a,b,c)>1 then return false; fi;

true;

end;
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Grundeinheit der reellquadratischen Ordnung mit Diskriminante D.
Start mit einer reduzierten Zahl (b+sqrt(D)/2=[1,b,D],

naemlich b=wD bzw. b=wD-1. Dann ist epsilon=x+y*omega mit
x=q_(k-2)+(b-(D mod 2)/2%q_(k-1), y=q_(k-1),

omega=((D mod 2)+sqrt(D))/2 eine Grundeinheit.

Eingabe: D

Ausgabe: [x,y] mit epsilon=x+y*((D mod 2)+sqrt(D))/2 (Grundeinheit)

rq_einheit:=proc()

local a, b, D, wD, u, aa, bb, kbe;
D:=args[1];
if D<O or isdisc(D)=false then
error "D ist keine positive Diskriminante";
fi;
wD:=isqrt(D); if wD"2>D then wD:=wD-1; fi;
a:=1; b:=wD-((D-wD) mod 2);
aa:=a; bb:=b; qi2:=1; qil:=0; # kbe:=[];
do
u:=iquo(bb+wD,2*aa); # kbe:=[op(kbe) ,ul;
gqi:=u*qil+qi2; qi2:=qil; qil:=qi;
bb:=2*aa*u-bb;
aa:=(D-bb~2)/(4%aa);
if aa=a and bb=b then break; fij;
od;
x:=qi2+qil*(b-(D mod 2))/2; y:=qil;
test:=x"2+(D mod 2)x*x*y+((D mod 2)-D)/4*y~2;
if test<>1 and test<>-1 then error "keine Einheit!"; fi;
[x,y];

end;

# Mit delta=D mod 2 sei omega=(delta+sqrt(D))/2 und R_D=Z+Zxomega
# Eingabe: x, y, D zu alpha=x+y*omega

# Ausgabe: [A,a,b,D] = alpha*R_D

hauptideal:=proc()

local x, y, D, delta, M;

x:=args[1]; y:=args[2]; D:=args[3]; delta:=D mod 2;

if isdisc(D)=false then error "D ist keine Diskriminante"; fi;

modul_nf ([ [x+y*delta/2,y/2],
[xxdelta/2+y*(delta+D) /4, (x+deltaxy)/2]]1,D);

end;
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# Konstruktion eines primitiven Moduls mit Norm p
# Eingabe: D,p
# Ausgabe: Menge der primitiven Moduln mit Diskriminante D und Norm p
modul_kon_p:=proc()
local D, p, S, b;
D:=args[1]; p:=args[2]; S:={};
if isdisc(D)=false then error "D ist keine Diskriminante"; fi;
if isprime(p)=false then error "p ist keine Primzahl"; fi;
if D mod p=0 then
if p=2 then
if D mod 16=8 then S:=S union {[1,2,0,D]}; fi;
if D mod 16=12 then S:=S union {[1,2,2,D]}; fi;
else
if D mod p~2>0 and D mod 4=0 then S:=S union {[1,p,0,D]}; fi;
if D mod p~2>0 and D mod 4=1 then S:=S union {[1,p,p,D]1}; fi;
fi;
else
if p=2 then
if D mod 8=1 then S:=S union {[1,2,1,D],[1,2,-1,D1}; fi;
else
if numtheory[legendre] (D,p)=1 then
b:=numtheory [msqrt] (D,p);
if (D+b) mod 2>0 then b:=p-b; fi;
S:=S union {[1,p,b,D],[1,p,-b,D]1};
fi;
fi;
fi;
S;
end;

17. algo7_ma

algo7_ma
Kapitel: Imaginaerquadratische Klassengruppen
Version: 12.2.2002

Funktionen:

isdisc(D)
modul_test([a,b,D])
HD_red([a,b,D])
HD_red_tex([a,b,D])
HD_inv([a,b,D])

modul_next (D,p0)

Red (D)

hD(D)
HD_mult([al,b1,D],[a2,b2,D])
HD_quad([a,b,D])
HD_pot([a,b,D],k)
shanks(D,n)

md5 :=proc(S)
gq_signatur(S,K,z)
gq_key_gen:=proc(p,q,e,J)
gq_signatur_test(T,Kpub,sig)
gq_signatur_angriff (T,Kpub)
iq_gq_key_gen(D,a_A,e)

HoH O H H K HHHHEHHFHHHEHHE R HEHEHHEHR
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# iq_gq_signatur(S,K,z)
# iq_gq_signatur_test(T,Kpub,sig)
# iq_gq_signatur_angriff (T,Kpub)

unprotect (D) ;

# Eingabe: D
# Ausgabe: true, falls D quadratische Diskriminante ist, sonst false
isdisc:=proc()
local D;
D:=args[1];
if D mod 4=2 or D mod 4=3 or issqr(D) then return false; fi;
true;
end;

# Eingabe: [a,b,D]
# Ausgabe: true, falls Z.a+Z.(b+sqrt(D))/2 Modul mit negativer
# Diskriminante D ist, sonst false
modul _test:=proc()
local C, a, b, D;
C:=args[1]; a:=C[1]; b:=C[2]; D:=C[3];
if D>=0 or D mod 4=2 or D mod 4=3 or
a<=0 or (b~2-D) mod (4*a)>0 or igcd(a,b,(b"2-D)/(4%a))>1 then
return false;
fi;
true;
end;

# Reduktionsverfahren
# Eingabe: [a,b,D], wobei -a<b<=a gelten sollte
# Ausgabe: [aa,bb,D] - reduzierter Modul in der Klasse von [a,b,D]
HD_red:=proc()
local C, a, b, D, c;
C:=args[1]; a:=C[1]; b:=C[2]; D:=C[3]; c:=(b"2-D)/(4%a);
# b:=mods(b,2*a);
while a>c do
a:=c; b:=mods(-b,2%a); c:=(b"2-D)/(4%a);
od;
if a=c and b<0 then b:=-b; fi;
[a,b,D];
end;

# Eingabe: [a,b,D] imaginaerquadratischer Modul
# Ausgabe: Reduktionsprozess in TeX-Format
HD_red_tex:=proc()
local C, a, b, D, c;
C:=args[1]; a:=C[1]; b:=C[2]; D:=C[3]; c:=(b"2-D)/(4*a);
printf ("$$\\begin{tabular}{lclclc|}\\hline\n");
printf("$a$ & $b$ & $c$ \\\\ \\hline\\hline\n");
printf("%d & %d & %4 \\\\ \\hline\n",a,b,c);
while a>c do
a:=c; b:=mods(-b,2*a); c:=(b"2-D)/(4*a);
printf("%d & %d & %d \\\\ \\hline\n",a,b,c);
od;
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if a=c and b<0 then
b:=-b;
printf("%d & %d & %d \\\\ \\hline\n",a,b,c);
fi;
printf ("\\end{tabular}$$\n");
[a,b,D];
end;

# Eingabe: Modul M=[a,b,D]
# Ausgabe: Zu M inverser Modul in der Klassengruppe
HD_inv:=proc()
local C, a, b, D, c;
C:=args[1]; a:=C[1]; b:=C[2]; D:=C[3]; c:=(b"2-D)/(4*a);
b:=-b;
if b=-a then b:=a; fi;
if a=c and b<0 then b:=-b; fi;
[a,b,D];
end;

# Fuer Diskrimiante D und pO wird der naechste Modul mit Primzahlnorm p
# konstruiert
# Eingabe: D,p0
# Ausgabe: [p,b,D] mit p>=pO minimal
modul _next:=proc()
local D, p, C, b;
D:=args[1]; p:=args[2]-1; C:=[];
if isdisc(D)=false then error "D ist keine Diskriminante"; fi;
while C=[] do
p:=nextprime(p);
if D mod p=0 then
if p=2 then
if D mod 16=8 then C:=[2,0,D]; fi;
if D mod 16=12 then C:=[2,2,D]; fi;
else
if D mod p~2>0 and D mod 4=0 then C:=[p,0,D]; fi;
if D mod p~2>0 and D mod 4=1 then C:=[p,p,D]; fi;
fi;
else
if p=2 then
if D mod 8=1 then C:=[2,1,D]; fi;
else
if numtheory[legendre] (D,p)=1 then
b:=numtheory[msqrt] (D,p);
if (D+b) mod 2>0 then b:=p-b; fi;
C:=[p,b,D];
fi;
fi;
fi;
od;
C;
end;

# Red(D) - Die Menge der reduzierten Moduln mit Diskriminante D<O
# Eingabe: imaginaerquadratische Diskriminante D
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# Ausgabe: Menge der reduzierten [a,b,D] mit Diskriminante D
Red:=proc()
local D, a, b, ¢, ac, wac, S;
D:=args[1]; S:={};
b:=D mod 2;
do
ac:=(b~2-D)/4; wac:=isqrt(ac); if wac”"2>ac then wac:=wac-1; fi;
if b>wac then return S; fi;
a:=b; if a=0 then a:=1; fi;
do
if ac mod a=0 then
c:=ac/a;
if igcd(a,b,c)=1 then
S:=S union {[a,b,D]};
if b>0 and b<a and a<c then S:=S union {[a,-b,D]1}; fi;
fi;
fi;
a:=a+l;
if a>wac then break; fi;
od;
b:=b+2;
od;
S;
end;

# Eingabe: imaginaerquadratische Diskriminante D
# Ausgabe: Klassenzahl h(D)
hD:=proc()
local D, a, b, c, ac, wac, h;
D:=args[1]; h:=0;
b:=D mod 2;
do
ac:=(b~2-D)/4; wac:=isqrt(ac); if wac”"2>ac then wac:=wac-1; fi;
if b>wac then return h; fi;
a:=b; if a=0 then a:=1; fi;

do
if ac mod a=0 then
c:=ac/a;
if igcd(a,b,c)=1 then
h:=h+1;
if b>0 and b<a and a<c then h:=h+1; fi;
fi;
fi;
a:=a+l;
if a>wac then break; fi;
od;
b:=b+2;
od;

end;

# Multiplikation in der Klassengruppe

# Eingabe: [al,b1,D], [a2,b2,D]

# Ausgabe: [a,b,D] (reduziert) mit [a,b,D]=[al,bl,D]*[a2,b2,D] in H(D)
HD_mult:=proc()
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local C1, C2, al, a2, b1, b2, D, al2, x, y, a, b, A, u, v;
Cl:=args[1]; al:=C1[1]; b1:=C1[2]; D:=C1[3];
C2:=args[2]; a2:=C2[1]; b2:=C2[2];
al2:=igcdex(al,a2,’x’,’y’);
a:=al*a2; b:=alxb2*x+a2%blx*y;
if al12>1 then
A:=igcdex(al2, (b1+b2)/2,’u’,’v’);
b:=b*u+(b1*b2+D) /2*v;
if A>1 then a:=a/A"2; b:=b/A; fi;
fi;
b:=mods(b,2%a) ;
HD_red([a,b,D]);
end;

# Quadrieren in der Klassengruppe
# Eingabe: [a,b,D]
# Ausgabe: [aa,bb,D]=[a,b,D]"2 in H(D)
HD_quad:=proc()
local C, a, b, D, A, aa, bb, x, y;
C:=args[1]; a:=C[1]; b:=C[2]; D:=C[3];
A:=igcdex(a,b,’x’,’y’);
aa:=a"2/A~2; bb:=mods ((a*b*x+(b~2+D)/2*y)/A,2xaa) ;
HD_red([aa,bb,D]);
end;

# Potenzieren in der Klassengruppe
# Eingabe: C, k
# Ausgabe: C"k in H(D)
HD_pot:=proc()
local C, k, D, X, Y;
C:=args[1]; k:=args[2]; D:=C[3];
X:=C;
if k mod 2=0 then Y:=[1,D mod 2,D]; else Y:=C; fi;
while k>1 do
k:=iquo(k,2);
X:=HD_quad(X);
if k mod 2=1 then Y:=HD_mult(X,Y); fi;
od;
Y;
end;

# Berechnet wird sqrt(-D)/pi*prod
# Eingabe: D, n
# Ausgabe: sqrt(-D)/pi*prod(1/(1-(D/p_i)/p_i),i=1..n), konvergiert fuer
# n gegen unendlich gegen die Klassenzahl h(D)
shanks:=proc()

local D, n, Zaehler, Nenner, i, p;

Digits:=50;

D:=args[1]; n:=args[2];

if D>=0 or D mod 4=2 or D mod 4=3 then

error "D ist keine Diskriminante";

fi;

Zaehler:=1; Nenner:=1;

for i from 1 to n do
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p:=ithprime(i);
Zaehler:=Zaehlerx*p;
Nenner : =Nenner* (p-numtheory[jacobi] (D,p));
printf ("i=Yd: %f\n",i,sqrt(-D)*Zaehler/Nenner/Pi);
od;
evalf (sqrt(-D)*Zaehler/Nenner/Pi) ;
end;

# MD5-Hashfunktion: Berechnung durch Abspeichern der Zeichenkette in
# eine Datei ‘md5_tmpl’, dann Aufruf ‘md5 md5_tmpl > md5_tmp2’, dann
# Einlesen der Datei ‘md5_tmp2’.

# Eingabe: Zeichenkette S

# Ausgabe: mdb-Hashwert von S in Dezimaldarstellung

md5 : =proc()
local S;
S:=args[1];

if type(S,string)=false then
error "Eingabe ist keine Zeichenkette"; fi;

fprintf (md5_tmpl,"%s",S); fclose(md5_tmpl);
system("md5 md5_tmpl > md5_tmp2");
hbytes:=readbytes(md5_tmp2,infinity); fclose(md5_tmp2) ;
fremove(md5_tmpl); fremove(md5_tmp2);
# hbytes ist Liste mit Bytes, letzter Eintrag ist 10 bzw. \n
hbytes:=subsop (nops (hbytes)=NULL,hbytes) ;
# Die letzten 32 Eintraege liefern den Hashwert
while nops(hbytes)>32 do hbytes:=subsop(1=NULL,hbytes); od;
h:=convert (hbytes,bytes); # Hexadezimaldarstellung
# printf ("md5-Hashwert: J%s\n",h);
h:=convert(h,decimal,hex); # Umwandlung in Dezimalzahl

end;

# GQ-Signatur - 30.1.2002

# Zunaechst fuer Zeichenketten

# Will man das auf Dateien anwenden, bildet man mit
# Sdatei:=convert(readbytes(datei,infinity),bytes);
# die zugehoerige Zeichenkette.

# GQ-Signatur
# Eingabe: S,K,z - S Datei oder Zeichenkette, K GQ-Schluessel
# K=[N,e,J,al
# z Zufallszahl
# Ausgabe: GQ-Signatur
gq_signatur:=proc()
local T, K, N, e, J, a, r, Tr, t, s;
if nargs<>3 then

error "Eingabe: Zeichenkette, privater GQ-Schluessel, Zufallszahl";

fi;
T:=args[1]; K:=args[2]; z:=args[3];
N:=K[1]; e:=K[2]; J:=K[3]; a:=K[4];
if (J*x(Power(a,e) mod N)) mod N<>1 then

error "2. Argument ist kein privater GQ-Schluessel"; fi;
if type(T,string)=false then

error "1. Argument ist keine Zeichenkette'"; fi;
r:=Power(z,e) mod N;
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Tr:=cat(T,convert(r,string));

t:=md5(Tr) ;
s:=(zx(Power(a,t) mod N)) mod N;
[s,t];

end;

# GQ-Schluessel-Erzeugung
# Eingabe: p, q, e, J;
# Ausgabe: [N,e,J,al - privater GQ-Schluessel
gq_key_gen:=proc()
local p, q, e, J, N, d, a;
p:=args[1]; q:=args[2]; e:=args[3]; J:=args[4];
N:=p*q;
while igcd(e, (p-1)*(g-1))>1 do e:=e+l; od;
d:=1/e mod (p-1)*(gq-1);
a:=Power(1/J mod N,d) mod N; # a=J"(-d) mod N
[N,e,J,al;
end;

# Ueberpruefen einer GQ-Signatur
# Eingabe: T, Kpub, sig
# Ausgabe: true oder false
gq_signatur_test:=proc()
local T, Kpub, N, e, J, sig, s, t, rr, tt;
if nargs<>3 then
error "Eingabe: Zeichenkette, oeffentlicher GQ-Schluessel, Signatur";
fi;
T:=args[1]; Kpub:=args[2]; sig:=args[3];
N:=Kpub[1]; e:=Kpub[2]; J:=Kpub[3]; s:=sigl[1]; t:=sigl[2];
rr:=((Power(s,e) mod N)*(Power(J,t) mod N)) mod N;
tt:=md5(cat (T,convert (rr,string)));
if t=tt then true else false; fi;
end;

# Zu einer Zeichenkette T, einem oeffentlichen GQ-Schluessel Kpub wird
# versucht, eine (gefaelschte) GQ-Signatur zu konstruieren.
# Eingabe: T, Kpub
# Ausgabe: GQ-Signatur von T fuer GQ-Schluessel Kpub
gq_signatur_angriff:=proc()
local T, Kpub, N, e, J, x, rx, tx, y, s, t, zeitl, zeit2;
T:=args[1]; Kpub:=args[2];
N:=Kpub[1]; e:=Kpub[2]; J:=Kpub[3]; x:=-1; zeitl:=time();
do
X:=x+1;
rx:=Power (J,x) mod N;
tx:=md5(cat (T, convert (rx,string)));
if (tx-x) mod e=0 then
y:=(tx-x)/e;
s:=Power(1/J mod N,y) mod N; t:=tx;
zeit2:=time();
printf ("x=d (%.2f sec)\n",x,zeit2-zeitl);
return [s,t];
fi;
od:
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end;

# IQ-GQ-Signatur-Schluesselerzeugung
# Eingabe: D, a_A, e - naeherungsweise
# [D,e,J,A]
iq_gq_key_gen:=proc()
local D, a_A, e, J, A;
if nargs<>3 then error "Eingabe: D, a_A, e"; fi;
D:=args[1]; a_A:=args[2]; e:=args[3];
while D>=0 or D mod 4=2 or D mod 4=3 do D:=D-1; od;
A:=modul_next(D,a_A); A:=HD_red(A);
J:=HD_pot (HD_inv(A),e);
[D,e,J,Al;
end;

# IQ-GQ-Signatur
# Eingabe: S,K,z - S Datei oder Zeichenkette, K IQ-GQ-Schluessel
# K=[D,e,J,A]
# z Zufallszahl
# Ausgabe: IQ-GQ-Signatur
iq_gq_signatur:=proc()
local T, K, N, e, J, A, R, a_R, b_R, TR, t, S, z, Z;
if nargs<>3 then
error "Eingabe: Zeichenkette, privater IQ-GQ-Schluessel, Zufallszahl";
fi;
T:=args[1]; K:=args[2]; z:=args[3];
D:=K[1]; e:=K[2]; J:=K[3]; A:=K[4];
if HD_mult (J,HD_pot(A,e))[1]1<>1 then
error "2. Argument ist kein privater IQ-GQ-Schluessel"; fi;
if type(T,string)=false then
error "1. Argument ist keine Zeichenkette"; fi;
Z:=HD_red (modul_next(D,z));
R:=HD_pot(Z,e); a_R:=R[1]; b_R:=R[2];
TR:=cat(T,convert(a_R,string),convert (b_R,string));
t:=md5(TR) ;
S:=HD_mult(Z,HD_pot(A,t));
[S,t];
end;

# Ueberpruefen der IQ-GQ-Signatur sig einer Zeichenkette T mit
# oeffentlichem Schluessel Kpub
# Eingabe: T, Kpub, sig
# Ausgabe: true oder false
iq_gq_signatur_test:=proc()
local T, Kpub, N, e, J, sig, s, t, rr, tt;
if nargs<>3 then

error "Eingabe: Zeichenkette, oeffentlicher IQ-GQ-Schluessel, Signatur";

fi;
T:=args[1]; Kpub:=args[2]; sig:=args[3];
D:=Kpub[1]; e:=Kpub[2]; J:=Kpub[3]; S:=sig[1]; t:=sigl[2];
RR:=HD_mult (HD_pot(S,e) ,HD_pot(J,t)); a_RR:=RR[1]; b_RR:=RR[2];
tt:=md5(cat(T,convert(a_RR,string),convert (b_RR,string)));
if t=tt then true else false; fi;

end;
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# Versuch, fuer eine Zeichenkette T und einen IQ-GQ-Schluessel Kpub eine
# Signatur zu faelschen
# Eingabe: T, Kpub
# Ausgabe: IQ-GQ-Signatur
iq_gq_signatur_angriff:=proc()
local T, Kpub, N, e, J, x, rx, tx, ¥, s, t, zeitl, zeit2;
T:=args[1]; Kpub:=args[2];
D:=Kpub[1]; e:=Kpub[2]; J:=Kpub[3]; x:=-1; zeitl:=time();
do
X:=x+1;
Rx:=HD_pot (J,x);
tx:=md5(cat(T,convert (Rx[1],string) ,convert (Rx[2],string)));
if (tx-x) mod e=0 then
y:=(tx-x)/e;
S:=HD_pot (HD_inv(J),y); t:=tx;
zeit2:=time();
printf ("x=%d (%.2f sec)\n",x,zeit2-zeitl);
return [S,t];

fi;
od:
end;
18. igkg_gmp.c
/* igkg_gmp.c
* 14.12.2001, 16.1.2002, 17.1.2002, 20.1.2002, 26.1.2002, 12.2.2002
*
* int pprim( int n)
* int ppotenz( int p, int k)
* int eratosthenes( int p[], int k)
* void mpz_gcdext2( mpz_t d, mpz_t u, mpz_t v, mpz_t a, mpz_t b)
* int pmi( mpz_t d, mpz_t N, int k, int a)
* int isdisc( mpz_t D)
* void hD( mpz_t h, mpz_t D)
* void hd_red( mpz_t a, mpz_t b, mpz_t D)
* void hd_ausgabe( mpz_t a, mpz_t b, mpz_t D)
* void hd_mult( mpz_t a, mpz_t b,
* void hd_quad( mpz_t a2, mpz_t b2, mpz_t a, mpz_t b, mpz_t D)
* void hd_pot( mpz_t ka, mpz_t kb, mpz_t a, mpz_t b, mpz_t D, mpz_t k)
* void hd_pot_ui( mpz_t ka, mpz_t kb, mpz_t a, mpz_t b, mpz_t D, int k)
* int modul_kon( mpz_t a, mpz_t b, mpz_t D)
* void modul_next( mpz_t a, mpz_t b, mpz_t D)
* void modul_next_p( mpz_t a, mpz_t b, mpz_t D)
* void hd_kgv( mpz_t ka, mpz_t kb, mpz_t a, mpz_t b, mpz_t D, int k)
* void hd_fac( mpz_t N1, mpz_t N, int k)

*
~

#include <stdio.h>
#include <gmp.h>
#include <time.h>

/* pprim(n) testet, ob ein kleines ungerades n prim ist oder nicht */
int pprim( int n)
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{
int t;
for (t=3;t*t<=n;t=t+2) if (nl)t==0) return O0;
return 1;

}

/* ppotenz(p,k) liefert die groesste p-Potenz <=k (12.12.2000) */
int ppotenz( int p, int k)
{

int pp=1;

while (k/pp>=p) pp*=p;

return pp;

}

/* Das Sieb des Eratosthenes: Eine Liste aller Primzahlen <=k wird
* erstellt. Rueckgabewert ist die Anzahl der Primzahlen.

* (12.12.2000) */

int eratosthenes( int p[], int k)

{
int i, j, az=0;
for (i=2;i<=k;i++) pl[il=1;
for (i=2;ixi<=k;i++)
if (p[il==1) /* alle echten Vielfachen von i werden 0 gesetzt */
for (j=2%ij;j<=k;j+=1) p[j1=0;
az=0; for (i=2;i<=k;i++) if (pl[il==1) plaz++]=i;
return az;
}

/* Erweiterter euklidischer Algorithmus - Cohen, Algorithmus 1.3.6
(16.1.2002)
*/
void mpz_gcdext2( mpz_t d, mpz_t u, mpz_t v, mpz_t a, mpz_t b)
{
mpz_t aa, bb, vi, v3, t1, t3, q;

mpz_init_set(aa,a); mpz_init_set(bb,b);

if (mpz_sgn(a)<0) mpz_neg(aa,a);

if (mpz_sgn(b)<0) mpz_neg(bb,b);

mpz_set_ui(u,1); mpz_set(d,aa); // u=1, d=a
mpz_init_set_ui(v1,0); mpz_init_set(v3,bb); // v1=0, v3=b
mpz_init(t1); mpz_init(t3); mpz_init(q);

while (mpz_sgn(v3)>0)

{
mpz_fdiv_q(q,d,v3); mpz_mod(t3,d,v3); // q=[d/v3], t3=d mod v3
mpz_mul(tl,q,v1); mpz_sub(tl,u,tl); // tl=u-g*vil
mpz_set(u,vl); // u=vi
mpz_set(d,v3); // d=v3
mpz_set(vl,tl); // vi=tl
mpz_set(v3,t3); // v3=t3
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if (mpz_sgn(bb)==0)
mpz_set_ui(v,0);
else

{
// v=(d-a*u)/b
mpz_mul(v,aa,u); mpz_sub(v,d,v); mpz_divexact(v,v,bb);
}
if (mpz_sgn(a)<0) mpz_neg(u,u);
if (mpz_sgn(b)<0) mpz_neg(v,v);

mpz_clear (aa); mpz_clear(bb); mpz_clear(vl); mpz_clear(v3);
mpz_clear (t1); mpz_clear(t3); mpz_clear(q);

return;

}

/* (p-1)-Methode: d=ggT(a"kgV(1l..k)-1,N)

* Rueckgabewert O fuer d=1, 1 fuer 1<d<n, 2 fuer d=n
* (12.12.2000, 26.1.2002) */

int pm1( mpz_t d, mpz_t N, int k, int a)

{

int *p, azp, i;

p=(int *) malloc((k+1)*sizeof(int));
azp=eratosthenes(p,k);

mpz_set_ui(d,a); // d=a"kgV(1l..k) mod N
for (i=0;i<azp;i++) mpz_powm_ui(d,d,ppotenz(p[i],k),N);

mpz_sub_ui(d,d,1); mpz_gcd(d,N,d); // d=ggT(a"kgV(1l..k)-1,N)

if (mpz_cmp_ui(d,1)==0) return O;
else if (mpz_cmp(d,N)==0) return 2;
else return 1;

}

/* isdisc(D) testet, ob D eine imaginaerquadratische Diskriminante ist
* oder nicht */
int isdisc( mpz_t D)
{
int r;
mpz_t rr;
if (mpz_sgn(D)>=0) return O;
mpz_init(rr); r=mpz_mod_ui(rr,D,4); mpz_clear(rr);
if (r==0 || r==1) return 1; else return O;

}

/* Bestimmung der Klassenzahl (20.1.2002) x/
void hD( mpz_t h, mpz_t D)
{

mpz_t a, b, ¢, absD, ac, wac, r, ggT;

mpz_init(a); mpz_init(b); mpz_init(c); mpz_init(absD);
mpz_init(ac); mpz_init(wac); mpz_init(r); mpz_init(ggT);
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mpz_mod_ui(b,D,2); mpz_neg(absD,D); mpz_set_ui(h,0);
do

mpz_mul (ac,b,b); mpz_add(ac,ac,absD); mpz_fdiv_q_ui(ac,ac,4);
mpz_sqrt(wac,ac);

if (mpz_cmp(b,wac)>0)

{
mpz_clear(a); mpz_clear(b); mpz_clear(c); mpz_clear(absD);
mpz_clear(ac); mpz_clear(wac); mpz_clear(r); mpz_clear(ggT);
return;

}
mpz_set(a,b); if (mpz_sgn(b)==0) mpz_set_ui(a,1);

do
{
mpz_fdiv_qr(c,r,ac,a);
if (mpz_sgn(r)==0)
{
mpz_gcd(ggT,a,b); mpz_gcd(ggT,c,geT) ;
if (mpz_cmp_ui(ggT,1)==0)
{
mpz_add_ui(h,h,2);
if (mpz_cmp(a,b)==0 || mpz_sgn(b)==0 || mpz_cmp(a,c)==0)
mpz_sub_ui(h,h,1);
}
}
mpz_add_ui(a,a,1);
} while (mpz_cmp(a,wac)<=0);

mpz_add_ui(b,b,2);
} while (1);
}

/* Reduktionprozess auf [a,b,D] angewandt */
void hd_red( mpz_t a, mpz_t b, mpz_t D)
{

mpz_t c, hi;

mpz_init(c); mpz_init(hi);

mpz_mul(c,b,b); mpz_sub(c,c,D);
mpz_divexact(c,c,a); mpz_fdiv_q_2exp(c,c,2); // c=(b~2-D)/(4*a)

while (mpz_cmp(a,c)>0)

{
mpz_set(a,c);
mpz_mul_2exp(hi,a,1); mpz_neg(b,b); mpz_mod(b,b,hi);
if (mpz_cmp(b,a)>0) mpz_sub(b,b,hi);
mpz_mul(c,b,b); mpz_sub(c,c,D); mpz_divexact(c,c,a);
mpz_fdiv_q_2exp(c,c,2);
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if (mpz_cmp(a,c)==0 && mpz_sgn(b)<0) mpz_neg(b,b);
mpz_clear(c); mpz_clear (hi);
return;

}

/% Zum Ausdruck von [a,b,D] */

void hd_ausgabe( mpz_t a, mpz_t b, mpz_t D)

{
printf("["); mpz_out_str(stdout,10,a); printf(",");
mpz_out_str(stdout,10,b); printf(",");
mpz_out_str(stdout,10,D); printf("]1");
return;

}

/* Multiplikation in der Klassengruppe */
void hd_mult( mpz_t a, mpz_t b,
mpz_t al, mpz_t bl, mpz_t a2, mpz_t b2, mpz_t D)
{
mpz_t al2, x, y, A, hi, aa, bb;
mpz_init(al2); mpz_init(x); mpz_init(y); mpz_init(A); mpz_init(hi);
mpz_init(aa); mpz_init(bb);
// printf("C1="); hd_ausgabe(al,bl,D); printf("\t");
// printf("C2="); hd_ausgabe(a2,b2,D); printf("\n");
//mpz_gcdext2(al2,x,y,al,a2);
mpz_gcdext(al2,x,y,al,a2);
mpz_mul (aa,al,a2); // a=al*a2
mpz_mul (hi,al,b2); mpz_mul(hi,hi,x); mpz_mul(bb,a2,bl);
mpz_mul (bb,bb,y); mpz_add(bb,hi,bb); // b=al*b2*x+a2%blx*y
if (mpz_cmp_ui(al2,1)>0)
{
mpz_add (hi,b1,b2); mpz_fdiv_q_2exp(hi,hi,1); // (b1+b2)/2
//mpz_gcdext2(A,x,y,a12,hi); // A=al2xx+(bl+b2) /2y
mpz_gcdext (A,x,y,al12,hi); // A=al2*x+(b1+b2)/2xy
mpz_mul (hi,b1,b2); mpz_add(hi,hi,D); mpz_fdiv_q_2exp(hi,hi,1);
mpz_mul (hi,hi,y); // (b1xb2+D) /2%y
mpz_mul (bb,bb,x); mpz_add(bb,bb,hi); // b=b*x+(b1xb2+D) /2%y
if (mpz_cmp_ui(A,1)>0)
{
mpz_divexact(aa,aa,A); mpz_divexact(aa,aa,A);
mpz_divexact (bb,bb,A);
}
}
mpz_mul_2exp(hi,aa,1); mpz_mod(bb,bb,hi);
if (mpz_cmp(bb,aa)>0) mpz_sub(bb,bb,hi); // b=b mod 2*a mit -a<b<=a
hd_red(aa,bb,D); mpz_set(a,aa); mpz_set(b,bb);
mpz_clear(al2); mpz_clear(x); mpz_clear(y); mpz_clear(A);
mpz_clear(hi); mpz_clear(aa); mpz_clear(bb);
return;

}

/* Quadrieren in der Klassengruppe */
void hd_quad( mpz_t a2, mpz_t b2, mpz_t a, mpz_t b, mpz_t D)
{

mpz_t A, x, y, hi, aa, bb;
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mpz_init(A); mpz_init(x); mpz_init(y); mpz_init(hi);
mpz_init(aa); mpz_init(bb);
//mpz_gcdext2(A,x,y,a,b);
mpz_gcdext (A,x,y,a,b);
mpz_mul (aa,a,a);
mpz_mul (hi,b,b); mpz_add(hi,hi,D); mpz_fdiv_q_2exp(hi,hi,1);
mpz_mul (hi,hi,y); mpz_mul(bb,a,b); mpz_mul(bb,bb,x);
mpz_add (bb,bb,hi);
if (mpz_cmp_ui(A,1)!=0)
{
mpz_divexact(aa,aa,A); mpz_divexact(aa,aa,A);
mpz_divexact (bb,bb,A) ;
}
mpz_mul_2exp(hi,aa,1);
mpz_mod (bb,bb,hi);
if (mpz_cmp(bb,aa)>0) mpz_sub(bb,bb,hi);
hd_red(aa,bb,D); mpz_set(a2,aa); mpz_set(b2,bb);
mpz_clear(A); mpz_clear(x); mpz_clear(y); mpz_clear(hi);
mpz_clear(aa); mpz_clear(bb);
return;

}

/* Potenzieren [a,b,D]"k in der Klassengruppe */
void hd_pot( mpz_t ka, mpz_t kb, mpz_t a, mpz_t b, mpz_t D, mpz_t k)
{
mpz_t xa, xb, ya, yb, kk, hi;
mpz_init_set(kk,k); mpz_init(hi);
mpz_init_set(xa,a); mpz_init_set(xb,b);
if (mpz_mod_ui (hi,kk,2)==0)
{
mpz_init_set_ui(ya,1); mpz_init(yb); mpz_mod_ui(yb,D,2);
}
else
{
mpz_init_set(ya,a); mpz_init_set(yb,b);
}
while (mpz_cmp_ui(kk,1)>0)
{
mpz_fdiv_q_2exp(kk,kk,1);
hd_quad(xa,xb,xa,xb,D);
if (mpz_mod_ui(hi,kk,2)==1) hd_mult(ya,yb,xa,xb,ya,yb,D);
}
mpz_set (ka,ya) ; mpz_set(kb,yb);
mpz_clear(kk); mpz_clear(hi);
mpz_clear(xa); mpz_clear(xb); mpz_clear(ya); mpz_clear(yb);
return;

}

/* Potenzieren [a,b,D]"k in der Klassengruppe mit int k */
void hd_pot_ui( mpz_t ka, mpz_t kb, mpz_t a, mpz_t b, mpz_t D, int k)
{

mpz_t xa, xb, ya, yb, hi;

mpz_init(hi); mpz_init_set(xa,a); mpz_init_set(xb,b);

if (k%2==0)



242 A. PROGRAMME

{
mpz_init_set_ui(ya,1); mpz_init(yb); mpz_mod_ui(yb,D,2);
}
else
{
mpz_init_set(ya,a); mpz_init_set(yb,b);
}
while (k>1)
{
k>>=1;
hd_quad(xa,xb,xa,xb,D);
if (k%2==1) hd_mult(ya,yb,xa,xb,ya,yb,D);
}
mpz_set (ka,ya) ; mpz_set(kb,yb);
mpz_clear(xa); mpz_clear(xb); mpz_clear(ya); mpz_clear(yb);
mpz_clear(hi);
return;

}

/* Zu gegebenen D, a wird getestet, ob ein Modul [a,b,D] existiert. Wenn
* ja, wird 1 zurueckgegeben mit dem Modul, wenn nein, 0. */

int modul_kon( mpz_t a, mpz_t b, mpz_t D)

{
mpz_t c, hi;
mpz_init(c); mpz_init(hi);

mpz_mod_ui(b,D,2);
while (mpz_cmp(b,a)<=0)
{
mpz_mul (hi,b,b); mpz_sub(hi,D,hi); mpz_fdiv_q_2exp(c,hi,2);
mpz_fdiv_qr(c,hi,c,a);
if (mpz_sgn(hi)==0)
{
mpz_gcd (hi,a,b); mpz_gcd(hi,hi,c);
if (mpz_cmp_ui(hi,1)==0)
{
mpz_clear(c); mpz_clear(hi);
return 1;
}
}
mpz_add_ui(b,b,2);
}
mpz_clear(c); mpz_clear (hi);
return O;

}

/* Zu D, a=a0 wird der ‘naechste’ Modul [a,b,D] mit a>=a0 bestimmt. */
void modul_next( mpz_t a, mpz_t b, mpz_t D)
{
while (modul_kon(a,b,D)==0)
{
printf("a="); mpz_out_str(stdout,10,a); printf("\n");
mpz_add_ui(a,a,1);

}
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return;

}

/* Zu D, a0 wird der °‘naechste Modul [p,b,D] mit p>a0 bestimmt, wobei p
* eine Primzahl ist */
void modul_next_p( mpz_t a, mpz_t b, mpz_t D)
{
do
{
mpz_nextprime(a,a);
} while (modul_kon(a,b,D)==0);
return;

}

/* Berechnung von [a,b,D] kgV(3,5,7,9,11,...,k) */
void hd_kgv( mpz_t ka, mpz_t kb, mpz_t a, mpz_t b, mpz_t D, int k)
{
int p, q, 9p, t;
mpz_set (ka,a); mpz_set(kb,b);
for (p=3;p<=k;p=p+2)
{
if (pprim(p)==1)
{
q=1;
while ((gp=g*p)<=k && qp>0) q=qp;
hd_pot_ui (ka,kb,ka,kb,D,q);
// printf("q=%d\t",q); hd_ausgabe(ka,kb,D); printf("\n");
}
}
}

/* Faktorisierung mit Klassengruppe, Eingabe N, k (23.1.2002) */
void hd_fac( mpz_t N1, mpz_t N, int k)
{

int *pp, azp, i, multiplikator, kk;

mpz_t D, a, b, ka, kb, ka2, kb2, ggT;

mpz_init(D); mpz_init(a); mpz_init(b); mpz_init(ka); mpz_init(kb);
mpz_init(ka2); mpz_init(kb2); mpz_init(ggT) ;

// Hier wird eine Liste aller Primzahlen p<=k erzeugt.
pp=(int *) malloc((k+1)*sizeof (int));

azp=eratosthenes (pp,k);

for (i=0;i<azp;i++) pplil=ppotenz(ppl[i],k);

for (multiplikator=1;;multiplikator++)
{
mpz_mul_si(D,N,-multiplikator);
if (isdisc(D)==1)
{
// printf("Multiplikator=Yd\n",multiplikator);
mpz_set_ui(a,multiplikator);
do
{
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modul_next_p(a,b,D);
mpz_set (ka,a); mpz_set(kb,b);
for (i=1;i<azp;i++) hd_pot_ui(ka,kb,ka,kb,D,pplil);

Kk=k;
while ((kk/=2)>0)
{
hd_quad(ka2,kb2,ka,kb,D);
if (mpz_cmp_ui(ka2,1)==0)
{
if (mpz_sgn(kb)==0 || mpz_cmp(ka,kb)==0) // b=0 oder a=b
mpz_set (ggT,ka) ;
else // a=c
{
mpz_mul_2exp(ggT,ka,1); mpz_sub(ggT,ggT,kb); // 2a-b
}
mpz_gcd (ggT,gegT,N) ;
if (mpz_cmp_ui(ggT,1)!=0)

{
mpz_set (N1,ggT) ;
printf ("k=Yd Multiplikator=Yd\n",k,multiplikator);
gmp_printf ("Teiler=YZd\n",ggT) ;
mpz_clear(D); mpz_clear(a); mpz_clear(b); mpz_clear(ka);
mpz_clear (kb); mpz_clear(ka2); mpz_clear(kb2);
mpz_clear (ggT) ;
return;
}
Kkk=0;
}
mpz_set (ka,ka2) ; mpz_set(kb,kb2);
}
} while (mpz_cmp_ui(ka,1)==0);

}
}
}

19. igkg_hd_gmp.c
/* igkg_hd_gmp.c - 20.1.2002, 12.2.2002 */

#include "iqkg_gmp.c"

main()

{
int d1, d4d2;
mpz_t D, h;

time_t zeitl, zeit2;
mpz_init(D); mpz_init(h);

printf ("Auflistung von imaginaerquadratischen Klassenzahlen ");
printf ("mit di<=abs(D)<=d2.\n");
printf ("d1="); scanf("%d",&d1);
printf ("d2="); scanf("%d",&d2);

time(&zeitl);
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mpz_set_si(D,-d1l);

while (mpz_cmp_si(D,-d2)>=0)
{
if (isdisc(D)==1)
{
hD(h,D);
gmp_printf ("h(%Zd)=%Zd\n",D,h);
}
mpz_sub_ui(D,D,1);
}

time(&zeit2) ;
printf ("Zeit: %.0f sec\n",difftime(zeit2,zeitl));

20. igkg_fac_gmp.c

/* iqkg_fac_gmp.c - 19.1.2002

* Faktorisierung von N mit imaginaerquadratischen Klassengruppen.
* Weder werden kleine Teiler abgespalten noch wird ein Primzahltest
* gemacht. */

#include "iqgkg_gmp.c"

main()

{

H O H O HH

int k;

mpz_t N, N1, N2;

time_t zeitl, zeit?2;

mpz_init(N); mpz_init(N1); mpz_init(N2);

printf ("N="); mpz_inp_str(N,stdin,10);
printf ("k="); scanf ("%d",&k); printf("\n");

printf("N="); mpz_out_str(stdout,10,N); printf(" ");

time(&zeitl);

hd_fac(N1,N,k);

time(&zeit?2) ;

printf("Zeit: %.0f sec\n",difftime(zeit2,zeitl));
mpz_divexact (N2,N,N1);

printf("\n"); mpz_out_str(stdout,10,N); printf(" = ");
mpz_out_str(stdout,10,N1); printf(" * ");
mpz_out_str(stdout,10,N2); printf ("\n");

21. algo8_ma

algo8_ma
Kapitel: Reellquadratische Klassengruppen
Version: 12.2.2002

Funktionen:
isdisc(D)

245
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# rho([a,b,D])
# Red (D)

# HD(D)

# HD_tex (D)

# HD_tex_tabelle(d1l,d2)
# hD(D)

# liste_shift(a)

# liste_vergleich(a,b)
# liste_nf(a)

# kbe_red([a,b,D])

# Red_Z(D)

# Red_Z_tex(D)

unprotect (D) ;

# Test, ob D Diskriminante einer quadratischen Zahl ist
# Eingabe: D
# Ausgabe: true oder false
isdisc:=proc()
local D;
D:=args[1];
if D mod 4=2 or D mod 4=3 or issqr(D) then return false; fi;
true;
end;

# rho(alpha)=1/(alpha-floor(alpha)) - Kettenbruchnachfolgeabbildung
# Bei haeufiger Anwendung sollte man wD=floor(sqrt(D)) als Parameter mit
# uebergeben.
# Eingabe: [a,b,D]
# Ausgabe: rho([a,b,D])
rho:=proc()

local a, b, D, wD, u;

ar=args[1][1]; b:=args[1][2]; D:=args[1][3];

wD:=isqrt(D); if wD"2>D then wD:=wD-1; fi;

if a>0 then

u:=(b+wD)/(2%a);

else
u:=(b+wD+1)/(2%a);

fi;
u:=floor(u);
bb:=2*a*u-b;
aa:=(D-bb~2)/(4%*a);
[aa,bb,D];

end;

# Auflistung der reduzierten reellquadratischen Zahlen
# alpha=(b+sqrt(D))/(2%a) mit Diskriminante D in der Gestalt [a,b,D]

Red:=proc()
local D, wD, R, b, mac, a;
D:=args[1];

if D<=0 or isdisc(D)=false then error "D ist keine Diskriminante"; fi;
wD:=isqrt(D); if wD"2>D then wD:=wD-1; fi;

R:={};

for b from 2-(D mod 2) by 2 to wD do
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mac:=(D-b"2)/4;
for a from iquo(wD-b,2)+1 to iquo(wD+b,2) do
if mac mod a=0 and igcd(a,b,mac/a)=1 then
R:=R union {[a,b,D]1};
fi;
od;
od;
R;
end;

# Beschreibung der Klassengruppe durch Zykel in Red(D)
# Eingabe: D

# Ausgabe: {[M1,rho(M1),rho"2(M1),...,tho”(-1)(M_1)],[M2,rho(M2),...]1}
HD:=proc()

local D, R, H, zykel, h;

D:=args[1];

R:=Red(D); H:={}; h:=0;
while R<>{} do
M:=op(1,R); R:=R minus {M}; zykel:=[M];
do
M:=rho(M); R:=R minus {M};
if M=zykel[1] then break; else zykel:=[op(zykel) ,M]; fi;
od;
h:=h+1;
printf ("%d. Zykel: %a\n",h,zykel);
H:=H union {zykell};
od;
H;
end;

+*

# Zur Ausgabe von H(D) im TeX-Format fuer die Funktion HD_tex_tabelle
# Eingabe: D, Ausgabefilename
HD_tex:=proc()
local D, H, zykel, M, h, i, j;
D:=args[1]; aus:=args[2];
H:=HD(D); h:=nops(H);
fprintf (aus,"\\hline & $D=/d$, $h(D)=%d$ \\\\ \\hline\n",D,h);
for i from 1 to h do
zykel:=op(i,H);
fprintf(aus,"%d & [",1);
for j from 1 to nops(zykel) do
M:=zykel[j];
fprintf (aus, "$\\frac{%d+\\sqrt{%d}}{%da}$" ,M[2],D,2*M[1]);
if j<nops(zykel) then fprintf(aus,",");
else fprintf(aus,"]\\\\ \\hline\n"); fij;
od;
od;
H;
end;

# Zur Ausgabe einer Liste von Klassengruppen H(D) im TeX-Format fuer das
# Skript im Bereich di1<=D<=d2

# Eingabe: d1, d2, Ausgabefilename

HD_tex_tabelle:=proc()



248 A. PROGRAMME

dl:=args[1]; d2:=args[2]; aus:=args[3];
fprintf (aus,"$$\\begin{tabular}{|r|1[} \\hline\n");
for d from d1 to d2 do

if isdisc(d) then

HD_tex(d,aus):

fi;
od;
fprintf (aus,"\\end{tabular}$$\n");

end;

# Bestimmung der Klassenzahl h(D)
# Eingabe: D
# Ausgabe: h(D)
hD:=proc()
local D;
D:=args[1];
nops (HD(D)) ;
end;

# Die folgenden Listenoperationen dienen dazu in jedem Zykel reduzierter
# Zahlen einen Vertreter auszuwaehlen durch Betrachtung der
# Kettenbruchentwicklung

# Zyklischer Linksshift von Listen
liste_shift:=proc()

local a;

a:=args[1];

[op(subsop(1=NULL,a)),a[1]];
end;

# Lexikgraphischer Vergleich zweier Listen mit Rueckgabewert 1, 0, -1
# bei a<b, a=b, a>b.
liste_vergleich:=proc()
local a, b, i;
a:=args[1]; b:=args[2];
i:=1;
while i<=nops(a) do
if a[i]l<b[i] then return 1;
elif al[i]>b[i] then return -1;
else i:=i+1;
fi;
od;
0;
end;

# Normalform: bei zyklischen Shifts wird das kleinste Element gesucht
liste_nf:=proc()
local a, b, c, i;
a:=args[1]; b:=a; c:=a;
for i from 1 to nops(a)-1 do
b:=liste_shift(b);
if liste_vergleich(b,c)=1 then c:=b; fi;
od;
c;
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end;

# Kettenbruchentwicklung reduzierter Zahlen [a,b,D] = (b+sqrt(D))/(2a)
# Eingabe: [a,b,D]
# Ausgabe: [u_O,u_1,....,u_(k-1)] - Kettenbruchentwicklung
kbe_red:=proc() # Eingabe [a,b,D]
local a, b, D, wD, u, aa, bb, kbe;
a:=args[1][1]; b:=args[1]1[2]; D:=args[1][3];
wD:=isqrt(D); if wD"2>D then wD:=wD-1; fi;
aa:=a; bb:=b; kbe:=[];
do
u:=iquo(bb+wD,2*aa); kbe:=[op(kbe) ,ul;
bb:=2*aa*u-bb;
aa:=(D-bb~2)/(4%*aa);
if aa=a and bb=b then break; fij;
od;
kbe;
end;

# Aus jedem Zykel in Red(D) wird ein Element ausgewaehlt und die
# Kettenbruchentwicklung gebildet.
Red_Z:=proc()
local D, H;
D:=args[1];
H:=Red(D);
H:=map (x->kbe_red (x) ,H) ;
H:=map(x->liste_nf (x),H);
end;

# Zykel im TeX-Format mit Kettenbruchentwicklung
Red_Z_tex:=proc()
local D, wD, b, mac, a, R, H, Hkb, Z, h, i, j, aus;
D:=args[1]; aus:=args[2];
if D<=0 or isdisc(D)=false then error "D ist keine Diskriminante'"; fi;
wD:=isqrt(D); if wD"2>D then wD:=wD-1; fi;
R:={}; H:=[1; Hkb:=[1; h:=0;
for b from 2-(D mod 2) by 2 to wD do
mac:=(D-b"2)/4;
for a from iquo(wD-b,2)+1 to iquo(wD+b,2) do
if mac mod a=0 and igcd(a,b,mac/a)=1 then
alpha:=[a,b,D];
if member (alpha,R)=false then
h:=h+1; alpha_h:=alpha; R:=R union {alpha};
Z:=[alpha]l;
Hkb:=[op (Hkb) ,kbe_red(alpha)l;
alpha:=rho(alpha_h);
while alpha<>alpha_h do
R:=R union {alpha}; Z:=[op(Z),alphal;
alpha:=rho(alpha);
od;
H:=[op(H),Z];
fi;
fi;
od;
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od;
fprintf (aus,"$$\\begin{tabular}{|r|1[1]}\\hline\n");
fprintf (aus,"$i$ & $Z(\\alpha_i)$ ($D=%d$, $h(D)=%d$) & ",D,h);
fprintf (aus,"Kettenbruchentwicklung von $\\alpha_i$ \\\\ \\hline\n");
for i from 1 to h do
Z:=H[i]; kbe:=Hkb[i];
fprintf (aus,"%d & $\\{",1i);
for j from 1 to nops(Z) do
M:=Z[j];
fprintf (aus, "\\frac{/d+\\sqrt{%d}}{%d}",M[2],D,2*M[1]);
if j<nops(Z) then fprintf (aus,", ");
else fprintf(aus,"\\}$ & ");
fi;
od;
fprintf (aus,"$\\overline{%a}$ \\\\ \\hline\n",kbe);
od;
fprintf (aus,"\\end{tabular}$$\n");
end;



Literaturverzeichnis

[BorewiczSafarevic] S. I. Borewicz, I. R. Safarevic, Zahlentheorie, Birkhduser 1966.

[Buchmann] J. Buchmann, Einfiihrung in die Kryptographie, Springer 1999.

[BuchmannHamdy] J. Buchmann, S. Hamdy, A survey on IQ cryptography, in K. Alster, J. Urbanowicz, H. C. Williams
(Eds.), Public-Key Cryptography and Computational Number Theory, de Gruyter 2001.

[CanfieldErdésPomerance] E. Canfield, P. Erdss, C. Pomerance, On a Problem of Oppenheim concerning ‘Factorisatio
Numerorum’, J. Number Theory 17 (1983), 1-28.

[Cohen] H. Cohen, A Course in Computational Algebraic Number Theory, Springer 1993.

[Forster] O. Forster, Algorithmische Zahlentheorie, Vieweg 1996.

[HardyWright] G. H. Hardy, E. M. Wright, An Introduction to the Theory of Numbers, Oxford University Press, Fifth
Edition, Clarendon Press, Oxford 1979.

[Hua] L. K. Hua, Introduction to Number Theory, Springer-Verlag 1982.

[Knuth] D. E. Knuth, The Art of Computer Programming, Volume 2, Seminumerical Algorithms, Second Edition, Addison-
Wesley 1981.

[Koblitz] N. Koblitz, A Course in Number Theory and Cryptography, Second Edition, Springer 1994.

[MenezesOorschotVanstone] A. Menezes, P. van Oorschot, S. Vanstone, Handbook of Applied Cryptography, CRC Press,
1996.

[Riesel] H. Riesel, Prime Numbers and Computer Methods for Factorization, Birkhiuser 1985.

[ScharlauOpolka] W. Scharlau, H. Opolka, Von Fermat bis Minkowski, Springer-Verlag 1980.

[Schmitz] Th. Schmitz, Abschitzung der Lsung der Pellschen Gleichung, Archiv der Mathematik und Physik, 3. Reihe, 24
(1916), 87-89.

[Schneier] B. Schneier, Angewandte Kryptographie, Addison-Wesley 1996.

[Wiener] M. J. Wiener, Cryptanalysis of short RSA secret exponents, IEEE Transactions on Information Theory 36 (1990),
553-558.

Version vom 13.2.2001

251



